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”在 本 书 脱 稿 之 际 ， 我 可 以 回顾 并 核实 一 下 引起 我 动笔 并 
指导 我 写 完 这 本 书 的 两 个 目的 了 . 

一 个 很 实际 的 目的 ， 是 汇集 和 评价 最 近 十 年 来 由 实验 物 
理学 以 及 光学 、 射 电 、 雷 达 、X 射线 和 红外 天 文学 的 新 技术 
所 提供 的 丰富 数据 ， 当 然 ; 即 使 本 书 已 经 付 印 ,新 数据 还 会 不 
断 出 现 , 所 以 , 我 并 不 奢望 本 书 将 永远 是 新 的 。 不 过 ,我 确实 
希望 描绘 出 一 幅 广 义 相对 论 和 观测 宇宙 学 的 实验 验证 的 广泛 
图 景 :以 帮助 读者 (和 我 自己 ) 能 够 在 新 数据 出 现时 理解 它们 ， 
我 也 试图 展望 一 下 未 来 ,并 讨论 可 能 进行 的 新 实验 ,特别 是 以 
地 球 和 太阳 的 人 造 卫 星 为 基础 的 实验 . 

我 写作 本 书 的 另 一 个 目的 ， 是 出 于 个 人 方面 的 .我 在 学 
习 广 义 相对 论 以 及 后 来 在 加 州 大 学 伯克利 分 校 和 麻 省 理工 学 
院 讲授 它 的 过 程 中 ， 我 对 于 通常 讲授 这 一 学 科 的 方式 感到 颇 
不 满意 .我 发 现在 多 数 教科 书 中 ， 把 几何 概念 的 作用 过 分 突 
出 ,以 致 学 生 想 知 道 引 力 场 为 什么 由 度 规 张 量 代表 ,自由 下 落 
粒子 为 什么 沿 测 地 线 运动 ， 场 方程 为 什么 是 广义 协 变 的 ， 但 
在 学 完 这 个 课程 后 得 到 的 印象 却 是 : 这 些 问 题 都 与 “ 空 -时 是 
Riemann 流 形 * 这 一 事实 有 点 关系 . 
- 当然 ,这 曾经 是 Einstein 的 观点 :他 的 卓越 才华 必然 影响 
我 们 对 他 所 创立 的 理论 的 理解 。 不 过 我 认为 , 这 种 几何 观点 
在 广义 相对 论 和 基本 粒子 理论 之 间 造 成 了 人 为 的 隔 阁 。 只 要 
我 们 能 够 指望 (正如 Einstein 曾经 指望 过 的 ), 物质 最 终 可 以 
用 几何 语言 来 理解 , 那么 在 描述 引力 理论 时 给 Riemann 几何 
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以 首要 地 位 , 才 是 有 意义 的 .但 是 现在 ,时 闻 的 流逝 已 教导 我 
们 ,不 能 指望 强 作用 、 弱 作用 和 电磁 作用 都 可 以 用 几何 语言 
理解 了 。 因而 过 分 地 强调 几何 ,只 能 模糊 引力 理论 与 物理 学 
其 余 分 支 之 间 的 深刻 联系 . 

我 没有 采用 Riemann 几何 , 而 把 从 实验 导出 的 引力 与 惯 
性 等 效 的 原理 作为 讨论 广义 相对 论 的 基础 、 可 以 看 到 ; 诸如 
度 规 、 仿 射 联络 ,曲率 张 量 等 几何 概念 将 自然 地 纳入 以 等 效 原 
理 为 基础 的 引力 理论 。 当然 , 最 后 还 是 归结 为 Einstein 的 广 
RAT. 不 过 , 我 已 设法 把 几何 概念 推迟 到 它们 必须 引入 
的 时 候 , 以 便 Riemann 几何 只 作为 阐述 等 效 原 理 的 一 种 数学 
工具 ,而 不 是 作为 引力 理论 的 根本 基础 . l 

这 种 阅 述 方式 很 自然 地 会 启发 我 们 提出 为 什么 引力 应 当 
遵循 等 效 原理 的 问题 。 在 我 看 来 , 这 个 问题 的 答案 不 能 在 经 
典 物 理学 领域 , 当然 也 不 能 在 Riemann 几何 中 找到 ， 而 只 能 
在 引力 的 量子 论 所 加 的 约束 中 找到 ， 除 非 相应 的 经 典 场 论 服 
从 等 效 原理 ,看 来 就 不 可 能 建立 质量 为 零 、 自 旋 为 2 的 粒子 的 
任何 Lorentz 协 变 的 量子 理论 . .这 样 一 来 ,等 效 原理 似乎 就 成 
了 引力 理论 和 基本 粒子 理论 之 间 最 好 的 桥梁 ， 等 效 原理 的 量 
子 基础 将 在 引力 的 量子 理论 一 节 中 简短 地 涉及 ， 但 本 书 不 可 
能 对 量子 理论 作 深 人 的 阐述 

本 书 采用 的 非 几 何 阐述 方式 ， 在 一 定 程度 上 影响 了 论题 
的 选择 。 特别 是 , 我 没有 详细 讨论 Einstein 场 方程 复杂 的 严 
格 解 的 推导 和 分 类 ， 因 为 我 觉得 ， 这 些 材料 中 多 数 对 于 引力 
理论 的 基本 理解 并 不 必要 ， 而 且 同 可 以 预见 的 将 来 能 够 进行 
的 实验 似乎 没有 什么 关系 。 由 于 这 一 处 理 , 我 便 略 去 了 过 去 
二 年 来 广义 相对 论 的 专家 们 所 做 的 许多 工作 。 但 我 力图 通过 
推荐 书目 和 参考 文献 , 把 这 类 工作 包罗 进来 ， 没有 详细 讨论 
Penrose 和 Hawking AFIRE E m 是 十 分 遗憾 
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的 ;这 些 定理 在 11.9 节 和 15.11 节 中 作 了 简短 的 介绍 ,但 要 作 
充分 的 讨论 , 必 将 占 去 大 量 的 篇 幅 和 时 间 ， 

我 力图 全 面 地 列 出 有 关 广 义 相 对 论 和 字 宙 论 的 实验 方面 
”的 参考 文献 。 凡 本 书 中 已 引用 它们 的 结果 的 , 我 也 给 出 了 详 
细 理 论 计算 的 出 处 . 不 过 , 我 并 不 想 对 本 书 中 讨论 的 全 部 理 
论 材 料 列 出 完整 的 参考 文献 .这 些 材料 现在 大 多 数 已 成 为 经 
典 的 了 ,要 查 出 有 关 的 原始 文献 应 该 是 科学 史 的 任务 ,对 此 我 
感到 并 不 胜任 。 有 许多 文献 本 书 没有 引证 , 但 这 不 应 理解 为 
被 引证 的 工作 均 属 首创 ,虽然 其 中 有 一 些 确 属 如 此 . 

作者 对 本 节 写 作 过 程 中 得 到 的 难以 估量 的 帮助 表示 囊 心 
感谢 .过 去 七 年 中 我 教 过 的 学 生 提 出 的 问题 和 意见 ,帮助 我 改 
正 了 一 些 计算 错误 和 含混 不 清 的 地 方 .我 特别 感谢 Jill Punsky 
仔细 校 核 了 许多 推导 。 我 大 量 采 纳 了 许多 同事 的 意见 , 他 们 
是 Stanley Deser, Robert Dicke, George Field, Icko Iben, Jr., 
Arthur Miller, Philip Morrison, Martin Rees, Leonard Schiff, 
Maarten Schmidt, Joseph Weber, Rainier Weiss, FERAL Irwin 
Shapiro. 最 后 我 非常 感谢 Connie Friedman 和 Lillian Horton 
以 熟练 的 技巧 和 无 比 的 耐心 ,一 次 再 次 地 帮助 打字 . 

S. 温 伯 格 
1971 年 4 月 
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符号 说 明 

拉丁 指标 i, js kl 等 等 一 般 遍历 三 个 空间 坐标 记号 , 通 
常 是 1, 2,，3 或 x，y，z。 

希腊 指标 a, Bs ro 6 等 等 一 般 遍 历 四 个 空 - 时 惯性 坐标 
记号 1, 2, 3, 0 或 x+,，y, 25%, 

希腊 指标 uo v, co. 等 等 一 般 遍历 任意 坐标 系 中 的 四 个 
坐标 记号 . 

除 特别 申明 外 ,重复 的 指标 表示 求 和 . 

惯性 坐标 系 中 的 度 规 noe 只 有 对 角 元 素 +1, +1, 十 1， 
一 1 

任何 量 上 方 的 点 表示 该 量 对 时 间 求 导数 . 

Descartes 三 维 矢量 用 黑体 字 表 示 

除非 声明 用 c- g. s 单 位 , 光速 取 作 1, Planck 常数 不 取 
Al, 
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第 一 章 历史 介绍 


物理 学 并 不 是 一 个 已 经 完成 的 逻辑 体系 。 相反 , 它 每 时 
每 刻 都 存在 着 一 些 观念 上 的 巨大 混乱 ， 有 些 观念 像 民间 史诗 
那样 ,从 往昔 英雄 时 代 流 传 下 来 ;而 另 一 些 则 是 像 空想 小 说 那 
样 ,从 我 们 对 于 将 来 会 有 伟大 的 综合 理论 的 响 往 中 产生 出 来 . 
为 了 从 这 混乱 中 理 出 一 个 头绪 ， 一 本 物理 书籍 的 作者 可 以 采 
用 下 列 两 种 方式 之 一 来 组 织 材料 : 一 种 是 摘 引物 理学 史 ; B 
一 种 是 遵循 他 自己 对 物理 定律 的 最 终 逻辑 结构 的 最 佳 推测 . 
这 两 种 方法 都 是 有 价值 的 ;要 紧 的 是 不 要 将 物理 学 误 为 历史 ， 
也 不 要 把 历史 误 为 物理 学 . 

本 书馆 述 引 力 理论 ， 是 根据 它 作为 物理 学 一 个 分 支 的 内 
在 逻辑 ( 按 我 的 认识 ), 而 不 是 根据 它 的 历史 发 展 ， 确实 有 这 
样 一 个 历史 事实 , 当 Albert Einstein 创立 广义 相对 论 的 时 候 ， 
他 手边 有 一 种 现成 的 数学 形式 一 一 Riemann 几何 ， 他 能 够 全 
- 盘 接 受过 来 ,事实 上 他 的 确 全 盘 接受 了 然而 ,这 一 历史 事实 
并 不 意味 着 广义 相对 论 的 精 崩 就 必定 是 把 Riemann 几何 应 用 
于 物理 空 -时 。 依 我 看 来 ,把 广义 相对 论 首先 看 成 引力 的 理论 
要 有 益 得 多 。 至 于 这 一 理论 与 几何 学 的 联系 , 则 在 于 引力 的 
一 些 独 特 的 经 验 性 质 ， 即 Einstein 的 引力 与 惯性 之 间 的 等 效 
原理 所 概括 的 一 些 性 质 。 因为 这 个 理由 ; 我 在 全 书 中 总 是 扒 
迟 介绍 诸如 度 规 、 仿 射 联络 、 曲 率 等 几何 概念 ,直到 物理 考虑 
要 用 到 它们 的 时 候 才 予 以 介绍 ，. 这 样 一 来 , 本 书 各 章节 的 顺 
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序 就 与 太史 的 顺序 很 不 相同 . 
尽管 如 此 ， RIRAL Ses A atest R 
因而 在 这 第 一 章 里 ， EE EENI RAAMI 
一 一 非 欧 几何 ,Newton 引 力 理论 和 相对 性 原理 。 我 们 在 这 里 
只 概述 它们 在 1916 年 以 前 的 历史 ,因为 到 1916 年 ，Einstein 
已 将 这 三 者 结合 在 广义 相对 论 "之 中 了 ， 


1, 非 欧 几何 的 历史 


Euclid 在 《几何 原本 ?2 中 表明 , 几何 学 可 以 从 若干 定义 、 
基本 性 质 ， 并 且 它 们 对 于 二 十 世纪 的 小 学 生 正 如 对 公元 前 三 
世纪 的 希腊 数学 家 一 样 ,似乎 是 不 证 自明 的 。 然而, 人们 一 直 
认为 ， 有 一 个 Euclid 假设 不 如 其 它 假 设 那 样 明显 。 这 就 是 第 
五 公设 : 

“车 一 直线 与 二 直线 相交 ， 其 同 侧 二 内 角 之 和 小 于 二 直角 ， 则 当 此 
二 直线 无 限 延 长 时 , 必 相 交 于 二 内 角 和 小 于 二 直角 之 一 侧 .?” 

两 千年 来 , 为 了 纯化 Euclid 体系 ,几何 学 家 们 一 直 试 图 
证 明 第 五 公设 是 其 它 公 设 的 逻辑 结果 .现在 我 们 知道 这 是 不 
可 能 的 .” Euclid 是 对 的 ; 一 种 没有 第 五 公设 的 几何 学 并 不 存 
在 逻辑 上 的 矛盾 ,而 且 如 果 我 们 需要 第 五 公设 ,那么 我 们 就 必 
须 一 开头 把 它 引进 ,而 不 是 在 末尾 加 以 证 明 ， 然 而 ,为 证 明 第 
五 公设 所 作 的 努力 仍然 是 数学 史上 的 伟大 业绩 之 一 ， 因 为 它 
最 终 导 致 了 现代 非 欧 几何 的 诞生 . 

试图 将 第 五 公设 作为 一 个 定理 来 证 明 的 人 们 之 中 包括 : 
Ptolemy 《公元 168 年 )，Proclos (410—485 Æ), Nasir al din 
al Tusi (十 三 世纪 )，Levi ben Gerson (1288—1344), P. A. 
Cataldi (1548—-1626), Giovanni Alfonso Borelli (1608—1679), 


. 2. 


Giordano Vitale (1633—1711), John Walhs (1616—1703), 
Geralamo Saccheri (1667—1733), Johann Heinrich Lambert 
(1728—1777) 和 Adrien Marie Legendre (1752—1833), BE 
例外 ， 他 们 的 结果 只 是 做 到 用 另 一 个 等 效 的 公设 来 代替 这 个 
第 五 公设 ,作为 替换 的 那个 公设 或 许 看 来 较为 明显 ,或 许 看 来 
更 不 明显 。 但 在 任何 情况 下 , 它 都 不 能 由 Enclid 的 其 它 公 设 
证 明 出 来 ， 例 如 , 雅典 的 新 柏拉图 主义 者 Proclos 提出 了 作为 
替换 的 公设 是 :“ 若 一 直线 与 两 条 平行 线 之 一 相交 , 那 它 必 与 
另 一 条 也 相交 ”，《〈 也 就 是 , 若 我 们 将 平行 线 定义 为 延长 到 不 
论 多 远 也 不 相交 的 直线 、 那 么 通过 任 一 给 定点 只 能 作 一 条 直 
线 平行 于 一 给 定 直线 .) 牛津 的 Savili 讲座 教授 John Wallis 
证 明了 Euclid 第 五 公设 可 由 一 个 等 效 的 命题 来 代替 :“ 给 定 任 
一 图 形 , 总 存在 着 按 任 一 比例 与 之 相似 的 图 形 .” 而 Legendre 
证 明了 第 五 公设 与 下 列 命 且 等 效 : “存在 着 三 内 角 之 和 等 于 
两 直角 的 三 角形 .25l i 
到 十 八 世纪 ,为 取消 Euclid 第 五 公设 所 作 的 尝试 开始 转 
恋 方 向 ，1733 年 ， 耶稣 会 会 员 Geralamo , Saccheri 发 表 了 一 篇 
论文 ， 对 第 五 公设 若 不 真 则 几何 学 将 为 如 何 的 问题 作 了 详尽 
的 研究 . 他 特别 考察 了 他 称 之 为 “锐角 假说 * 的 结论 ,这 假说 就 
是 :“ 给 定 一 直线 , 可 以 作出 它 的 一 条 重 线 和 与 它 成 锐角 的 另 
一 条 直线 , 并 使 这 两 条 线 互 不 相交 .“ 四 然而 ，Saceheri HAR 
正 认为 这 是 可 能 的 ;他 仍然 相信 第 五 公设 的 到 辑 必然 性 ;而 他 
探讨 非 欧 几 何 , 只 是 期 待 最 终 会 得 出 逻辑 上 的 矛盾 . Lambert 
和 Legendre 开始 关于 非 欧 几何 的 类 似 的 尝试 性 探讨 ， 
看 来 ,直到 Carl Friedrich Gauss (1777—1855) 才 第 一 次 
敢于 认为 非 欧 几何 是 逻辑 上 可 能 的 .. 从 1799 年 直到 1844 年 ， 
他 在 给 W. Bslyai,, Olbers, Schumacher, Gerling, Taurinus 和 
` Bessel 的 一 系列 信件 中 中 记录 了 他 逐步 看 清 的 过 程 ， 在 1824 
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”年 的 一 圭 信 中 ， 他 请 求 Teurinus 对 他 所 透露 的 “ 蜡 端 见解 
保密 。: Gaus 甚至 到 Harz 山中 测量 由 Inselberg，Brocken 和 
Hoher Hagen 三 点 组 成 的 三 角形 外 ， 看 它 的 三 内 角 之 和 是 否 
A 180°: 《的 确 是 180°), 然后 在 1832 年 ，Gauss 收 到 他 的 朋 
友 Wolfgang Bólyai 的 一 封 信 ， 信 中 描述 了 他 的 儿子 (一 个 奥 
地 利 军官 ) Janos Bólyai (1802—1860) 所 发 展 的 非 欧 几何 . 
随后 他 又 获悉 喀 山 的 教授 Nikolai Ivanovich Lobachevski 
(1793—1856) 在 1826 年 得 到 了 类 似 结果 . 

Gauss, Bólyai 和 Lobachevski 各 自 独立 地 发 现 了 按 现 代 
术语 所 称 的 二 维 负 常 曲率 空间 . 这 种 空间 至 今 仍 然 很 有 意 
义 ;在 关于 宇宙 学 的 一 章 中 我 们 将 看 到 ,我 们 实际 生活 的 空间 
是 三 维 常 曲率 空间 。 但 是 对 于 它 的 发 现 者 们 来 说 , 新 几何 学 
的 重要 之 处 是 : 它 描述 的 无 限 二 维 空间 中 ， 所 有 的 Euclid 
假设 一 一 除 第 五 公设 之 外 一 一 全 都 满足 ! 在 这 一 点 上 它 是 唯 
一 的 ， 这 也 许可 以 说 明 非 欧 几何 在 德国 、 奥 地 利和 俄国 或 多 
或 少 是 独立 地 被 发 现 的 原因 .球面 也 满足 没有 第 五 公设 的 
Euclid 几何 形状 ,但 它 既 然 是 有 限 的 ,就 没有 平行 线 的 地 位 ) 。 
在 第 十 三 章 中 讨论 对 称 空间 时 我 们 会 清楚 : 负 常 曲率 二 维 空 
间 不 能 实现 为 通常 三 维 Euclid 空间 中 的 曲面 , 这 无 疑 是 历时 
两 千年 才 发 现 它 的 原因 。 当然 它 也 破坏 了 由 Preclos, Wallis 和 
‘Legendre 所 提出 的 对 于 Euclid 第 五 公设 的 各 种 “常识 性 ”说 
法 ,也 就 是 说 , 在 这 种 空间 里 , 通过 给 定点 可 以 作 无 限 多 条 直 
线 平 行 于 任 一 给 定 直线 ; 没有 大 小 不 同 的 相似 图 形 ; 以 及 任意 
三 角形 三 内 角 之 和 小 于 180°.. 

-然而 ， 还 留 下 一 个 最 而 未 决 的 可 能 性 Euclid 第 五 公设 
可 否 由 其 它 公 设 导 出 ， 因为 Gauss, Bólyai 和 Lobachevski AY JL 
何 没有 逻辑 矛盾 完全 不 是 显然 的 . “证 明 ” 一 个 数学 公设 体系 
“自治 ”的 通常 方法 ,就 是 从 一 到 性 (暂时 ) 不 成 问题 的 其 它 体 
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系 中 构造 出 一 个 满足 这 些 公设 的 模型 。 对 于 Euclid 几何 与 非 
欧 几 何 说 来 ; 这 “模型 ”都 是 由 实数 理论 提供 的 ，Descartes 的 
解析 几何 表明 ， 车 一 点 对 应 于 一 对 实数 (x1> x2), M Cay x2) 
-与 (Xs X) 两 点 之 间 的 距离 等 于 (aX) + (2X1), 
则 所 有 的 Euclid 公设 都 可 以 作为 关于 实数 的 定理 而 得 到 证 
HH, Æ 1870 年 ，Felix Klein (1849—1925) 为 Gauss, Bólyai 


和 Lobachevski JL (al #3 T — PRM EL IM R” 
表示 为 一 -对 实数 Gn, x) E 
+< (1.1.1) 
x, X PAPERS a(x, X) 由 下 式 定义 | 
s d(x, X)|] . 1 一 2X, 一 2X) 
cot rc = Gag a D 


AF a 是 建立 这 个 几何 标 度 的 基本 长 度 ， 注意 , 这 个 空间 是 
无 限 的 ,因为 当 XT +X? 趋 近 于 1 时 , d(x, X) 一 oo。 出 这 个 
关于 “点 ”和 “距离 ”的 定义 ， 就 可 以 证 明 这 个 模型 满足 除 第 五 
公设 外 的 所 有 Eucdid 公设 ;并且 事实 上 服从 于 由 Gauss, Bólyai 
和 Lobachevski 发 现 的 几何 。 于 是 Euclid 第 五 公设 的 逻辑 独 
立 性 在 两 千年 后 才 终 于 确立 了 . 

， 这 仅仅 是 非 欧 几何 发 展 的 开始 。 我 们 看 到 ， 为 了 发 现 
Gauss, Bólyai 和 Lobachevski 几何 ,就 必须 抛弃 曲面 只 能 用 它 
在 通常 三 维 空间 中 的 嵌入 来 描述 的 观念 。 那么 , RIVERS 
能 对 弯曲 空间 加 以 描述 和 分 类 呢 ? 为 此 ,我 们 必须 追溯 到 1827 
SE, ALIS Gauss 出 版 了 他 的 《关于 曲面 的 一 般 研究 》. Gauss 首 
次 区 分 了 曲面 的 内 在 性 质 《 即 生活 在 曲面 中 的 小 扁 虫 所 体验 
到 的 几何 ) 与 它 的 外 在 性 质 ( 即 它 在 较 高 维 空 SERERA 
者 的 不 同 ， 并 且 他 认识 到 ， 曲面 的 内 在 性 质 才 正 是 “最 值得 几 
何 学 家 去 努力 探讨 的 


Gauss 也 认识 到 任 一 曲面 的 基本 的 内 在 性 质 是 度 规 函 数 
d(x, XJ ERE = 和 XX 在 曲面 上 沿 着 它们 之 间 的 最 短路 径 的 
距离 ， 例 如 ,圆锥 或 圆柱 具有 与 平面 相同 的 局 部 内 在 性 质 , 因 
为 平面 可 以 卷 成 圆锥 或 圆柱 而 不 致 伸缩 或 据 裂 《也 就 是 不 至 
使 度 规 关系 产生 畸变 )。 另 一 方面 , 所 有 的 制图 者 都 知道 , 球 
面 不 可 能 展 为 平面 而 不 产生 畸变 ， 因 而 它 的 局 部 内 在 性 质 与 
平面 不 同 .。 

有 一 个 简单 的 例子 ， 是 Einstein, Wheeler 和 其 他 人 都 用 
过 的 ， 它 说 明 通过 研究 曲面 的 度 规 如 何 就 能 发 现 它 的 内 在 性 
质 ( 见 图 1.1)。 考虑 一 平面 上 的 N 个 点 , 我 们 可 用 一 点 作为 


AS city of the Corsairs 


图 1.1 问题 : 大 地 是 平坦 的 中? 


《此 图 取 自 英国 文学 家 J- R- R. Tolkien 所 着 史诗 三 部 曲 «The Lord of © 
the Ringsy, 该 书 于 1960 年 代 出 版 ,这 里 引用 的 图 是 文学 虚构 , 目的 是 借以 
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华 标 原点 而 经 过 第 二 点 画 出 * 轴 ， 于 是 各 点 之 闻 的 上 距离 可 用 
CN 一 3) 个 坐标 也 就 是 用 第 二 点 的 zx 坐标 和 其 余 (N 一 2) 
个 点 的 * 坐标 和 ? 坐标 来 描述 , 但 在 Y 点 之 间 有 NON 一 1)/ 
2 个 不 同 的 距离 ,因此 ,对 于 足够 大 的 W, 这 些 距离 必须 满足 M 
个 代数 关系 ;这 里 
M = wey — 1) D Qn —3) = Na DW — 3) 2N =3) (1.1.3) 
例如 ,最 简单 又 有 意义 的 情况 是 N = 4, KEA mR n 
之 间 的 距离 4 满足 单独 一 个 关系 式 
0 一 dizd34 十 didia + didi, + didi, + dud? + di i 
+ dhdidh + diduda + ddidh + didhadha 
— dadida — dadada 一 di 一 dat 
— didada — dudida — diddy 一 dd24 
一 adhd, — diduda — dadida — dijdidi, (1.1.4) 
在 贺 柱 或 园 锥 上 的 任 一 单 连通 小 块 上 《 它 具 有 同 平面 一 
样 的 内 在 性 质 ), 这 一 关系 是 满足 的 , 但 对 于 任何 4 个 城市 之 
间 的 航线 距离 表 就 不 满足 了 ，、 因 为 地 球 表面 具有 不 同 的 内 在 
性 质 。 有 另 一 种 关系 适合 于 球面 , 航线 里 程 表 是 满足 这 种 关 
Ai, 并 且 可 用 它 来 测量 地 球 的 半径 。 当然 ,这 不 是 一 种 最 
方便 的 方法 , 也 不 是 当初 Eratosthenes 所 用 的 方法 , 但 这 里 的 
”要 点 在 于 : 地 球 表面 的 曲率 可 以 由 它 的 局 部 内 在 性 质 来 确 
E. | 
如 果 我 们 无 拘束 地 发 挥 想象 力 ， 可 以 设想 出 多 种 奇特 的 
度 规 函 数 dlr, X). Gauss 的 巨大 贡献 是 挑选 出 一 类 特殊 的 
度 规 空间 , 它 广 泛 到 既 包 括 Gauss，B6lyai 和 Lobachevski 空间 ， 
也 包括 通常 的 曲面 ， 但 又 狭 罕 到 还 能 称 为 几何 学 : Gauss 假 
定 ; 在 空间 任 一 足够 小 的 区 域内 都 能 找到 一 局 部 Euclid 坐标 
系 CGn E) EVR (Ay ED 5 CE + db, & + de) K 
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两 点 之 间距 离 满足 Pythagoras 定律 ; 
ds’ = dëi + dé} (1.1.5) 

例如 ， 我 们 可 以 采用 通过 曲面 由 给 定点 的 切 平面 上 的 
Descartes 坐标 ， 在 通常 的 光 潜 曲面 中 任 一 点 上 建立 起 这样 一 
个 局 部 的 Euclid 坐标 系 ， 然而 , 我 们 不 应 由 此 就 推断 Gauss 
的 假定 与 外 在 性 质 有 任何 关系 ; 它 只 涉及 无 限 小 邻 域内 的 内 
在 度 规 关系 ， 

如 果 曲 面 是 非 Euclid 的 ,那么 用 满足 Pythagoras 定律 的 
Euclid PRA (Eo ED) 就 不 能 覆盖 它 的 任何 有 限 部 分 ， 假定 
我 们 采用 另 一 种 能 够 覆盖 空间 的 坐标 系 《x1, xz) ,并且 寻求 在 
这 种 坐标 系 中 Gauss 假设 取 何 种 形式 . 容易 计算 出 , Cx, x2) 
与 《xi + day, 十 dx.) 两 点 之 间 的 距离 由 下 式 给 出 ; 
ds? = 9,,(x,, x )dx? + 29,,(x,, Ya) dxidx; 

+ 95%, x2) dx? (1.1.6) 


gu = (SB) + (Se) 
a= (ESE) + GG) 


on = (SE) + (EB) 0.1.7) 


“ds 的 这 种 形式 是 度量 空间 的 标志 . [我 们 将 在 第 三 章 中 
看 到 ,这 一 推导 可 以 倒 过 来 ;给 出 任 一 空间 , 它 的 ds 由 (1.1.6) 
决定 ,我 们 总 可 以 在 它 的 任 一 点 局 部 地 选择 满足 C1.1.5) 式 的 
Euclid 坐标 bio $2.] 对 于 半径 为 4 “ 的 球 的 情况 ， 我 们 可 用 球 坐 
KO, p， 而 度 规 就 是 

900 = a°, Gog = 0, Ipp = a? sin’ - C1.1.8) 

EE gr 中 的 因子 ino 使 球面 的 内 在 任 质 不 同 于 平面 ， 在 

Gauss, Bólyai 和 Lobachevski 几何 中 ,我 们 可 用 Klein 模型 的 
ego 


AF 


坐标 Xis xs 并 从 d(x, X) 的 假定 公式 求 得 : | 


o = a*(1 — x?) 
1 一 lle 
(1 — x} — x7)? 
LEAR 
g — 
a 一 好 一 = xX2)? 
aCl — xj) 
9 一 一 和- 一 * 1.1.9 
2 Goa ahi (1.1.9) 


任意 路 径 的 长 度 可 由 沿 该 路 径 对 ds 的 积分 而 确定 . 

度 规 函数 9;; Re TRASH MAA LEIA, AEB 
数 也 取决 于 我 们 如 何 选择 坐标 网 格 。 例如 ,我 们 可 用 极 坐 标 
r, 0 来 描述 一 个 平面 ,并 求 得 度 规 函 数 为 

9r 一 1 9 一 0 Gg =r? © (1.1.10) 

这 看 起 来 不 象 是 一 个 Euclid 空间 ,但 它 当 然 是 的 , 因为 我 们 可 
以 变换 成 Descartes 坐标 x 一 rcosO, y = + sin 9 而 正式 证 明 
这 一 点 ， 更 一 般 地 说 ,把 坐标 从 (#1, 2) BA Gis 好) 就 使 度 
规 函 数 9;; 变 为 95, 其 中 ,例如 


, a) (22) 
g. = | 一 一- 十 一 一 二 < 
" (5 Ox; 
L (2 Ox | OE ox) + (28 On | 95 D) 
Ox, Ox, Ox, Ox; Ox, Ox; Ox, Ox; 


oes)" Ox, Ox, (22) 
= 9, (—+)} + 29 +9 1.1.11 
u ( Ox 2 Oy ax, 2 \ Bx ( ) 


然而 我 们 怎么 才能 由 考察 空间 的 度 规 系数 而 得 知 它 的 内 在 性 
质 呢 ?我 们 所 需要 的 是 9, 及 其 导数 的 某 个 函数 , 它 只 依赖 于 
空间 的 内 在 性 质 ,而 不 象 9y 那样 还 依赖 于 描述 空间 所 选取 的 
”特定 坐标 系 ， 

Gauss 发 现 了 这 个 函数 ,并 且 发 现 它 在 本 质 上 是 唯一 的 ; 
这 就 是 所 谓 Gauss 曲率 : 


11085335 res 


1 | ôg ag B29 | 
R(x 一 一 12 2 
Go d = 55 Ox,0x, Ög Ox? 


-名 [名 各 -各 -多 
4g? Ox, ôx Ox, Ox, 

十 S12 (2) (222) 一 2 (22 ) 2x) 
49 L\ Ox, /\ Ox, Ox,/\ Ox, 


D9 09 Og 3g 
十 (2 12 _ 1 \(2 12 _ 22 )| 
Ox, Ox, Ox, Ox, 


- HGS N] 
(1.1.12) 
式 中 9 是 行列 式 


9( x15 22) = IIn 一 Ih 
〈 对 这 个 公式 的 庞大 外 形 读者 不 必 望 而 生 贯 .在 第 六 章 中 引入 
若干 数学 形式 之 后 ， 我 们 就 能 够 用 远 为 简洁 而 优美 的 符号 来 
推导 和 讨论 曲率 . ) 将 表达 式 (1.1.12) 应 用 于 度 规 函数 (1.1.8) 
和 (1.1.9), 我 们 发 现 球面 是 一 个 正常 曲率 空间 


K= Q) (1.1.13) ` 
而 Gauss, Bélyai 和 Lobachevski 空间 具有 负 常 曲率 
=-1 (Bt) (1.1.14) 
a . 


《附带 说 一 句 , 负 曲 率 并 不 是 什么 陌生 的 东西 ; PSR 
是 负 曲 率 的 . 正 是 区 的 恒定 性 使 Gauss, Bólyai 和 Lobachevski 
几何 不 能 实现 为 普通 曲面 、 同 样 很 明显 ,只 有 当天 是 常数 时 ， 
Euclid 的 其 余 几 个 公设 才能 满足 ， 因 为 这 几 个 公设 描述 的 是 
内 在 均匀 的 空间 ;而 如 果 玉 是 逐 点 变化 的 ,那么 空间 的 内 在 性 
质 也 随 之 而 变 ,) 最 后 ， 如 抬 我 们 关于 天 的 公式 应 用 到 以 极 坐 
标 描述 平面 的 度 规 (1.1.10), 就 得 到 

K=0 ($m) (1.1.15) 


。 IO se 


当然 必定 如 此 . 因此 ， 不论 我 们 对 坐标 系 的 选择 多 么 任性 ， 
空间 的 内 在 性 质 仍然 可 以 通过 直接 计算 玉 的 简单 程序 揭示 出 
X. . ， 

数学 家 得 到 这 些 结果 后 ， 不 多 久 便 开始 转向 描述 三 维 或 
多 维 弯 曲 空间 的 办 在 性 质 的 问题 。 把 Gauss 的 工作 推广 到 二 
维 以 上 很 不 容易 ， 因 为 这 些 空间 的 内 在 性 质 不 是 单独 一 个 曲 
率 函 数 K 所 能 描述 的 。 在 D 维 情况 下 有 DOD + 1)/2 个 独立 
的 度 规 函数 9;;，。 我 们 可 以 随意 选择 DD 个 坐标 , 从 而 把 DD 个 任 
意 函数 关系 约束 在 9 上 , 剩 下 C 个 函数 真正 表达 着 空间 的 内 
在 性 质 ， 


c= Do + D_p= XD — 1) 


WF D=2, C=1, XH Gauss 所 发 现 的 。 对 于 D>2, 
C 之 1 的 情况 ,几何 的 描述 变 得 非常 复杂 .这 个 间 题 在 1854 
年 由 Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826—1866) 完全 解 . 
决 。 他 在 Gottingen 大 学 的 就 职 讲 演 “ 论 作为 几何 学 基础 的 假 
设 ” 提 出 了 我 们 现在 所 说 的 Riemann 几何 .随后 ,由 Christoffel, 
Ricci, Levi-Civita, Beltrami 和 其 他 人 所 做 的 工作 把 Riemann 
的 观念 发 展 成 完美 的 数学 结构 ， 这 在 本 书 关 于 张 量 分 析 和 曲 
率 的 各 章 中 将 予以 描述 。 不 过 , 直到 Einstein 才 看 出 物理 学 
可 以 利用 非 欧 几 何 . 


2. 引力 理论 的 历史 


在 《自然 哲学 的 数学 原理 》 一 书 结尾 ,Isaac Newton(1642 一 
1727) 把 引力 描述 为 作用 在 太阳 与 行星 上 的 一 种 力 , CRE 
所 包含 的 物质 数量 ,向 各 方 传播 到 无 限 远 ,并 总 与 距离 的 平方 
BRE HNN Newo 定律 有 两 个 部 分 ,它们 是 以 不 同 的 
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方式 发 现 的 ， 并 且 在 从 Newton 到 Einstein 的 力学 发 展 中 起 
了 不 同 的 作用 . | 
发 现 落 体 的 速率 与 其 质量 无 关 的 人 当然 是 Galileo Galilei 
(1564—1642). 他 的 工具 是 一 块 使 落体 缓慢 下 落 的 斜面 , 一 
WERE RIDE. AT RAR DEB AA. 这 些 
观测 后 来 册 Christaan Huygens (1629—1695) 加 以 改进 。 于 
是 Newton 就 可 应 用 他 的 第 二 定律 得 出 结论 ， 引 力 正比 于 它 
所 作用 的 物体 的 质量 ;然后 由 第 三 定律 得 出 , 此 力也 正比 于 引 
力 源 的 质量 . l 
Newton 十 分 明白 ,这 些 结论 可 能 只 是 近似 的 正确 ; 而 且 
， 他 的 第 二 定律 中 出 现 的 “惯性 质量 ”可 能 并 不 精确 地 等 同 于 引 
力 定律 中 出 现 的 “引力 质量 ”。 若是 这 种 情形 ， 我 们 就 得 将 
Newton 第 二 定律 写 为 . 
. Fo= ma ` (1.2.1) 
而 把 引力 定律 写 为 | 
: F= mg (1.2.2) 
At g 是 依赖 于 位 置 和 其 它 质量 的 场 。 在 一 给 定点 的 加 速度 
就 是 
a= (2) g (1.2.3) 


m; 

对 于 比值 (mo/m;) 不 同 的 物体 , 它 就 会 有 不 同 的 值 ， 特 别 是 ， 
等 长 的 摆 所 具有 的 周期 正比 于 (m/m). Newton 用 一 些 实 
验 验证 了 这 一 可 能 性 , 他 用 皖 长 相同 而 成 分 不 同 的 摆 作 实验 ， 
发 现 它们 的 周期 并 无 不 同 。 后 来 Friedrich Wilhelm Bessel 
(1784—1846) 在 1830 年 更 精确 地 证 实 了 这 一 结果 ， 然后 ,在 
1889 年 ，Roland von Eötvös 以 另 一 种 方法 成 功 地 证 明了 ,对 
于 各 种 物质 ,比值 mg/m 的 差别 不 大 于 107°C A 1.2), Eötvös 
在 40cm 长 的 模 杆 两 端 各 挂 一 重 物 4 和 8, 杆 的 中 点 悬 在 一 
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， 
Mags 


1.2 Eötvös 实验 示意 图 


细 爹 属 丝 上 ， 当 平衡 时 横 杆 略为 倾斜 以 满足 如 下 条 件 : ， 

lalmg4a9 一 i149s) 一 18012859 一 M397) (1.2.4) 
AH 9 是 地 球 引力 场 , 9; 是 由 地 球 自转 引起 的 离心 加 速度 的 
垂直 分 量 , /4 和 如 是 两 个 重 物 的 有 效 杆 辟 长 。 [当然 ，E5tvas 
选择 两 重 物 的 重量 几乎 相等 ,而 且 两 臂 长 也 几乎 相等 ,但 他 的 
方法 的 要 点 在 于 ,即使 4 略 大 于 B, 杆 的 倾斜 仍 将 保证 (1.2.4) 
式 正确 . ] 在 布达佩斯 的 纬度 上 , 由 地 球 自转 引起 的 离心 加 速 
度 也 有 一 个 可 观 的 水 平分 量 9:， 它 给 横 杆 一 个 绕 紧 直 轴 的 转 
RAI 


T = lama 一 lem, 


利用 平衡 条 件 确定 1s, 我 们 有 


~1 
T = lama9; [1 一 (Ze 9 一 g,)( Ze 9 一 9) | 


MiA mMiB 


或 者 因为 9: 远 远 小 于 9, 得 


m; mM; 
T = Laima | id ~ m8) 
gA MgB 


e136 


ay 


因此 ,对 于 两 个 重 物 说 来 ,比值 wm;/my 的 任何 不 等 必然 会 扭转 
” 晤 挂 横 杆 的 细 金 属 线 。 对 于 木 制 与 铀 制 的 两 个 重 物 ,没有 测 
出 任何 扭转 ， 于 是 Eötvös 由 此 得 出 结论 , 对 于 木 和 销 ，mi/my 
的 差别 小 于 10. 
、 Einstein 对 于 观测 到 的 引力 质量 与 惯性 质量 相等 印象 很 
深 中 ， 正 如 我 们 将 看 到 的 , 这 成 了 把 他 引 向 等 效 原理 的 路 标 ， 
等 效 原理 对 于 可 能 存在 的 任何 非 引 力 的 力也 加 了 严格 的 限 
. 制 。 例如 , 一 种 新 型 静电 力 (其 中 核子 数 起 着 电荷 作用 ) 必 然 
要 比 引力 弱 得 多 外。 近 几 年 来 ,在 Princeton, H R. H. Dicke 
领导 的 小 组 tm 改进 了 Bowes 的 方法 , 利用 太阳 的 引力 场 , 与 
地 球 朝 太阳 的 向 心 加 速度 (而 不 用 地 球 的 自转 ) 产 生 杆 劈 上 的 
HE. 优点 是 太阳 的 方向 与 杆 璧 之 间 的 夹 角 以 24 小 时 为 周期 
而 变化 ， 因此 Dicke 就 可 以 从 数据 中 滤 出 任何 非 周 日 频率 的 
噪声 。 他 用 这 种 方法 总 结 出 ，“ 铝 和 人 金 朝 太阳 降落 的 加 速度 
是 相同 的 ,其 差 值 小 于 107”, 也 证 明了 (但 准确 度 小 得 多 ) 中 
子 降落 的 加 速度 与 普通 物质 相同 aa， 以 及 饲 中 的 电子 受 的 引 
力 与 自由 电子 受 的 引力 相同 5 
我 们 现在 转向 Newton 引力 定律 的 第 二 部 分 ， 它 说 引力 
与 距离 平方 成 反比 地 减 小 这 个 观念 并 不 完全 是 由 Newton 
AIAI. Johannus Scotus Erigena (800—877 年 ) 已 经 猜测 过 
物体 的 轻重 随 着 与 地 球 的 了 距离 而 变化 。 这 个 理论 被 Bath 的 
` Adelard (12 世纪 ) 所 接受 ,他 认为 落 到 很 深 的 井 里 的 石头 不 
能 掉 得 比 地球 中 心 更 远 ，( 附 带 说 一 句 ，Adelard 也 把 Eudid 
的 著作 从 阿拉 伯 文 译 成 拉丁 文 ， 使 它 能 流传 于 中 世纪 的 欧 
WO 关于 平方 反比 律 的 第 一 个 建议 可 能 是 1640 年 前 后 由 
Ismael Bullialdus 《1605 一 1694) 作出 的 。 然 而 ,肯定 是 Newton 
在 1665 或 1666 年 首先 从 观测 数据 中 推导 出 了 平方 反比 定 
律 。 他 知道 月 球 每 秒 向 地 球 降落 0.0045 英尺 的 距离 , 而 月 球 
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离 地 球 中 心 的 距离 是 地 球 半径 的 60 HE. 因此， 如 果 引 为 服 
从 平方 反比 律 , 那么 在 林肯 有 郡 (Lincolnshire, 窜 地 球 中 心 的 距 
BEE 1 个 地 球 半径 ) 掉 下 的 苹果 第 一 秒 钟 要 降落 0.0045 英尺 
的 3600 倍 ， 即 大 约 16 英尺 这 与 测量 值 完全 一 致 。 但 是 ， 
Newton 在 二 十 年 中 没有 发 表 这 个 计算 , 因为 他 不 知道 怎样 论 
. 证 把 地 球 的 全 部 质量 看 作 集中 在 地 心 这 一 处 理 是 正确 的 ， 同 
时 ,皇家 学 会 的 某 些 会 员 , 包 括 Edmund Halley (1656—1742): 
Christopher Wren - (1632—1723) 和 Robert Hooke (1635— 
1703) 都 逐渐 知道 了 , 如 果 行 星 的 轨道 是 圆 形 , 则 Kepler 第 
三 定律 就 包含 着 力 的 平方 反比 律 。 也 就 是 , 如 果 周 期 的 平方 
Pj 正比 于 半径 的 立方 ”， 则 向 心 加 速度 v2/r 就 与 1/ 成 
比例 ， 但 是 ,行星 的 运动 实际 上 是 沿 着 椭 殴 而 不 是 圆 ,而 当时 
没有 人 懂得 如 何 计算 它们 的 向 心 加 速度 。 在 Halley 的 鼓励 
下 ，1684 年 Newton 证 明了 , 行星 在 具有 平方 反比 律 的 力作 
用 下 的 返 动 确实 服从 Johannes Kepler (1571—1630) 的 三 个 
经 验 定 律 。 也 就 是 , 它们 治 栅 圆 轨道 运动 ,太阳 位 于 椭圆 的 一 
个 焦点 ;它们 在 相等 时 间 内 扫 过 相等 的 面积 ;它们 的 局 期 的 平 
方 与 其 长 轴 的 立方 成 正比 、 最 后 , 在 1685 年 ，Newton' 完 成 
了 他 从 1665 年 开始 的 关于 月 球 运动 的 计算 .这 些 惊 人 的 成 就 
在 1686 年 7 月 5 日 发 表 , 世 名 为 《自然 哲学 的 数学 原理 》 
在 往 后 下 百 年 内 ，Newton 的 引力 定律 对 于 阐明 月 球 与 
行星 的 运动 方面 取得 了 一 系列 辉煌 的 成 功 . 天王星 轨道 的 若 
干 不 规则 性 一 直 得 不 到 解释 ,直到 1846 年 ,英国 的 John Couch 
Adams (1819—1892) 和 法 国 的 Urbain. Jean Joseph LeVerrier 
《1811 一 18777 利 用 这 种 不 规则 性 各 自 独立 地 预言 了 海王 皇 的 
存在 ,并 计算 出 了 它 的 位 置 . 以 后 几乎 立刻 就 发 现 了 海王 星 ， 
这 也 许 是 Newton 理论 最 卓越 的 验证 。 A BRM Encke 4E 
(以 及 稍 后 的 Halley HE) 的 运动 还 显 出 对 Newton 理论 有 
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FAR ” 但 当时 已 经 清楚 ,可 能 有 非 引 力 的 力 在 起 作用 . 

还 留 下 一 个 问题 在 预言 海王 星 前 一 年 ，LeVerricr 算 
出 水 星 近 日 点 的 实际 进 动 ， 比 按照 Newton 理论 从 其 它 行星 
的 已 知 摄 动 中 预期 的 值 每 百年 快 35”， 这 个 差异 在 1882 年 由 
Simon Newcomb (1835—1909) 所 证 实 P9, 他 得 出 水 星 近 日 点 
多 余 的 进 动 值 为 每 百年 43”。 LeVerrier 设想 这 个 余额 可 能 
是 由 于 在 水 星 与 太阳 之 间 存 在 一 群 小 行星 ， 但 是 经 过 仔细 的 
搜寻 ,一 个 也 没有 发现 . 于 是 Newcomb 提出 , 或 许 是 由 于 在 
太阳 系 黄道 面 上 引起 可 见 的 暗 弱 “黄道 光 ” 的 某 种 物质 ， 也 引 
起 了 水 星 近 日 点 的 剩余 进 动 。 不 过 他 的 计算 表明 , 为 解释 水 
是 进 动 所 需要 的 物质 总 量 , 如 果 它 位 于 黄道 平面 上 ,就 会 产生 
水 是 与 金星 轨道 平面 的 旋转 ，( 也 就 是 说 ,交点 的 进 动 ), 与 实 
” 际 观测 不 符 ， 因为 这 个 理由 ,使 . Newcomb 在 1895 年 放弃 

这 些 不 满意 的 探索 ， 而 宁愿 暂时 假定 太阳 的 引力 并 不 严格 

遵守 平方 反比 律 ”1, 

可 惜 这 末 成 定论 . 1896 年 ， H: H. Secliger MORAT 
”二 个 由 位 于 接近 太阳 的 黄道 面 上 的 物质 造成 黄道 光 的 模型 ， 
它 可 以 解释 水 星 近日 点 的 剩余 进 动 ， 而 且 并 不 破坏 内 行星 轨 
道 平面 的 旋转 在 理论 上 和 经 验 上 的 一 致 。 今 天 我 们 知道 这 个 
模型 是 完全 错 了 ， 并 不 存在 足够 的 行星 际 物质 可 以 解释 观测 
到 水 星 的 剩余 进 动 ， 然而 Sediger 假设 连同 Newton 理论 在 
其 它 方面 的 不 断 成 功 , 使 Newcomb 在 1911 年 相信 不 必 改 变 
引力 定律 09, -. 

我 不 知道 Einstein. 在 创立 广 义 相 对 论 时 ， 是 否 因 水 星 近 
日 点 进 动 的 问题 受到 很 大 影响 。 但 是 , 毫 无 疑问 ,他 的 理论 的 
SMEAR RARE TAREE 点 每 百年 43 的 剩余 
进 动 
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3. 相对 性 原理 的 历史 


‘Newton 力学 定义 了 一 类 参考 系 ， MEEA, 其 中 自然 

规律 采取 《自然 哲学 的 数学 原理 》 一 书 所 给 出 的 形式 ， 例 如 ， 
引力 相互 作用 的 质点 系 的 运动 方程 是 ， 

» Mymy (Xu — Xy 
-oD sD 
RP my ee 点 的 质量 HL, xy 是 它 在 时 刻 上 的 Descartes 
坐标 ， 不 难 验 证 , 若 以 一 组 新 的 空 时 坐标 
x= Rxt+twt+d 

. ester l a 3.2) 

| 来 表达 ， 这 些 方程 将 具有 间 样 的 形式 ， At v, d 和 是 任意 

CHE, REERKESEM, Glo40' 分 别 表 示 不 带 拖 

和 带 撒 的 坐标 系 , 于 是 0' 看 到 o 坐标 轴 被 旋转 , 并 以 速度 

Vv 运动 , 且 当 + 一 0 时 为 gd 所 代替 . THO 看 到 O 钟 比 自己 

的 钟 落后 一 段 时 间 r.) 变换 (1.3.2) 形 成 10 个 参数 的 群 (R 有 

-三 个 Ele 角 ; 加 上 Y 和 dd 各 有 三 个 分 量 ， 再 加 一 个 +), 现 

在 叫做 Galileo 群 ， 而 运动 定律 在 这 种 变换 下 的 不 变性 叫做 


”Galileo 不 变性 ,或 Galileo 相对 性 原理 


使 得 Newton 对 这 一 点 印象 极 深 的 原因 是 这 样 一 个 事 
实 , 即 还 有 许 许 多 多 的 变换 不 能 使 运动 方程 不 变 。 例 如 ;如 果 
变换 到 加 速 坐标 系 或 旋转 坐标 系 中 ，。 也 就 是 如 果 我 们 令 x 
R 依赖 于 ,那么 (1.3.1) 就 不 能 保持 它 的 形式 .只 有 在 一 种 特 
定 的 坐标 系 称 为 惯性 系 中 ， 运 动 方程 才 可 以 保持 它 的 通常 形 
A. 那么 , 是 什么 性 质 确定 哪些 参考 系 是 惯性 系 距 ? Newton 
嫩 答 说, 一定 存在 一 个 绝对 空间 ,而 惯性 系 就 是 在 绝对 空间 中 
Bik, 或 相对 于 绝对 空间 作 义 速 直 线 运 动 的 那些 参考 系 。 用 


eye 


ABBY THK tt, o 

“绝对 空间 , 就 其 本 性 以 及 与 任何 外 在 事物 的 关系 而 言 ， 总 是 
保持 同一 和 不 动 的 。 相对 空间 是 绝对 空间 的 可 动 部 分 或 量度 、 我 
们 的 感官 通过 相对 于 别 的 物体 的 位 置 而 决定 它 ， 并 且 通 常 把 它 当 

作 绝 对 空间 看 待 .” l 
Newton 也 描述 了 一 些 实验 ,用 来 论证 他 所 解释 的 相对 于 

绝对 空间 的 旋转 效应 .最 著名 的 是 旋转 的 水 桶 叫 : | 
“加 果 把 一 个 桶 吊 在 一 根 长 强 上 ， 将 桶 旋转 多 次 而 使 强 拧 紧 ， 
然后 劾 之 以 水 ,并 使 桶 与 水 一 道 静止 不 动 , 接着 在 另 一 力 的 突然 作 
用 下 ,水 桶 朝 反方 向 旋转 ; 因而 当 长 绳 松 开 时 ， 水 桶 将 综 续 这 种 运 
动 若干 时 间 ; 水 面 最 初 会 与 桶 开始 旋转 以 前 一 样 是 平 的 ; 但 此 后 桶 
逐渐 把 它 的 运动 传递 给 水 ,使 它 明显 地 旋转 起 来 , 并 逐渐 离开 中 心 
而 向 桶 的 边缘 升 起 , 形成 一 个 叫 面 (这 个 实验 我 亲自 做 过 )… 起 初 
当 水 在 桶 中 的 相对 运动 最 大 时 ， 这 种 相对 运动 并 没有 使 水 产生 离 
开 轴 心 的 任何 倾向 ， 水 没有 显示 出 向 外周 运动 并 沿 桶 壁 上 升 的 趋 
势 , 而 保持 着 水 平 。 所 以 它 的 真正 贺 运 动 尚未 开始 。 但 是 后 来 水 
的 相对 运动 减 小 ;水 就 因此 趋向 桶 的 边缘 而 在 那里 上 升 , 这 证 明 它 
是 在 和 努力 离开 转轴 ; 这 种 努力 说 明 水 的 真正 的 加 运动 在 不 断 增 大 ， 

一 直到 水 在 桶 内 处 在 相对 静止 的 时 达到 甚 最 大 数量 为 止 een ? 
Newton 关于 绝对 空间 的 概念 ， 曾 被 他 的 劲敌 Gottfried 
Wilhelm von Leibniz (1646—1716) 所 拒绝 。Leibniz 争辩 说 ， 
与 物质 客体 相 分 离 的 任何 空间 概念 都 没有 哲学 上 的 必要 .在 
Leibniz 和 Newton 的 支持 者 Samuel Clarke (1675 一 1729) 之 
闻 曾 有 著名 的 一 系列 通信 (1715 一 1716) 讨 论 这 个 问题 吧 .， 后 
学 家 们 继续 辩论 ，Leonhard Euler (1707—1783) 与 Immanud 
Kant (1724—1804) 维护 Newton 的 立场 ,而 Bishop George 
Berkeley (1685—1753) 在 他 的 《人 类 知识 原理 ?(17107 与 《分 
析 家 兴 17347 两 书 中 却 加 以 攻击 .当然 ,这 些 高 贵 的 形而上学 
家 没有 一 个 能 引入 关于 怎样 发 展 动力 学 理论 以 代替 Newton 
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理论 的 任何 观念 . 

对 于 Newton 绝对 空间 的 第 一 次 建设 性 批评 是 1880 年 

由 奥地利 哲学 家 Ernst Mach (1836—1916) 发 动 的 。 他 在 自 
已 的 著作 《力学 发 展 史 》z9 一 书 中 评论 道 : 

“Newton 的 旋转 水 桶 的 实验 仅仅 告诉 我 们 ， 水 对 于 桶 壁 的 相 
对 旋转 不 产生 任何 显著 的 离心 力 。 而 它 对 于 地 球 及 其 它 天 体质 量 
的 相对 转动 才 产 生 这 种 力 。 没有 一 个 人 能 够 断言 ， 如 果 桶 壁 的 厚 
度 和 质量 都 增加 ,直到 厚 达 几 英 里 时 ,这 个 实验 会 有 什么 结果 
认为 “地 球 与 其 它 天 体 的 质量 ”对 于 决定 惯性 系 有 若干 影 

嘛 的 假说 称 为 Mach 原理 ， 

每 个 人 都 可 以 在 星夜 进行 这 样 一 个 简单 的 实验 ， 来 弄 清 
楚 Mach 原理 所 提出 的 问题 。 首先 站 着 不 动 ， 让 你 的 手臂 放 
WIE, 观测 恒星 几乎 是 不 动 的 , 而 你 的 手 璧 几乎 垂直 向 下 . 
然后 你 旋转 身体 ,恒星 看 起 来 就 围绕 天 顶 旋转 ,而 同时 你 的 手 
车 由 于 离心 力 而 向 上 升 。 如 果 你 的 手臂 在 其 中 自由 下 垂 的 惯 
性 系 ,恰好 就 是 典型 恒星 在 其 中 静止 的 参考 系 ,这 样 的 巧合 就 
实在 太 惊 人 了 ， 除 非 在 恒星 和 你 之 间 有 某 种 相互 作用 决定 着 
你 的 惯性 系 . | 
. 这 个 讨论 可 以 作 得 更 准确 些 ， 地 球 表面 并 不 是 严格 的 避 
性 系 ,而 且 地 球 的 自转 和 公转 当然 使 恒星 产生 视 运动 ,但 是 内 
要 用 整个 太阳 系 来 定义 慢性 系 , 就 可 以 消去 这 些 效 应 。 在 这 ， 
个 惯性 参考 系 中 ， 观测 到 星系 相对 于 通过 太阳 的 任 一 轴 的 族 
转 平 均 小 于 每 百年 ]“!cm 
看 来 我 们 面临 着 不 可 过 吕 的 选择 ; 或 是 承认 存在 着 
Newton 绝对 空 时 , 它 定义 了 惯性 系 , 并 且 典 型 星系 对 于 它 恰 
好 是 静止 的 ;或 是 我 们 必须 相信 Mach 的 主张 , 即 惯性 归 因 于 
同 宇宙 平均 质量 的 相互 作用 . 如 果 Mach 是 对 的 ,那么 由 一 定 
的 力 给 予 一 粒子 的 加 速度 应 当 不 仅 依赖 于 恒星 的 存在 ， 而 且 
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也 略微 地 依赖 于 粒子 邻近 的 物质 分 布 ， 在 第 三 章 中 我 们 将 看 
到 ，Einstein 的 等 效 原理 对 于 惯性 问题 给 了 一 个 解答 , 既 不 同 
于 Newton 的 绝对 空间 , 也 不 完全 与 Mach 的 结论 一 致 . 这 
个 争论 并 没有 结束 . 

我 到 现在 还 没有 提 到 狭义 相对 论 ,是 因为 ( 且 不 管 它 的 名 
称 〉 它 实际 上 并 不 影响 绝对 空 s 间 与 相对 空间 的 二 REE. A 
而 ,我 们 将 必须 用 狭义 相对 论 的 语言 来 陈述 等 效 原 理 , 因 此 在 
下 一 章 中 要 详细 复习 狭义 相对 论 ， 目 前 我 们 只 简单 谈 谈 它 的 
BR. . 

1864 年 由 James Clark Maxwell (1831—1879) 所 提出 的 
电动 力学 理论 显然 不 满足 Galileo 相对 性 原理 。 例 如 Maxwell 
方程 预言 ,真空 中 的 光速 是 一 个 普 适 常数 c, 但 如 果 它 在 一 个 
ABER Cri, D 中 是 正确 的 ， 那 么 它 在 由 Galileo 变换 所 定义 
的 “运动 ”坐标 系 《x”, 2°) 中 将 是 不 正确 的 。Maxwell 本 人 设 
想 电磁 波 由 媒质 (光学 以 太 ) 运 载 着 ?9， 所 以 他 的 方程 只 成 谋 
于 一 种 限定 的 Galileo 惯性 系 ,也 就 是 相对 于 以 太 静 止 的 坐标 
A, 

尽管 地 球 相对 于 太阳 有 .30kmysec 的 速度 , 相对 于 银河 系 
中 心 有 大 约 200 km/sec 的 速度 ， 然 而 测量 地 球 相对 于 以 太 的 
速度 的 所 有 尝试 都 失败 了 中 ,最 重要 的 实验 是 由 Albert Abra- 
”ham Michelson (1852—1931) 49 E. W. Morley 所 做 的 局 1， 
他 们 在 1887 年 证 明 , 沿 着 地 球 轨道 运动 的 方向 和 与 之 垂直 的 
方向 传播 的 光速 是 相同 的 , 误差 小 于 5 km/sec, 这 个 结果 的 
精确 度 近来 改善 到 约 为 1 km/se, 

实验 家 们 探测 地 球 穿 过 以 大 运动 效应 的 不 断 失败 ， 引导 
理论 家 们 ， 包 括 George Francis Fitzgerald’? (1851—1901), 
Hendrik Antoon Lorentz’! (1853 一 1928) 与 Jules Henri Poin- 
carep (1854—1912) 提出 为 什么 这 种 “以 太 漂移 ”效应 在 原 
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则 .上 不 可 能 观察 到 的 理由 .看 来 特别 是 Poincaré BM Hl, 
这 将 给 力学 带 来 一 场 革 命 ， 而 Whittaker 其 至 把 狭义 相对 - 
论 归功 于 Poincaré 和 Lorentz。 我 们 不 必 着 人 这 种 争论 c9 ,但 
”可 以 有 把 握 地 说 ， 对 于 力学 和 电动 力学 中 相对 性 问题 的 广泛 
解答 ,是 1905 年 由 Albert Einstein®! (1879—1955) 第 一 次 详 
细 提 出 的 . 

Einstein 建议 ， 用 另 一 种 10 个 参数 的 空 时 变换 ， 叫 做 
Lorentz 变换 ,来 代替 Galileo 变换 (1.3.2), 可 以 保持 Maxwell 
方程 和 光速 不 变 。《 并 不 清楚 Michelson-Morley 实验 本 身 对 
F Einstein 有 什么 直接 影响 50, 但 是 在 Einstein 1905 年 的 论 
_ 文 ea 中 特别 提 到 了 "为 发 现 地 球 相对 于 “ 光 媒 质 ` 运动 的 不 成 
功 的 尝试 ”.) Newton 力学 的 方程 如 (1.3.1) 之 类 ， 在 Lorentz 
变换 下 不 是 不 变 的 ;所 以 ,这 就 引导 Einstein 修改 运动 定律 使 
之 成 为 Lorentz 不 变 的 。 由 Maxwell 的 电动 力学 与 Einstein 
的 力学 所 组 成 的 新 物理 学 ,就 满足 了 新 的 相对 性 原理 , 即 狭义 
相对 性 原理 . 这 个 原理 说 , 一 切 物理 方程 在 Lorentz 变换 下 
RE. 这 些 进展 在 下 一 章 中 再 详细 讨论 ， 

Lorentz 变换 群 并 不 大 于 Galileo 群 。 所以, 相对 性 原理 
并 不 是 起 尘 于 狭义 相对 论 , 而 宁可 说 是 由 于 它 而 得 以 恢复 .在 
Maxwell 以 前 , 可 以 假设 全 部 物理 学 在 Galileo 群 下 具有 不 变 . 
PE. 但 Maxwell 方程 在 Galileo 群 之 下 没有 不 变性 。 因此 在 
半 个 世纪 之 中 ,似乎 只 有 力学 才 遵 守 相对 性 原理 ,而 电动 力学 
则 不 遵守 。 在 Einstein 之 后 , 弄 清 楚 了 力学 与 电动 力学 的 方 
程 都 具有 不 变性 ,然而 是 对 于 Lorentz 变换 不 变 , 而 不 是 对 于 
Galileo 变换 不 变 ， 由 Maxwell 和 Einstein 定形 的 物理 学 规律 
仍然 只 能 在 限定 的 一 类 惯性 参考 系 中 成 立 ， 至 于 是 什么 决定 
这 些 惯性 系 的 问题 ， 在 1905 年 以 后 还 是 如 在 1686 年 一 样 是 
个 未 解 之 谜 . 
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余下 的 任务 是 建立 引力 的 相对 性 理论 ， 朝 着 这 个 目标 
的 决定 性 的 一 步 是 在 1907 年 迈 出 的 , 那 一 年 Einstein 提出 了 
引力 与 惯性 等 效 原理 中， 而 且 用 它 计 算 了 光 在 引力 场 中 的 红 
B. 正如 我 们 将 在 第 三 章 中 看 到 的 ,这 个 原理 确定 了 引力 对 ” 
在 意 物 理 系 统 的 影响 ， 但 是 它 不 能 确定 引力 本 身 的 场 方程 ， 
1911 Æ, Einstein 试图 应 用 等 效 原理 计算 光 在 太阳 引力 场 中 
的 偏 拆 ,5 然而 当时 场 的 结构 尚未 确 知 , 而 Einstein 的 解答 只 
是 本 书 第 八 章 所 导出 的 “正确 的 ”广义 相对 论 结果 的 -- 半 。 为 
了 建立 对 于 单个 标量 引力 场 的 相对 论 性 场 方 程 ， 在 1911 一 
1912 年 间 由 FinsteinS5，Abraham59, 和 Nordstrom! fE T 2S 
努力 ， 但 是 Einstein 主要 基于 美学 的 观点 很 快 就 对 所 有 这 些 
理论 不 满意 了 .( 太 队 引 起 的 光线 引力 偏 折 那 时 还 没有 测量 .) 
与 数学 家 Marcel Grossman 的 合作 使 Einstein 在 1913 年 得 到 
AMA, 引力 场 必须 等 同 于 Riemann 空 时 几何 的 度 规 
张 量 的 10 个 分 量 ， 正 如 第 四 章 、 第 五 章 所 讨论 的 那样 , 等 效 
原理 是 通过 物理 方程 在 一 般 坐 标 变换 (而 不 仅 是 在 Lorentz 变 
换 ) 下 保持 不 变性 的 要 求 而 纳入 这 种 表述 的 .虽然 我 不 知道 ， 
除开 等 效 原理 外 ,“ 广 义 相对 性 原理 ”本 身 在 Einstein 心目 中 
有 多 少 独立 的 意义 。 以 后 两 年 间 ，Einstein 向 普鲁士 科学 院 
提出 了 一 系列 论文 吗 ， 在 其 中 他 创立 了 度 规 张 量 表示 的 场 方 
程 , 并 且 计 算 了 光线 的 引力 偏 折 和 水 星 近 日 点 的 进 动 。 这 些 
辉煌 的 成 就 最 后 被 Einstein 总 结 在 他 1916 年 发 表 的 论文 广 
义 相 对 论 基础 ”中 ， 


专题 参考 文献 ， 
我 不 是 一 个 让 史学 家 ， 除 文中 所 引 的 Newton, Mach, Maxwell, Newcomb 


和 Einstein 的 著作 外 ,本 章 基本 上 取材 于 第 二 手 资 料 ,我 参考 得 最 多 的 权威 们 
的 著作 如 下 。 | 
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第 二 章 狭义 相对 论 


我 们 现在 复习 一 下 Einstein 的 狭义 相对 论 ， 本 章 虽 然 是 
齐全 的 , 但 只 是 一 个 简明 的 总 结 。 主要 目的 在 于 建立 我 们 用 
到 的 符号 体系 和 汇集 一 些 以 后 有 用 的 公式 .需要 对 狭义 相对 
论 有 更 广泛 了 解 的 读者 ,最 好 先 看 本 章 末 所 列 参考 书 之 一 , 然 
后 再 回 过 头 来 学 习 本 章 。 至 于 那些 对 狭义 相对 论 已 炎热 悉 的 
读者 ， 则 可 立即 阅读 第 三 i. 


1, Lorentz 变换 


狭义 相对 性 原理 说 ,自然 定律 对 Lorentz 变换 群 (一 个 特 
定 的 空 ~ 时 坐标 变换 群 》 是 不 变 的 . .我 们 在 第 一 章 末 曾 看 到 
Newton 运动 定律 对 Galileo 坐标 变换 (1.3.27 不 变 , 而 Maxwell 
方程 则 不 然 。 Einstein 通过 把 Galileo 不 变性 换 成 Lorentz 不 
变性 解决 了 这 一 矛盾 .我 们 不 准备 按照 历史 发 展 的 顺序 进行 
讨论 ,而 只 是 先 定 义 Lorentz 变换 , 再 示 明 Lorentz 不 变性 如 
何 指导 我 们 研究 自然 定律 。 

Lorentz 变换 是 由 一 个 空 -时 坐标 系 z 到 另 一 个 坐标 系 x 
“的 变换 ,这 种 变换 具有 如 下 形式 


Xe 一 Arex? 十 gt (2.1.1) + 


式 中 of 和 Ans ERSO IERI 
At, A® snag = Nya (2.1.2) 
而 
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+1 -@=6=1,2 3 
maf a=B=0 . (2.1.3) 
0 ase | . 
我 们 所 采用 的 符号 o, 6, y SHR 1, 2,3, 03X 4 MAM a, 
x, 妇 是 位 置 向 量 x 的 Descartes 分 量 ,zo 是 时 间 t。 我们 采用 
光速 等 于 1 的 自然 单位 制 ,因而 所 有 的 x 都 具有 长 度 的 量 纲 . 
任何 指标 ,《 例 如 人 象 方程 (2.1.1) 中 的 8), 出 现 二 次 时 ,如 果 一 
次 在 上 另 一 次 在 下 , 则 都 理解 为 求 和 (除非 男 有 说 明 ); 即 方程 
(2.1.1) 是 下 面 方程 的 缩写 
x = Ax Ate! + Ax? + AG? + aF 
标志 Lorentz 变换 的 基本 性 质 是 它 保持 “ 原 时 ”4dr RE, 
而 dr 的 定义 是 l 
de? = d? dx = — ygd x*dx? (2.1.4) - 
在 新 坐标 系 x** 中， 由 (2.1.1) 得 出 坐标 的 微分 为 
dx” = At, dx? 


故 新 的 原 时 将 是 


dr = —Nopd xd x’? 
一 — nap A*r Af sdx*dx? 
= —Nrsdx'dx’ 
因而 有 
dz = dr (2.1.5) 


正 是 这 个 性 质 解释 了 Michelson 和 Morley 观测 到 的 光速 在 全 
部 惯性 系 中 都 相同 的 现象 ， 光 的 波 阵 面 的 |ax/az| 就 等 于 光 
速 , 它 在 我 们 的 单位 制 中 等 于 1; 因此 光 的 传播 为 下 列 陈述 所 
描写 l | 

dr =0 (2.1.6) 
实行 一 个 Lorenz 变换 后 并 不 改变 dz， 因而 de” = 0， 所 以 
|ax'/dr] = 1; 即 光速 在 新 坐标 系 中 仍 等 于 1 
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我 们 还 可 指出 Lorentz 变换 (2.1.1) 是 保持 dr? 不 变 的 仅 
有 的 非 异 坐 标 变 换 x > x’) (“ 非 异 ”的 意思 是 x (x) 和 x《x’) 
都 是 正规 的 可 微分 函数 ， 并 使 矩阵 6x“/6x? ARIE ERE 
Bx5/90x”*.) 一 个 一 般 的 坐标 变换 x 一 x 将 把 dr EK de’, 

dr = ~—Tapdx dx? 

Ox! Ox"? 
Ox? Ox? 
如 果 此 式 对 所 有 dx’ 都 等 于 de’, URE. . 


Ox’? Ox 
= Hu 2.1.7 
ys Nos Ox? Ox! ( ) 


dx dx! 


= hap 


把 上 式 对 AREMA ， 
Owe Ox" 二 
OxtOx® Ox? Ox? Ox®Ox® 
为 要 解 出 二 阶 导数 ， 我 们 将 上 式 加 上 7 与 6 互 换 后 所 得 的 同 
一 方程 ,再 减 去 。 与 5 互 换 后 的 方程 ; 即 
o= | Ax Ox’? ‘BO2x’ Ox"? 十 xe Ax’? 
Ox'Or® Ox? OxiOx®: Ox- Oxx Ox? 
Ox Ox Gx” Ox Ox"? ox" 


0 = Nas 


一 一 -一 -一 -一 一 -一 -一 一 一- 一 一 一 一 一 一 


Ox Ox? xE Ox'Oxs Ox® Ox:Oxs Ox 
最 后 瑟 一 项 与 第 二 项 相 宵 ,倒数 第 二 项 第 四 项 相 消 (因为 mw 
tu) 第 一 项 等 于 第 三 项 ,因而 我 们 有 


Ox Ax’? 
0 = ee roa Or 
可 是 因为 Yop 和 96x”/6x 都 是 非 异 矩阵 ,因而 立即 得 到 
_ ix 7a , 
0 = Ox Ox® -Q L. 8) 


当然 ,方程 (2.1.8) 的 通 解 正 是 线性 函数 《2.1.1), 把 (2.1.1) 代 

A 《2.1.7) 中 可 看 出 As 必 满 足 条 件 (2.1.2). 在 第 十 三 章 中 我 

们 将 要 讨论 对 称 空间 ,这 里 的 证 明 是 一 个 初等 例子 . 《附带 提 
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一 下 , 如 果 我 们 仅 假 定 变换 x 一 x 4 dr = 0 时, 即 当 粒子 按 
光速 运动 时 , 保持 dr 不 变 , 则 我 们 会 发 现 这 些 变换 一 般 说 来 
是 非 线性 的 ;并 构成 15 参数 群 , 即 共 形 群 , EEE Lorentz 群 
作为 一 个 子 群 . 不 过 自由 粒子 以 恒 速 运动 这 一 陈述 不 会 是 一 
个 不 变 的 陈述 ， 除 非 这 个 速度 就 是 光速， 而 由 于 世界 上 存在 
着 质量 非 零 的 粒子 ， 所 以 我 们 必须 排除 把 共 形 群 作为 自然 界 
的 一 种 可 能 的 不 变性 .。) 
形 如 (2.1.17 的 所 有 Lorentz 变换 的 集合 被 正确 地 称 为 非 
齐 次 Lorentz 群 , 或 Poincaré 群 而 一 0 的 子 集 合 称 为 齐 
次 Lorentz 群 。 齐 次 Lorentz 群 与 非 齐 次 Lorentz 群 二 者 都 
有 子 群 分 别称 为 正 齐 次 Lorentz 群 和 正 非 齐 次 Lorentz 群 ， 


其 定义 是 对 A’, 作 如 下 的 附加 要 求 
Ay >1; DeA= +1 (2.1.9) 
注意 ,由 (2.1.2) 知 
(A= > (ALY DSI (2.1.10) 
i=1,23  — 
以 及 a | 
(Det AY = 1 . (2.1.11) 


[方程 (2.1.10) 可 由 (2.1.2) 取 7 一 6 一 0 而 得 . 方程 (2.1.11) 
可 由 把 C2.1.2) 写成 矩阵 方程 一 AA 再 取 其 行列 式 而 得 .] 
由 此 推出 ,任何 4% 只 要 可 以 通过 其 参数 的 连续 变化 而 变 到 单 
位 元 素 da 则 必 是 正 Lorentz 变换 ,因为 通过 参数 的 连续 变化 
不 可 能 由 A < —1 BEB AY, > +1, 或 者 由 Det A= —1 BKB 
Det4 = +1, 而 单位 元 素 有 Ay 一 +1 Al Det A= +1, 非 正 
Lorentz 变换 包含 着 空间 反射 (Dee 人 一 —1, AY > 1), 现 在 知 ， 
道 它 并 非 自 然 界 的 严格 对 称 狂 ;还 包含 着 时 间 反 演 CDet 4 一 
一 1, 心 肥 一 1D), 估 们 强烈 猜测 它 也 非 自然 界 的 严格 对 称 性 中， 

此 外 还 包含 着 空间 反射 与 时 间 反 演 的 乘积 。 我 们 要 研究 的 全 
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REE Lorentz 变换 ,除非 另 有 声明 ,我们 总 假定 任何 Lorentz 
变换 满足 方程 《2.1.9)， 

ERR Lorentz 变换 有 一 个 子 群 是 由 转动 构成 的 ， 它 们 
是 ， 

人 一 Ri A= AL =0, AL=1 

AP Ri; EWP ABIES CB Det R= 1 H RTR 二 1) 而 
指标 i, 7 遍历 值 1, 2,3, 只 涉及 转动 和 空 -时 平移 rta 
时 ，Lorentz 群 与 第 一 章 中 讨论 过 的 Galileo 群 没 有 区 别 . 
别 仅 发 生 在 那些 称 为 推动 (boost) 的 变换 ， RAAI 
度 . 假定 一 个 观测 者 0 看 到 一 个 粒子 处 于 静止 , 而 第 二 个 观 
测 者 0' 看 到 此 粒子 以 速度 v 运动 , 由 (2.1.1) 我 们 有 


dz 一 Lepdxp (2.1.12) 
或 者 ， 因为 dx STZ, 
dx = Adi G=1,2,3) ~ (2.1.13) 
dt’ = A’ dt (2.1.14) © 


H de Wax’ 则 得 速度 ,因而 


-Ah = vA (2.1.15) 

我 们 可 以 得 到 A, 与 A 的 第 二 个 关系 ， 只 须 在 方程 〈2.1， 2) 
中 令 y 一 5 一 0 即 可 : 

一 ! = AA ites = >) (ALY (AY? (2.1.16) 


方程 组 (2.1.15) 45 (2.1.16) 的 解 是 


AY = 7 (2.1.17) 
An yu; (2.1.18) 

. rh . 
© y= (—-vy (2.1.19) 


其 它 的 A 不 是 唯一 确定 的 ,因为 如 果 4% 把 一 个 粒子 由 静止 
变 到 有 速度 w, 则 A?yR'p 《其 中 RR 是 任意 转动 ) 也 可 把 此 粒子 


e 3b œ 


由 静止 变 到 有 速度 v。 满足 方程 (2.1.2) 的 一 个 很 方便 的 选 
择 是 


Ai, = 8; + vv STD (2.1.20) 
v ; 

Ao, = yv; (2.1.21) 
不 难看 出 ， 任 何 正 齐 次 Lorentz 变换 此 可 表 为 推动 AC) 与 
转动 R 的 乘积 . 


2. 时间 膨 了 胀 


虽然 Lorentz 变换 是 为 解释 光速 的 不 变性 而 创立 的 ,但 由 
Galileo 相对 性 原理 到 狭义 相对 性 原理 的 改变 却 对 以 小 于 光 
速 运动 着 的 物体 有 直接 的 运动 学 后 果 ， 最 简单 而 且 最 重要 的 
是 运动 时 钟 的 时 间 脱 胀 。 当 一 个 观测 者 注视 着 一 个 静止 的 时 
钟 时 ,他 将 看 到 分 开 两 次 漳 答 声 的 空 - 时 间隔 是 dx 一 0, di 二 
At， 其 中 Ae 是 由 时 钟 制造 者 确定 的 两 次 滴答 声 间 的 标 称 周 
期 ， 此 观测 者 将 计算 出 原 时 间隔 (2.1.4) 为 - 

dv = (dt? — dxi)” = At 
看 见 此 时 钟 以 速度 v 运动 的 第 二 个 观测 者 ， 将 观测 到 两 次 滴 
答 声 之 间 的 时 间 间 隔 为 4, 空间 间隔 为 dx! 一 wdz', 他 将 断定 
原 时 间隔 是 

dr = (dt? — dx")? = O — wd" 

但 已 假定 两 个 观测 者 都 用 惯性 坐标 系 ， 因 而 他 们 的 坐标 之 间 
有 一 个 Lorenz 变换 关系 ， 他 们 比较 记录 后 必定 会 发 现 根 据 
方程 (2.1.5) 有 ar 一 dr'。 由 此 推出 ,看 到 时 钟 在 运动 的 观测 
者 ,将 发 觉 它 的 滴答 声 的 周期 是 

dt = A — wy (2.2.1) 
[ 另 一 种 推导 是 用 方程 (2.1.4), (2.1.17) 和 (2.1.19), ] 测 量 来 
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自 字 宙 线 或 加 速 器 的 高 速 不 稳定 粒子 的 平均 寿命 的 实验 ， 每 
天 都 在 严格 的 证 实 着 上 述 关系 .这些 粒子 当然 不 会 发 出 滴答 
Fa; 但 在 这 里 (2.2.1) 式 告诉 我 们 , 运动 粒子 的 平均 寿命 将 比 
其 静止 时 的 平均 寿命 长 (1 一 Ww)~ 以 倍 ,这 完全 符合 用 电子 仪 
器 测量 的 寿命 ， 也 与 测量 自由 程 长 度 而 得 到 的 寿命 完全 符 ， 


合 . 

时 间 巾 胀 公式 《2.2.17 切 不 可 与 Doppler HMA TBE 
胀 或 收缩 相 混 。 如 果 我 们 的 “时 钟 " 是 运动 的 光源 , 光 的 频率 
是 > 一 1/As, 则 由 (2.2.17 式 得 知 相继 发 射 的 两 次 波 前 (比如 
说 ,电场 某 分 量 的 最 大 值 ) 之 间 的 时 段 为 d'= — vv), 
然而 ,在 这 段 时 间 里 观测 者 与 光源 间 的 距离 将 增加 wax, 其 中 
v, 是 在 由 观测 者 到 光源 的 方向 上 的 分 量 ， 因 此 相继 两 次 接 
牙 到 的 波 前 的 周期 将 是 

dt = (1 + vd = (1 + 0) — vA 

即 ， 观 测 者 实际 测量 到 的 光 的 频率 与 静止 光源 的 光 的 频率 之 
比 是 


2 (1 十 vy, C1 — vw)? (2.2.2) 
> E 


如 果 光 源 向 远 处 运动 , 即 w > 0, 这 必 是 红 移 ， 如 果 光 源 作 横 
向 运动 , 即 v, = 0, 则 我 们 得 到 刚 讨论 过 的 纯粹 的 时 间 脱 了 胀 红 
移 ， 如 果 光 源 正 对 着 观测 者 运动 , 即 v, 一 一 z, 则 (2.2.2) 式 
给 出 紫 移 , 其 因子 是 
(1 HO =v)? 
REFIERE REEE AEREE SA 
线 成 直角 之 间 . 


3. 粒子 动力 学 
我 们 假定 粒子 在 力 场 中 运动 的 速度 如 此 之 高 以 至 不 能 用 
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Newton 力学 来 计算 其 运动 。 而 其 假定 , 象 在 电动 力学 中 的 情 
形 一样 ， 我 们 知道 如 何 计算 ， 在 给 定时 刻 粒 于 于 其 中 静止 的 
任 一 Lorentz 系 中 ,作用 在 粒子 上 的 力 下 .在 某 时 刻 思 作 一 个 
Lorentz 变换 变 到 粒子 在 其 中 静止 的 参考 系 ,在 时 刻 十 dz 计 


”算出 速度 dv =F Z, 作 另 一 个 Loreatz 变换 再 次 把 速度 变 


成 零 , 如 此 继续 作 下 去 我 们 就 能 算出 粒子 的 运动 。 幸而 有 一 
个 更 容易 的 方法 . i 

”让 我 们 定义 一 个 作用 于 坐标 为 e) 的 粒子 上 的 : 相对 论 
性 的 力 f 


p = m LE (23.1) 


dr? > 


很 清楚 ,如 果 产 已 知 , 则 我 们 能 计算 粒子 的 运动 . 注意 到 户 有 
如 下 两 点 性 质 ,就 可 以 把 它 与 Newton 力 联系 起 来 
(A) 如 果 粒 子 是 瞬时 静止 的 , 则 原 时 间隔 or 等 于 di, 因 
if f* = Fe, 其 中 F 是 非 相 对 论 力 F 的 Descartes 分 量 ,而 
- F°=0 (2.3.2) 
(B) 在 一 般 Lorentz 变换 (2.1.1) 下 ,坐标 微分 的 变换 规 
则 是 dx" Ade’, 由 于 dr 是 不 变量 , 故 (2.3.1) 式 告诉 我 们 ， 
PAPE Lorentz 变换 的 规则 : 
f° 一 he (2.3.3) 
任何 量 如 象 dx* R fe IRERE (2.3.3) 变换 ,就 称 作 四 维 
KE, 
现 假定 我 们 的 粒子 在 革 时 刘 n 有 速度 v, 引进 一 个 新 的 
BARR x’, 它 由 下 式 所 定义 
E = ArgC vrs 
Arh AC) 是 由 方程 (2.1.17) 一 (2.1.21) 所 定义 的 推动 . 由 于 
ACv) 的 构造 是 使 静止 粒子 变 为 有 速度 v, 而 由 于 我 们 的 粒子 
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在 坐标 系 * HF 时 刻 有 速度 v, 于 是 它 在 坐标 系 ** 中 于 
此 时 刻 必 是 静止 的 . 因此 , 按 CA), 四 维 矢量 在 坐标 系 *“ 中 
于 加 时 刻 等 于 非 相对 论 性 力 F*。 因 此 , 按 (8), 在 我 们 原来 的 


”坐标 系 中 是 
F= ACV) FF (2.3.4) 
”因为 F? = 9, 可 以 更 明显 地 写成 : 
f=F + (7 — Dv (2.3.5) 
v 
P=yv-F=v-f (2.3.6) 


式 中 是 瞬时 速度 . 

既然 知道 了 如 何 计算 f 我 们 就 可 以 用 微分 方程 《2.3.1) 
计算 四 个 互相 有 关 的 变量 lr) RAW DEG). K 
而 , BARRE ax"/ir aaa dr 确 是 原 时 , 即 有 


# dx? 
一 1 = nge — 2.3.7 
has < F ie C ) 


注意 (2.3.7) 如 果 对 = 的 某 初 值 成 立 ， 则 对 的 全 部 值 成 立 ， 
条 件 是 其 导数 为 零 , 即 


£ 
0 = 2nef* 2 、 (2.3.8) 
dr... - 


上 式 的 确 是 成 立 的 , 这 可 由 (2.3.4) 式 直接 看 出 ,或 者 更 精致 
地 是 注意 右边 是 even 不 变 的 : 


he = Nash", api — = mf $ 一 一 


Nast = 


而 由 于 (2.3.2) LALA TM LOSER ETE. 
4. 能量 和 动 量 


Newton 第 二 定律 的 相对 论 形式 (2.3.1) 直接 启发 我 们 定 
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XAR- Gk Pah Fe 


=m dx* 
= av 
而 把 第 二 定律 写成 
ap ts 
g dr 
我 们 记得 
dr = (dt? — dx’)? = (1 一 mV2d 
式 中 | 
_ ax 
y = —— 
at 
FE yr 的 空间 分 量 构 成 动量 矢量 
l P= myY 
mye 的 时 间 分 量 是 能 量 
| pHE=my 
式 中 


r= 
H v 很 小 时 ,由 这 些 定义 得 到 
Pp = mv + 0Cv’) 


E=m+ 于 mm 十 0Cv*) 


(2.4.1) 


(2.4.2) 


(2.4.3) 


(2.4.4) 


(2.4.5) 


(2.4.6) 
(2.4.7) 


除了 五 中 多 一 项 m yp, 与 非 相 对 论 公式 符合 《 记 住 , 在 我 们 
的 单位 制 中 1 sec 等 于 3 x 10cm, Afi 1 9 SF 9 x 10*ergs) , 
有 时 把 因子 my 称 作 相对 论 性 质量 m AMA p= mv, 我 在 


这 里 不 遵循 这 个 惯例 ; 提 到 “质量 ”总 是 意味 着 常数 wm。 


为 什么 我 们 把 p 及 互 叫 做 相对 论 动量 和 能 量 昵 ? 我 们 本 
可 以 把 这 些 名 称 用 到 任何 事物 上 去 ， 不 过 如 果 要 动量 与 能 量 
概念 有 用 的 话 , 应 该 把 它们 留 给 字 恒 量 用 ， 我 们 的 p 及 五 的 
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唯一 特点 是 : 如 果 一 个 观测 者 说 在 某 反 应 中 它们 守恒 , 则 通 
过 Lorentz 变换 与 第 一 个 观测 者 相 联 系 的 所 有 观测 者 都 会 这 
Aih. Æ der 是 四维 矢量 而 mw 和 ar 是 不 变量 ,因此 对 于 任 
TAAT p 是 四 维 矢量 ; 即 它 在 变换 (2.1.1) 下 的 性 质 是 
. p“ = A%p? 

由 于 4 除 与 所 作 Lorentz 变换 有 关外 , 与 其 它 任 何事 情 无 关 ， 
由 此 推出 在 任何 反应 中 , 全 部 粒子 的 pr 的 总 和 之 改变 量 也 是 
一 个 四 维 矢 量 : 


A Di Po" = Ard D Pa? 
( 求 和 遍及 全 部 粒子 ，A 代 表 初 态 与 余 态 的 差 )。p 及 五 在 原 
来 的 惯性 系 中 守恒 告诉 我 们 A J pu 等于零， 因此 ,在 通过 
Lorenz 变换 与 该 惯性 系 相 联系 的 任何 坐标 系 中 它们 仍 将 守 
恒 ; 即 A >, 如" 等于零 
“(在 这 里 我 不 去 证 明 ， 只 有 p 和 这 样 的 速度 函数 才 有 
Lorentz. 不 变 的 守 生 性 oa, 然而 ,值得 着 重 指出 的 是 如 果 了 守 全 


则 互 必 守恒 ， 因 为 假定 在 以 Lorenz 变换 相 联系 的 两 个 不 同 
坐标 系 中 动量 守恒 , 即 ; 


A> m=0 AX pi, =0 
AX AD) 2 是 四 维 矢量 , 我 们 有 
AD) ti = ALA pil 
在 两 个 坐标 系 中 用 动量 守恒 ,得 
0= ALAS) pr 
但 Ay RE ME P= E FE.) 
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在 零 速度 时 能 量 卫 有 有 限 值 mw。 由 于 这 个 原因 , 有 时 我 
们 把 量 E — m 四 做 “动能 >，v 值 很 小 时 。 它 近似 于 mw. 如 
果 在 某 反应 中 总 质量 守恒 (例如 弹性 散射 中 ), 则 动能 守恒 ;但 
如 果 有 质量 亏损 (例如 放射 性 衰变 或 形变 或 裂变 ), 刚 将 释放 
出 很 大 的 动能 ;其 结果 有 众所周知 的 重要 性 . 

可 由 方程 (2.4.3) 及 (2.4.4) 中 消去 速度 ， 而 得 能 量 与 动 | 
量 的 关系 式 


Elp) = (p? + mya (2.4.8) 
此 式 还 可 由 (2.4.1) .及 dr 的 定义 推出 . 
Toph P 一 —m - (2.4.9) 


SEIT RM ERA LAGS V= 1 Em = 0, 因此 
(2.43) B (244) 变 成 不 定式 ,不 过 它们 的 比 给 出 一 个 对 所 有 
“粒子 都 有 用 的 关系 式 : 


Poy (2.4.10). 
E 


注意 当 m 一 0 时, 由 方程 (2.4.8) 得 到 

E = |p| 
因而 v 是 单位 矢量 ， 对 无 质量 粒子 来 说 ， 这 自然 是 应 当 如 此 
的 . 


5. 矢量 和 张 量 


下 面 我 们 要 计 电 动力 学 和 相对 论 流体 力学 ， 不 过 为 了 以 ，. 
后 方便 起 见 ; 先 介 绍 一 套 符号 , 它 能 使 物理 量 的 Lorenz 变换 
性 质 更 明晰 ， 这 套 符号 在 第 四 章 讲 张 量 分 析 时 要 推广 到 包括 
一 般 坐标 变换 ,但 事实 上 只 需 略 作 修 改 . 

我 们 已 经 为 诸如 dx* 或 六 或 pr 这些 量 引进 了 “四 维 矢 
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量 `" 这 个 术语 ， 当 坐标 系 作 如 下 变换 时 
Ve — y'a = Asy’ (2.5.1) 
它们 的 变换 性 质 是 
xt x 一 AX gx? (2.5.2) 
更 精确 的 说 ， 这 样 的 V* 应 当 吗 做 逆 变 四 维和 天 量 , 以 区 别 于 协 
到 四 维 矢量 , 协 变 四 维 矢量 U。 的 定义 是 满足 变换 规则 


UU = AfUg - (2.5.3) 
式 中 
Aab = han’ ATs (2.5.4) 
这 里 引进 的 矩阵 9!” 在 数值 上 与 ws 相同 , 即 
` n° = nes (2.5.5) 
把 它 写成 上 指标 是 为 了 适应 我 们 的 求 和 约定 ， 注 意 到 
s ff =£ 
nhas = 0, = { 0 ax (2.5.6) 
则 知 An” 是 矩阵 A®, 的 逆 , 即 ， 


ATA” = NaN A A" 一 Nep?" 一 Orp (2.5.7) 
由 此 推出 逆 变 和 协 变 四 维 矢量 的 标 积 是 不 变量 , 即 ， ，- 
ULV’ = ASAU, 2 = U,V? (2.5.8) 
每 个 逆 变 四 维 矢量 Ve 都 对 应 有 一 个 协 变 四 维 矢量 
Va = Nap V? (2.5.9) 
而 每 个 协 变 四 维 撩 量 U. 都 对 应 有 一 个 逆 变 四 维 矢 量 
U* = 1?U, (2.5.16) 
ERER Y. 的 指标 水 简单 回 到 ,而 下 降 Ue 的 指标 就 简单 
回 到 U 
nV 一 wap, = Ve 
MopU® = hagn U, = Ue 
注意 (2.5.9) 式 的 确 产生 了 一 个 协 变量 ,因为 
Va 一 Top = Mop A VI = nan A Ve 一 AV, 
. 39. 


、 


正 与 (2.5.3) 式 符合 ， 类 似 地 , (2.5.10) 式 的 确 产生 一 -个 逆 变 
E: ` . 
尽管 任何 矢量 都 可 写成 逆 变 形式 或 者 协 变形 式 。 但 确 有 

ieee, 如 象 dx*, 更 自然 的 表现 为 赣 变 量 而 基 些 其 它 矢量 
则 更 自然 的 表现 为 协 变量 。 后 者 的 例子 是 梯度 0/00, Ce 
守 变 换 规则 

8 8 _ dx ð 

Oxe Dr bx” Ax? 
对 (2.5.2) RA A,” 得 


xv 一 A,r’? 


故 


Ox? A B 
Bx’ * 
因而 梯度 是 协 变量 : 
0 _ ,pa - 
Sp At (2.511) 


作为 其 推论 ， AS RE KEL 6V*/6x* 是 不 变量 . 另 一 个 推 
论 是 , 6/6x* 与 自己 的 标 积 , 即 d'Alembert 算 子 
ð 8 a ð 


口 : = nv? se 


ae = (2.5.12) 
是 不 变量 . 

许多 物理 量 并 非 标量 或 矢量 ,而 是 更 复杂 的 对 象 , 称 作 张 
量 ， 一 个 张 量具 有 几 个 逆 变 指标 和 (或 ) 协 变 指 标 以 及 相应 的 
”Lorentz .变换 人 性质 , 例如 

Tap > Tap = ATASAST cr 

逆 变 矢量 或 协 变 矢量 可 看 作 是 只 有 一 个 指标 的 张 量 ， 而 标量 
则 可 看 作 无 指标 的 张 量 .由 其 它 张 量 构成 张 量 有 几 种 方法 : 

(A) 线性 组 合 “具有 相同 上 标 及 下 标的 诸 张 量 之 线性 
组 合 仍 是 一 个 张 县 , 且 有 与 之 相同 的 上 标 及 干 标 ， 例 如 :如果 
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Re, 和 Sr EKE, 0 及 “是 标量 , 我 们 定义 
T°; = aR" + bsg 
则 7“ 是 张 量 , 即 
T's = aR”; + bS'%g = a A Ag? R's + bA Ag Ss 
= A Ag T's ， 

《B) 直 乘 “两 张 量 的 分 量 的 乘积 产生 一 个 张 量 ， 其 上 标 _ 
及 下 标 由 原 二 张 量 的 全 部 上 标 及 下 标 构成 . 例如 ,如 果 4% 和 
Br 是 张 量 ,而 


Tp = dcpB7 
则 Te 是 张 量 , 即 
Tg = A'B" = AAs AT’, 5 
O) HH 令 一 个 上 标 及 一 个 下 标 相同 ,再 将 它们 遍历 
值 0, 1, 2, 3 求 和 ， 则 产生 一 个 只 缺少 此 二 指标 的 张 量 。 A 
Ms 如果 T's”? 是 一 个 张 量 ,而 
; - T= T%,¥? 
则 To" 是 一 个 张 量 , 即 
To = Tg? = AAG AT APT ER 
= AAT, TE 一 ASAT TH 
(CD) HA FEMA RK O/0x" 是 增加 了 一 个 下 标 2 
的 张 量 .例如 ,如 果 T” 是 张 量 ,而 


TH 三 3 Tar 


Ox* 
则 Te 是 张 量 , 即 
Thr = 3 Tet 一 A? 3 AB, At Tet 
ôx” Ox? : 
= AA AT" f 


注意 指标 的 顺序 (甚至 上 标 与 下 标 之 间 的 顺序 也 应 注意 ) 是 有 
RAN. Plan, To 5 Te 可 以 相同 也 可 以 不 同 ， 


© 41 » 


除了 标量 以 外 ,存在 着 三 种 特殊 的 张 量 ,其 分 量 在 所 有 举 
标 系 中 相等 : 
G) Minkowski 张 量 Lorentz 变换 的 定义 直接 各 诉 我 们 
Nag 是 协 变 张 量 : 一 
Nap 一 人 re 人 pty 
Mt TEBE nn”? 并 用 (2.5.6) Be (2.5.4) 式 , 则 得 
gE = NRPA A EN 78 = nA PALE 
PALE 9°? SLA HE BE Cae Bn? ERC LER, 
ERE BE eA MEH). 对 wm” 下 降 一 个 指标 或 
者 对 toe 上 升 一 个 指标 ,我 们 可 以 构造 一 个 混合 张 量 ; 这 就 得 
出 Kronecker 符号 ， 
5°, = 1° Ne 
这 个 符号 之 所 以 是 张 量 可 由 规则 (B) 及 (C) LB n°” 和 rs 是 
张 量 的 事实 推出 . 
Gi) Levi-Civia 张 量 这 是 由 下 式 定义 的 量 er? 
+1 mR apye Æ 0123 HRB 
errs | WE of yd 是 0123 MA BM (2.5.13) 
0 ”其 它 情 形 


注意 A’, A’, At, Ab, etek cc gpre 
这 是 因为 左边 对 指标 spy6 的 任何 单 次 置换 必须 为 奇 ， 为 要 
得 出 比例 常数 , 令 afd 一 0123; 则 左边 就 是 4 的 行列 式 ,对 
TE Lorentz 变换 它 是 1( 见 2.1 节 )。 因 此 ,比例 常数 是 1， 
Rp : : CO 

AFAR AT, Ad Ets 一 gofre - (2.5.14) 
因而 e 的 确 是 一 张 量 ， 

Gi) Ska 我 们 可 以 定义 一 个 具有 任意 选取 的 上 指 

标 与 下 指标 式样 的 张 量 为 零 张 量 ,只 须 令 其 全 部 分 量 是 零 
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因为 n 和 ys 是 张 量 , 我 们 可 以 用 它 来 对 任意 张 量 的 指 
标 进行 上 升 或 下 降 ; 规则 (B) 及 (C) 告诉 我 们 。 这 样 得 出 的 
新 张 量 只 是 多 一 个 上 标 少 一 个 下 标 或 者 多 一 个 下 标 少 一 个 上 
标 。 例 如 ,如 果 Tarr 是 一 个 张 量 , 则 

， Te’, = °F apy 
也 是 一 个 张 量 ， 特别 ， 对 Levi-Civita 张 量 e? 我 们 可 以 下 
降 部 分 或 全 部 指标 ， 当 下 降 了 全 部 指标 后 就 回 到 数值 相同 的 
量 , 但 差 一 个 负 号 : 
Engrs = — Err? - 2 (2.5.15) 

这 整个 代数 的 要 点 是 它 使 我 们 能 一 眼看 出 方程 是 否 是 
Lorentz 不 变 的 。 基本 定理 是 ,两 个 具有 相同 的 上 标 及 下 标的 
张 量 ， 如 果 在 一 个 坐标 系 中 相等 则 在 通过 Lorentz 变换 与 之 
相 联系 的 任何 其 它 坐 标 系 中 也 相等 。 例 如 ,如 果 T =S, W 

tag = AY Ag T's = AX, Ag S's = Sp 

特别 ,一 个 张 量 等 于 零 。 这 个 陈述 是 Lorentz HEM, 

本 节 所 述 公式 只 不 过 描述 了 齐 次 Lorentz 群 的 表示 .我 
们 将 在 2.12 节 中 对 这 个 表示 作 更 一 般 探讨 ， 


6. 流 与 密度 


假定 我 们 有 由 位 置 为 x,( 站 , 电荷 为 c。 的 粒子 组 成 的 系 
统 , 流 密度 和 电荷 密度 通常 分 别 定义 为 
J(x, 1) = 5 e,0°Cx 一 x,(4)) oat) (2.6.1) 
elx, ) = > e,’ (x — x,(2)) | (2.6.2) 
KB 0° 是 Dirac 的 5 函数 ,由 下 式 所 定义 
[Aa — Hy) 
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式 中 f(x) 是 任意 光滑 函数 ， 我 们 可 以 招 J 了 和。 统一 在 一 个 四 
ARE J h, 只 须 令 
=e (2.6.3) 
即 
O= So — x) a6) 
为 要 证 明 这 是 一 个 四 维 矢量 , 先 定义 A) = 1, JHE O64) 
式 写 为 
(«x)= | at’ Dene —x,(2’)) 2 i 
PAS) de! 互相 消 掉 , 故 可 以 换 成 不 变量 dr 
re) = | r J) ende — 262) SEO LD (2.6 5) 
但 是 8Xx 一 xs(T)) 是 一 个 标量 (因为 Det4 = Di zz 是 一 
个 四 维 矢量 , 故 J? 是 一 个 四 维 矢量 ， 
我 们 也 注意 到 
VS, = D e, x — 2.) tele 
--De Br Sx 一 x,()) 20 
=— ô x 
~ 2 eo 8 (x — x,(¢)) 
| = 一 2 E(x, £) 
或 者 ,用 四 维 语言 来 说 就 是 
= J*(x) 一 0 (2.6.6) 


其 Lorentz 不 变性 是 显然 的 . 
每 当 任 意 一 个 流 J*(x) 满足 不 变 的 守恒 定律 《2.6.6) 时 ， 
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我 们 就 可 以 构造 一 个 总 荷 
2 三 | dxa) (2.6.7) 
这 个 量 与 时 间 无 关 , 因为 由 (2.6.6) RM Gauss 定理 有 
40 _ (my 8 9) a — (dev - _ 
£2 =| ax 2 mx) ja v- Ne) 
如 果 J"(x) 是 一 个 四 维 矢量 , 则 9 不 仅 是 常数 而 且 是 标量 ， 为 
要 看 出 这 点 ,我 们 把 2 写 为 


9 =| ax J°(2)0,0( px") (2.6.8) 
式 中 6 是 阶梯 函数 
1 s>0 
Os) = f s<0 
而 an 定义 为 - 7 


nn =n,=0, m= +1 
于 是 Lorentz 变换 对 OHSU DAMEA n: 
9 = | dx7°(#) 8.0’) 
: ng = Ag’n, 
再 用 (2.6.8) 得 9 的 改变 量 是 
0'—0= [aso LICE) (0Cr) 一 - 8 ngx*Y}] 
可 以 假设 当 * 固定 而 |x| -> oo 时 流 (x) BFS, TAM xB 
El] -> oo 时 函数 6 Capx?) 一 Crh) SFB. Aut, 我 人 
可 以 用 四 维 Gauss 定理 得 到 0' 一 O 一 0; 即 0 是 标量 . (对 由 
(2.6.2) 式 定义 的 流 密度 m, HODE - ; 


Q 一 5 ên. | 


它 当然 是 常数 标量 ;然而 ,在 处 理 有 广 延 的 粒子 的 荷 分 布 与 流 
分 布 时 ， 要 知道 (2.6.7) 式 对 任何 守恒 的 四 维 矢量 灵 定 义 了 
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一 个 与 时 间 无 关 的 标量 , 放 一 点 是 很 重要 的 ,》 
7 电动 力学 


由 给 定 的 电荷 密度 。 及 电流 密度 J 所 产生 的 电场 及 磁 
| 场 马 满足 Maxwell 方程 组 . 


v-E=« | (2.7.1) 
vx B-2E +5 | (2.7.2) 
v- Bao 3 
OV xXx E=— æ (2.7.4) 
为 了 揭示 下 及 了 的 Lorenz EREA, 我 们 引进 一 个 矩阵 


F"%, 其 定义 是 : 
Fa 一 BF2 一 万 Fi= B, 
FY = E, F? = E, FS = E, 


Fee 一 — Fee : (2.7.5) 
B (2.7.1) B (2.7.2) 可 以 写 为 
| 3 penp 
pana ax d J €2.7.6) 
GUES = e). Mi 2.73) R274) TASH 
eres 2 Pemo  . (2.7.7) 


其 中 ett? 是 2.5 节 中 定义 的 Levi-Civita 符号 , 而 Frys ERE 
常 一 样 定义 的 协 变量 . 
Fs = Nyange f” | 
AX J 是 四 维 矢 量 , 我 们 可 以 断定 FORRES 
op hs ; (2.7.8) 
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因为 , 如 果 Fe 是 〈2.7.6) Be (2.7.7) 的 解 , 则 《2 7.8) 将 是 在 
Lorentz 变换 后 的 坐标 系 中 的 解 . 作用 在 荷 电 粒 子 上 的 电磁 


力 是 
ag OX" a dx 
r = ene Fe P> = eF”, P (2.7.9) 
重复 第 3 节 中 的 论证 可 知 上 式 是 正确 的 . 〈 首 先 ) 在 粒子 为 静 
让 的 坐标 系 申 方 和 《2.7.9) 是 正确 的 ,因为 在 这 个 参考 系 中 它 
给 出 f = eE, P = 0, 而 且 它 具有 四 维 矢 量 的 变换 性 质 , 故 对 
所 有 速度 都 正确 . 顺便 注意 到 ,由 (2.7.9) 和 2 4.2) 得 


æ = e[E + v x B] 


ARRIARANEN ARANEIDAE, 
齐 次 方程 (2.7.7) 另 有 一 个 有 用 的 形式 : 


Op, 49. Fat 2 Fig =0 (2.7.10) 


` l Dxe a xp B 
注意 当 a, p, TERAN, 方程 (2.7.10) 与 方程 (2.7.7) 一 
样 ; 例 如 ,在 方程 (2.7.7) 中 取 a = 0, 则 所 得 出 之 结果 与 方程 
(2.7.10) PÈ egy = 123 时 相同 。 SHH, 当 有 两 个 指标 
相同 时 , 方程 《2.7.10) 是 一 个 恒等式 , 例如 , 如果 8 = 7 则 
(2.7.10) 就 成 为 . 
Po Fe t Oo Pay 一 0 RRM) 

由 于 F ap = 一 Fpsy 故 上 式 是 恒等式 ， ` ~ 

方程 (2.7.7) 使 我 们 能 够 把 Fo 表 为 一 个 四 维 矢量 4, 的 
“ 旋 度 ”; 


Foa 十 


2.711) 


.《 见 4.11 节 ) 
我 们 可 以 对 4, 加 一 项 6,q 而 不 影响 Fe， 故 可 如 此 定义 A, 
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使 得 

O°A, = 0 (2.7.12) 
利用 (2.7.11) 和 (2.7.12), 可 将 Maxwell 方程 组 的 其 余部 分 
化 为 


口 :4。 = 一 六 (2.7.13) 
8. 能 量 -动量 张 量 
在 第 6 节 中 我 们 引进 了 电荷 密度 e 和 流 密度 J， 现在 对 
能 量 -动量 四 维 矢 量 的 密度 和 流 密度 给 出 类 似 的 定义 . 首先 
考虑 一 组 由 盖 标 记 的 粒子 ， 能 量 -动量 四 维 矢 量 是 站 (。 p 
的 密度 定义 为 

Tz, 1) =D) pK— xA) (2.8.1) 

pRB MA 
T(x, £) = Se (x —x,()) (2.8.2) 

"n t 

这 两 个 定义 可 统一 为 一 个 公 于 
T(x) = >) pat foe &(x—x,(4)) (2.8.3) 


Ap xh) = FH (2.4.10) 我 们 有 
dx? 
dt 


p= E, 


因而 (2.8.3) 可 写 为 
T(x) 一 > Ppd Bx xCD) (2.8.4) 
我 们 看 出 Te? 是 对 称 的 : 
”Tep(x) = T(x) (2.8.5) 
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类 比 (2.6.5) 我 们 也 可 以 把 (2.8.3) 写成 
re) 5) 人 ee dent ala — x,(2)), (2.8.32) 
RNB T! 是 一 个 张 量 , 即 在 Lorentz 变换 (2.1.1) 下 有 
T28 = At ASST? 


T 的 守恒 定律 则 需 稍 加 思索 ， 回 到 (2.8.1) 及 (2.82) 
我 们 看 到 


ð ai ~ a dr Że ð , 
Sy T(x, 1) = — Di Pa @)— Ont — x,()) | 


一 一 > Jpn) 2 PCa — x) 


= — a ad x dp,“ (t) 3 — E 
7 T(x, 1) + 2 53(x — X(t)) 


因而 


| a T% Ge (2.8.6) 


其 中 G* 是 力 密度 : 
G(x, 1) = >) Hx = x,@)) pa) 


= >) Hx — x, (2)) KO 
如 果 粒 子 是 自由 的 , 则 ps HBO TA 守恒, 即 ， 
S T(x) = 0 (2.8.7) 
如 果 粒 子 仅 在 精确 定 域 于 空 ORANARENN, WER 
也 成 立 。 在 这 种 情形 下 , (2.8.6) 给 


8 Tas(x) = > &(x — x,(t)) 2 之 Pa CE) 


其 中 xO 是 在 + 时 发 生 的 第 < CREE 而 ee 的 意 
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思 是 我 们 只 对 参与 第 “ 次 碰撞 的 粒子 进行 求 和 ， 但 是 每 次 磁 
撞 都 要 求 动量 守恒 ， 故 > , ze( 人 必 是 与 时 间 无 关 的 ,因而 得 
到 守恒 方程 (2.8.7). 

如 果 粒 子 受到 超 距 力 的 作用 ,外 g 量 -动量 张 量 (2. 8.3) 将 不 
守恒 ,例如 ; 考 虐 具有 电荷 。, 的 闪电 袜子 气体 。 则 由 Q 2.86) 
(2.4, vn (2.7.9) 得 到 

a reas) 一 2 ee a(x — x,(2)) 
将 (2.6.4) 代 人 上 式 得 
2 TC) = Fe, (x) E) (2.8.8) 
虽然 上 式 并 不 守恒 ， 但 我 们 可 以 构 进 一 个 守恒 的 张 量 ， 即 对 它 
加 上 一 个 纯 电磁 项 
Ts8 = Fe F” 一 + qF pF” (2.8.9) 


即 ， 卫生 和 生生 故人 
T% 一 一 (E +B) T=(E x B) (2.8.10) 
我 们 注意 
0 ð 


0 af : po B p 0 a 1 rê 

T = pe, 0 per gp per O pe Lp, OOF 

Ox? ðL . Ox? 2 Ox, 

[这 里 8/6x。 = 1°°(0/Ox").] 对 指标 稍 作 改组 就 得 出 
Tih = Fe, a0; FM Por 


x (2 Fer 4 -> 0 _ fre 十 2 pe) 
0 Ox, 


Xa xy 


利用 Maxwell 方程 组 (2.7.6) 及 (2.7.10), 我 们 得 到 
l a 
Ox? 


T = Fe (2.8.11) 
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比较 《2.8.8) 和 (2.8.11) ,就 可 将 能 量 -动量 张 量 重新 定义 为 
T= D pi Bex) + Tew? (2.8.12) 


这 还 是 一 个 对 称 张 量 ， pi 
OTH 一 (2.8.13) 
为 了 把 其 SNARERE. Te 守恒 ， 我 们 可 以 继续 对 
T% 增加 更 罗 更 多 的 项 , 构造 这 种 项 的 系统 方法 见 第 十 二 章 ， 
正如 荷 密度 SMR RAH, pt 的 密度 TO RD 
EA p: 
ps 一 | erecr t) (2.8.14) 


用 在 第 6 FHA 2.6.7) 是 常数 标量 同样 的 办 法 ,可 以 
证 明志 是 常数 四 维 矢量 ， 


L A 族 


能 量 -动量 张 量 re 的 一 个 重要 用 途 是 用 来 定义 角 动量 
和 自 旋 ， 首 先 考 虑 一 个 孤立 系统 ,这 种 系统 的 总 能 量 -动量 张 
ET” EFEN, 


Tr = 
Ox? 


我 们 可 用 工 来 构造 另 一 个 张 量 ， 
Meer = xt TH — gf Tor (2.9.1) 


因为 守恒 且 对 称 , 故 M 也 守恒 ; 


of : 
ou i 7 Tee — T =. 0 (2.9.2) 
xI 


于 是 我 们 可 以 构成 总 角 动 量 . 
J” 一 f dxM 一 一 Jpa (2.9.3) 


“ oe Sle 


由 (2.9.2) 我 们 看 出 〈 按 照 上 一 节 的 论证 ) Je? 不 随时 间 改 变 
而 且 是 张 量 。 我 们 进一步 注意 到 
Ji = | leiTh — XT) 


并 且 因 为 7* 是 动量 的 第 7 个 分 量 的 密度 ,我 们 可 以 把 产 ,7， 
以 及 下 着 作 角 动量 的 第 1, 2, 3 分 量 . I? 的 其 它 分 量 是 


Ji = tp — | xT dx 


这 些 分 量 无 明显 的 物理 意义 ， 而 且 事实 上 可 取 为 零 ， 只 要 我 
们 把 坐标 原点 固定 在 :一 0 时 的 “能 量 中 心 ”, 即 只 要 在 * 一 0 
时 , 矩 | Ts BEB, 
尽管 总 角 动 量 对 关于 齐 次 Lorentz 变换 ** > Ape? 是 一 
个 张 量 ， 但 对 于 平移 变换 x* xz 一 z 十 ot 却 有 特殊 的 性 
质 . 由 (2.9.3) 及 (2.8.13) 我 们 得 到 
JP —> J” = J + apf — afp” (2.9.4) 
这 是 很 自然 的 ,因为 7" 包括 轨道 角 动 量 , 而 轨道 角 动 量 总 是 
对 某 转动 中 心 定义 的 。 为 要 分 离 出 ARRS. EX 
OELE ES o 


5, = + SagraJ”U® (2.9.5) 


是 方便 的 , 其 中 eurs 是 第 5 节 中 讨论 过 的 那 种 完全 有 反对 称 张 
E, i Ut = P 人 (一 pp 人 凡是 系统 的 速度 四 维 矢量 . BT eons 
的 反对 称 性 , 平移 x* 一 x" + a” 昌 使 JP 按照 规则 (2.9,4) Be 
变 但 并 不 改变 5.。。5。 显 然 是 一 个 矢量 且 对 自由 粒子 是 常数 
dS 
| åt 
最 后 我 们 注意 到 ,在 系统 的 质心 系 中 V = 0, U 一 工 故 在 此 
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一 0 (2.9.6) 


系 中 

一 户 ，3 一 有 39 一 1 一 0 > (2.9.7) 
这 就 证 实 了 我 们 把 S 看 作 是 系统 的 内 京 角 动量 是 正确 的 , 其 
至 在 速度 如 不 等 于 零 时 , S 也 的 确 只 有 三 个 独立 的 分 量 ， 因 
为 由 (2.9.5) 得 到 


US, = 0 (2.9.8) 
以 后 当 我 们 讨论 在 自由 降落 中 的 院 螺 的 进 动 时 , 要 用 到 Sa AY 
这 些 性 质 ， 


10. 相对 论 流体 动力 学 


大 量 的 宏观 物理 系统 ,或 许 包括 宇宙 本 身 , 都 可 以 近似 的 
看 作 理 想 流体 。 若 一 流体 中 每 点 有 速度 v, :而 以 此 速度 运动 
的 观测 者 看 见 他 周围 的 流体 是 各 向 同性 的 ， 则 我 们 定义 这 样 。 
的 流体 为 理想 流体 。 当 碰撞 的 平均 自由 程 远 小 于 观测 者 所 用 - 
的 尺度 时 就 是 这 种 情形 (例如 , 声波 在 空气 中 传播 , 如 果 其 波 
长 远大 于 平均 自由 程 , 则 空气 就 可 看 作 理 想 流 体 ,但 当 波 长 很 
短 时 , 粘 滞 性 就 变 得 很 重要 ,因而 空气 就 不 再 能 看 作 是 理想 流 
体 )， 我 们 将 把 上 述 理想 流体 的 定义 变换 为 能 量 -动量 张 量 的 
表述 . l 
首先 我 们 选取 这 样 的 参考 系 (以 波 线 来 区 别 ) 在 某 特 定 的 
位 置 与 特定 的 时 刻 , 流体 静止 在 这 个 参考 系 中 。 在 这 个 特定 
的 空 - 时 点 ， 理 想 流 体 的 假设 告诉 我 们 能 量 -动量 张 量 取 球 对 
称 的 形式 


全 六 = poi; g (2.10.1) 
Ti? = T” = 0 (2.10.2) 
FH 一 p | ‘(2.10.3) 


系数 ?和 2 分 别称 为 压强 和 固有 能 量 密度 ， 现 在 换 到 在 实验 
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室 中 静止 的 参考 系 ,而 且 假 定 在 此 系 中 流体 (在 给 定 空 -时 点 ) 
表现 为 以 速度 v 运动 。 其 动 坐标 如 与 实验 室 坐标 x* 的 联系 
. = A*,(Cv)x? o’ 
其 中 AC) 是 由 方程 02.1 1.17)—(2.1. 21) 所 定义 的 "推动 ”. 但 
是 7” 是 一 个 张 量 , 故 在 实验 室 系 中 它 是 
Te? = Ae (WAN (wT 


或 是 更 明显 地 写 为 
TH = po, + Cp + p) a) (2.10.4) 
a = Cp + p) tS . (2.10.5) 


.. l= -vy . 
为 要 验证 它 确 实 是 一 个 张 量 ; 我 们 注意 a. 10. 人) 一 o 10. 5) 可 
以 合成 为 一 个 方程: 


| T = pn + (p + PU US. (2.10.7) 
Arh U” ARER, o 
= z- (1— vy 
v=% = 《1 — v?) (2.10.8) 
. 、， at. . 
EA - 
UU* = —1 - (2.10.9) 


的 确 ,方程 (2.10.7) 是 很 容易 推导 出 来 的 ,只 要 注意 其 右边 的 
量 是 一 个 张 量 , 它 在 随 流体 运动 的 Lorentz 系 中 等 于 张 量 Top， 
因此 必须 在 所 有 的 Lorentz 系 中 等 于 T, 

.， 除了 能 量 与 动量 而 外 ,流体 一 般 还 有 一 个 或 多 个 守恒 量 ， 
例如 电荷 ,重子 数 减 去 反 重子 数 . 或 者 (在 常温 下 ) 原 子 数 ,让 
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我 们 来 考 虞 这 些 守恒 最 之 一 ,并 简称 之 为 “粒子 数 ”. 如 果 在 给 
定 空 -时 点 与 流体 一 同 运动 的 Lorentz 系 中 的 粒子 数 密度 是 
2， 则 在 此 系 中 粒子 流 四 维 矢 量 在 该 空 -时 点 就 是 

Ni=0 NO=n (2.10.10) 

在 任何 其 它 Lorentz 系 中 (其 中 流体 在 该 空 -时 点 以 速度 v 运 
动 着 ,) 粒 于 流 与 (2.10.10) 式 之 间 由 “推动 ”A(v) 联系 起 来 : 

Ni = AORE (vin (2.10.11) 

N = ACNE (1 一 en (2.10.12) 

或 者 更 简洁 地 写 为 | | 

. N" = nU* (2.10.13) 

流体 的 运动 遵守 能 量 和 动量 守恒 方程 ， _ 

o= h 2 [Co + p)UeUF] (2.10.14 


Ox? Ox, 

以 及 粒子 数 守 恒 方 程 
_av 8 Gaye 
一 ð ou") 


= 2.60 wy Y: Gv =F) 


(2.10.15) 
把 方程 (2.10.14) 分 开 写 成 三 维 矢量 方程 和 标量 方程 是 方便 
的 . 为 了 得 到 三 维 矢 量 方程 ,我 们 在 方程 (2.10.147 中 令 ec = 
i, 记 Ui = 209 然后 利用 cc = 0 时 的 方程 (2.10.14); 就 得 到 


Ov 《1 — v) | Op | 
- + WV: y = — V + cone ie 
t 《 ” e+p iL pry Oz 


ô 
(2.10.16) 

为 了 获得 标量 方程 ,我 们 用 U RYE (2.10.14); 利用 关系 
-ð pya. 2U 。 
0 Bx! (U,U*) 2U, Ox? . (210.17) 
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于 是 我 们 有 


ð g 
Dal [Cp + e)U*) 


利用 方程 (2.10.15), 可 把 上 式 写 为 


o— ur | OP. — — n- 9 ete] 
Ox? Ox! n 


= —nU? le (4) + ar (F)| (2.10.17a) 


热力 学 第 二 定律 告诉 我 们 压强 p、 能 量 密 度 0, 以 及 每 粒子 体 
积 1/”， 可 以 表 为 温度 工 以 及 每 个 粒子 的 篇 吹 的 如 下 函数 : 


kT ds = pd (+) +d (2) | (2.10.18) 


《这 里 ， 引 进 Boltzmann HRA BAT Ho LBA.) HET 
程 (2.10.17a) 现在 可 以 写 为 
3T .or 
Ox? ôt 
KEI o 在 任何 随 流体 运动 的 点 上 不 随时 间 变 化 .相对 论 
(性 ) 流 体力 学 的 基本 方程 是 “连续 性 方程 ”(2.10.15)、“Euler 
方程 ”(2.10.16)、“ 能 量 方 程 ”(2.10.19) MA n Ko 表达 ?及 
的 物 态 方程 

为 了 对 可 能 的 物 态 方程 得 到 某 些 概念 ， 我 们 考虑 这 样 一 
种 流体 : 它 是 由 无 结构 的 质点 组 成 的 , 质点 闻 的 相互 作用 只 
是 定 域 型 碰撞 .如 第 2.8 节 所 指出 的 , 其 能 量 -动量 张 量 是 


TOP 一 2 ta S(x — xy) (2.10.20) 


0 = U’ + (v: Wo (2.10.19) 


[见方 程 (2.8.4)] 在 共 动 Lorentz AH, T% 将 取 各 向 同性 的 
形式 (2.10.1) 一 (2.10.3), 故 在 此 系 中 压强 和 能 量 密度 将 是 


3 2 ' 
pak TH = + Y PY a(x— xy) (2.10.21) . 
3 i=l 3 N Ey ` 
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p = T” = >) Eye — xy) (2.10.22) | 
N 


而 粒子 数 密度 《类似 于 (2.6.2)) 是 


n = 5 &(x — Xy) (2.10.23) 
由 此 推出 一 般 有 
o<p <£ (2.10.24) 
对 于 冷 的 非 相 对 论 性 气体 ,我 们 可 以 作 如 下 近似 ; 
~na Ph 
Ev =m + 2m 
Heth (2.10.22) 得 
p&nm+ = p (2.10.25) 


对 于 热 的 极端 相对 论 性 的 气体 ,我 们 有 
Ey = |py| >m 


故 由 (2.10.22) 得 
p= 3p >> nm (2.10.26) 
(2.10.25) Fil (2.10.26) 可 以 结合 成 单个 方程 ， 
p— nm = (y — 1)`p (2.10.27) 
式 中 
地 非 相对 论 情形 
7 一 (2.10.28) 
e 
于 是 由 方程 (2.10.18) 得 到 
kT do = pd (4) + (7-194 (2) 
nv p 
-2 a(2) (2.10.29) 
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因此 方程 (2.10.197 的 形式 为 


o= 2 (2) ++) (2) (2.10.30) 


而 (2.10.27) 将 用 来 在 方程 (2.10.16) 中 , A n M P RRA o. 
HEE (2.10.27) 中 所 表明 的 内 能 与 压力 的 正比 关系 ,实际 上 
适用 于 比 这 里 讨论 过 的 由 质点 构成 的 简单 气体 更 为 广泛 的 一 
类 流体 (具有 各 种 7 值 ). 对 所 有 这 样 的 流体 ， 能 量 方程 可 取 
(2.10.30) 的 形式 . 

作为 一 个 例子 ， 让 我 们 来 计算 在 静态 均匀 的 相对 论 性 流 
体 中 的 声速 ， 在 未 扰动 态 中 , n op, Mo HAAN in 
言 均 是 常数 , 而 且 v 一 0， 声 波 使 >, o, 和 v 产生 小 的 改变 
fis Ors Pr 和 vi, 但 是 按照 (2.10.19) 它 不 改变 ec， 准确 到 一 阶 
小 量 ,方程 (2.10.15) 及 (2.10.16) 是 


Om av, =0 


or 
Bu_ Wp 
Ot - p+p 
但 因 do = 0, 由 方程 (2.10.18) 得 
0 = — ete) a+ 
n i 
故 有 
Ov, 20 ny 
Ot n - 
式 中 
| j= 2 = (22) 2.10.31 
”s pi Oo /om C2.10.31) 


把 对 m 及 vw, 的 方程 结合 起 来 ,我 们 得 到 波动 方程 
a z 
0 一 lane Ja 
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这 表明 声波 以 速度 " 运动 , 检 如 在 非 相对 论 流体 中 那样 . 在 
非 相 对 论 流体 中 声速 远 小 于 光速 〈 即 远 小 于 1)， 但 是 声速 随 
温度 增高 而 增高 ， 因 而 值得 去 检验 一 下 是 否 在 由 高 度 相对 论 
性 的 质点 《例如 高 于 10 °K AUS) 组 成 的 流体 中 ” 能 否 超过 
1, 在 此 情形 下 ,由 (2.10.26) 和 (2.10.31) 得 出 声速 是 
y, = (2.10.32) 
3 

它 仍 然 相当 小 于 1, 即使 把 电磁 力 考虑 进去 ,这 个 结论 也 不 会 
受 影 响 , 因为 方程 (2.10.7) 和 (2.8.9) 给 电磁 压强 Pen 和 电磁 
能 量 密度 oo 加 上 了 如 下 关系 

0 = Teta = 3pem 一 Pem (2.10.33) 
HELE HE Pen 和 Pom 后 将 不 会 改变 (2.10.26) 或 (2.10.32). 至 
于 考 虚 非 电磁 力 以 后 ，v; 是 否 仍 小 于 工 则 是 一 个 尚未 解决 的 
问题 mm l 


1. 相对 论 的 非 理想 流体 * 


上 一 节 讨 论 的 是 理想 流体 ， 在 其 中 平均 自由 程 和 平均 自 
由 时 间 是 如 此 之 短 以 致 对 于 随 流 体 运动 的 任何 点 说 来 完全 各 
向 同性 得 以 保持 不 变 ， 实际 上 , 我 们 经 常 需要 讨论 不 太 理 想 
的 流体 , 在 其 中 压强 、 密 度 、 或 速度 在 与 平均 自由 程 同 量 级 的 
工 离 上 ,或 者 与 平均 自由 时 间 同 量 级 的 时 间 内 ,或 者 既 在 这 样 
的 距离 又 在 这 样 的 时 间 内 ,有 显著 的 变化 ， 在 这 样 的 流体 中 ， 
热平衡 不 再 严格 地 保持 ,而 流体 的 动能 就 耗 散 为 热 。 
”对 相对 论 流 体 的 耗 散 效应 的 正确 处 理 提出 了 一 些 精细 的 
原则 性 问题 , 这 些 间 题 在 非 相 对 论 流体 情形 中 并 不 出 现 。 由 
于 这 一 原因 ,以 及 由 于 耗 散 效 应 ,已 在 关于 早期 宇宙 的 理论 之 
”中 起 着 与 日 俱 增 的 重要 作用 ( 见 15.8, 15.10, 15.11 W), 因 
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而 值得 在 此 讲述 一 下 相对 论 的 非 理 想 流体 一 般 理 论 的 概况 . 
我 们 假定 在 非 理想 流体 中 微弱 的 空 - 时 梯度 的 存在 将 引 
起 能 量 -动量 张 量 和 粒子 流 矢 量 的 修正 , 修正 项 AT? 和 AN- 
都 是 这 些 梯度 的 一 阶 量 。 于 是 ,代替 (2.10.7) F (2.10.13), R 
们 有 
T°? = py + (p + p)U“U8 + AT (211.1) 
N° = nU" + AN (2.11.2) 
一 旦 我 们 允许 这 样 的 修正 项 , 则 压强 p、 能 量 o 粒子 密度 ”、 
以 及 流体 速度 Ut 都 变 得 不 大 清楚 了 一 般 是 把 2 及 = 定义 
为 在 共 动 参考 系 中 的 总 能 量 密度 和 粒子 数 密度 : 


7o ss 9 (2.11.3) 
N° =n (2.11.4) 

, 共 动 系 的 特征 是 如 下 条 件 : 在 给 定点 ,速度 四 维 矢 量 是 
U =0 V=] (2.11.5) 


此 外 ,一般 定义 压强 作为 p Rn MAREK [例如 
《2.10.27)], 与 在 所 有 流体 梯度 可 忽略 而 又 无 耗 散 的 情形 时 相 
A. 最 后 ,在 相对 论 性 流体 中 必须 确定 UV" 究竟 是 能 量 输 运 的 
速度 还 是 粒子 输 运 的 速度 。 在 Landau 和 Lifshitz) 的 方案 
中 ,U* 取 为 能 量 输 运 速 度 , 故 7” 在 共 动 系 中 为 零 .在 Eckarttg 
ARP, U 取 为 粒子 输 运 速度 ， 故 在 共 动 系 中 为 零 的 是 Ni 
两 个 方案 完全 等 效 ， 但 是 我 觉得 Eckart 的 方案 稍微 要 方便 
E. 以 下 就 采用 这 个 方案 , 按 U" 的 这 种 定义 , 则 在 共 动 系 中 
我 们 有 
Ni=0 - (2.11.6) 
将 (2.11.3) 一 (2.11.6) 与 (2.11.1) 及 (2.11.2) 作 比 较 ,我 们 可 
以 看 到 在 共 动 系 中 , 耗 散 项 A7T”%” 和 AN* 受到 如 下 限制 
AT” = AN? = AN‘ 一 0 (2.11.7) 
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因此 ,在 一 般 Lorentz AH, 
“UUPAT op = 0 (2.11.8) 
ANS =] (2.11.9) 
这 样 一 来 , 耗 散 的 全 部 效应 都 表现 为 对 AT? 的 贡献 . 我 们 现 
在 的 任务 是 构造 满足 方程 (2.11.8), 以 及 热力 学 第 二 定律 的 
最 一 般 的 耗 散 张 量 AT, 
为 此 ,让 我 们 来 计算 流体 运动 所 产生 的 米 ， 和 上 节 一 样 ， 
我 们 先 把 守恒 定律 (2.8.7) 与 U. 进行 缩 并: 


ð 
0 = U, — T” 2.11.10 
za 《 ) 


按照 对 理想 流体 情形 导出 方程 (2.10.19) 时 的 同样 推理 ,我 们 
看 到 一 般 有 
Us -2 Lent + Cp + JUeU6] 一 aT -3 (noU°) 
Ox Ox% 


式 中 工 和 ok EHHE (2.10.18) Bre XA ME A T. 
因此 (2.11.10) 现在 变 为 


1 ð 
2 (acUe) = uv, are 
Ox" (ne ) kT Ox? 
或 者 等 价 地 有 
QS’ 1 3U : 1 OT : 
AT + i OF UAT® (2.11.11 
Ox* T Ox? + T? Ox? T” ( ) 
式 中 | 
S* = nkoU* —TU,AT® + (2.11.12) 


在 共 动 系 中 米 密 度 是 wto = S, 故我 们 可 以 把 S RE A RN 
四 维 矢量 ， 因 而 方程 (2.11.11) Ap BAe A RAS ER, 
于 是 热力 学 第 二 定律 要 求 A7" 是 速度 与 温度 梯度 的 线性 组 
合 , 以 使 42.11.11) 的 右边 对 流体 的 所 有 可 能 位 形 都 是 正定 的 . 
注意 这 是 仅 有 的 可 能 ,因为 我 们 在 方程 (2.11.12) 中 包含 了 第 
二 项 ;如 无 此 项 , 则 8S"/8x* 就 不 会 简单 的 是 一 阶 导数 的 二 次 
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w, 因而 不 能 对 流体 的 所 有 位 形 均 为 正定 。 还 要 注意 ,不 允 
许 ATH 包含 p、p、* 等 量 的 梯度 ， 肉 为 假若 如 此 则 方程 
(2.11.11) 将 包含 压强 或 密度 梯度 与 速度 或 温度 梯度 的 乘积 ， 
而 这 些 乘 积 对 流体 所 有 的 位 形 也 不 会 都 是 正定 的 。. 

， 现在 变 到 共 动 系 是 方便 的 , 在 此 系 中 , 这 时 在 给 定 空 -时 
AAP, U 有 形式 (2.11.5), (2.10.17) 推 得 在 此 参考 系 中 UV? 
的 所 有 梯度 在 P 点 为 零 . 在 方程 (2.11.11) 中 令 Ur, 0U"/dx" 
和 AT™ SFB, 我 们 得 到 在 点 忆 共 动 的 Lorentz AH, AP 
处 单位 体积 中 粮 的 产生 率 是 


as (Lo 二 二 5)A aro — 1 Oui aya 
az“ T ° T Ax T Oxi 
~ (2.11.13) 
要 使 此 式 对 流体 的 所 有 可 能 位 形 为 正定 ,我 们 必须 有 
are=—x (20 + TU;) (2.11.14) 
AT“ 一 一 7 (27 + ouz 一 了 Vv: Us) 一 5Y :Us,, 
(2.11.15) 
式 中 系数 为 正 
X>0, n2>0, C20 = (2.11.16) 
H GILID 成 为 
nF A (VT + TUY: 
7 (OU; OU; 
(Sedan u) 
ðU; , OU; 2 to. yy 
x (2 + = bY > YU +s (v U) 
>0 (2.41.17) 


除了 在 (2.11.14) 中 的 相对 论 修正 项 TUM, (21114) 及 
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(2.11.15) 的 形式 和 非 理想 流体 的 非 相 对 论 性 理论 外 相同 ， 因 
而 我 们 可 以 把 X、7 和 “确认 为 是 热传导 系数 、 切 变 熙 灌 系 数 、 
Ath i ts AB . 

现在 剩 下 的 是 把 只 在 共 动 系 中 成 立 的 公式 (2.115), 
(2.11.7), (2.11.14), (2.11.15) 翻译 成 在 一 般 Lorentz 系 中 成 
立 的 公式 。 让 我 们 定义 蕊 变 张 量 ，. 


a = Oo 
Woe = net ae "eb S (2.11.18) 
热流 向 量 ， 
LT p ôU ys 
=a t T -r U (2.11.19) 
以 及 在 正 交 于 U* 的 超 平 面 上 的 投影 张 量 ， 
Aye = Nag + UUs, 7 (2.11.20) 


不 难 验证 在 共 动 Lorentz RH RF AT? 的 公式 (2.11. D» 
(2.11.14), (2.11.15) 为 下 面 的 张 量 所 满足 
AT® 一 —1H*H®W 4s 


— XCHUF + HeU*)O, — CH oe (2.11.21) 
. x 


由 于 此 公式 是 Lorentz 不 变 的 ， 而 且 在 共 动 Lorentz 系 中 成 
立 , 故 在 所 有 的 Lorentz 系 中 都 成 立 . o 

一 般 说 来 , 从 是 名 分 折 可 以 预期 系数 &7、? 和 是 压强 
(或 者 热能 密度 ) 乘 上 革 种 平均 自由 时 间 的 量 级 ， 然 而 , 存在 
AERDEN”, 在 其 中 体积 粘 滞 性 “ 远 小 于 7 或 XT。 要 看 
出 何 时 出 现 此 情形 , 须 注意 由 (2.11.1) (2.11.21) 得 出 总 能 
量 -动量 张 量 的 迹 为 


(2.11.22) 


候 定 我 们 处 理 这 样 一 种 介质 ， 对 它 说 来 此 迹 可 表 为 只 是 R 
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z 的 函数 : 
Ta = fle, 2) (2.11.23) 
例如 ,对 由 (2.10.20) 所 表征 的 简 电 气体 ， 此 迹 是 
Ti = — > -P — xy) 
在 极端 相对 论 情形 ,我 们 有 和 (2.11.23) 
是 满足 的 , 且 有 


fle, n) x0 
在 非 相对 论 情形 ,我 们 有 
‘1 „1 /Ew—m 
Ex ~m ( m? ) 


故 在 这 种 情况 下 (2.11.23) 也 得 到 满足 , 且 有 

Ko, n) = —mn + Co — mn) 
在 没有 速度 梯度 时 ， 由 方程 (2.11.22) 和 《2.11.23) 可 得 到 一 
个 关于 压强 的 公式 


p= [pt tle, n)] (2.11.24) 


但 是 我 们 已 经 同意 将 如 一 般 定义 为 和 无 耗 获 情形 同样 的 及 - 
# 的 函数 情形 , 夏 (2.11.24) 式 即使 在 有 速度 梯度 时 也 必定 成 
立 , 因而 由 (2.11.22) (2.11.23) 和 (2.11.24) 得 到 

. “一 0 * (2.11.25) 
然而 ,如 果 由 此 得 出 结论 说 一 般 可 以 略 去 , 那 就 错 了 。 正 如 
我 们 已 看 到 的 , 对 简单 气体 而 言 能 量 -动量 张 量 的 迹 , 在 极端 
相对 论 或 极端 非 相对 论 极限 下 只 是 和 > 的 函数 ; 当 XT 的 量 
yy mist, TS 不 能 表 成 (2.11.23) 的 形式 ,而 体积 粘 光度 与 切 
变 粘 灌 度 同 量 级 如果 流 体 容易 发 生平 移 自由 度 与 内 部 自 
由 度 之 间 的 能 量 交 换 四 (例如 在 粗糙 球 构成 的 气体 的 情形 中 )， 
那么 体积 粘 滞 性 也 是 重要 的 。 另 一 种 情形 对 字 宙 论 特别 重 
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Z ,就 是 平均 自由 时 间 极 短 的 介质 ,其 有 有 限 平均 自由 时 间 = 
的 辐射 量子 相互 作用 。 在 这 种 情形 下 已 算出 热传导 系数 , 切 
变 粘 澡 性 和 体积 粘 灌 性 为 


X 一 4 aT?r (2.11.26) 
4 a 
n= <aT'e (2.11.27) 
t= 4a T'r |+ _ (22) | (2.11.28) 
oe s 


式 中 4 是 Stefan-Boltzmann 常数 ,其 定义 是 使 辐射 能 量 密度 为 
aT1, 而 ?及 2。 分别 是 物质 和 辐射 的 总 压强 与 总 能 量 密度 ， 注 
意 ,一 般 说 来 XT, 7 和 “大 小 差不多 ,但 是 如 果 压 强 与 热能 被 


IEG, I (8p/8p)。 ~ 地， 且 如 所 料 。 体积 粘 清 性 将 很 


小 。 
12. Lorentz 群 的 表示 


在 2.5 节 中 讲 过 的 张 量 公式 完全 适宜 于 处 理 相对 论 性 的 
经 典 物理 学 问题 ， 然而 ， 以 更 一 般 的 方式 由 章 次 Lorentz H 
表示 理论 的 观点 来 萎 察 Lorentz 变换 的 规则 ,具有 某 种 形式 上 
的 优点 .在 12.5 节 中 我 们 将 会 看 到 , 用 这 一 方法 可 以 更 优美 
地 重新 陈述 引力 对 任何 物理 系统 的 效应 。 而 且 , 只 有 这 一 方 
法 可 以 处 理 具有 半 整 数 自 旋 的 场 . 
按 一 般 Lorentz 变换 的 规则 ,一 组 量 d, 在 Lorentz 变换 
As 下 变 成 新 的 量 : 
= SDA) lanbn (2.12.1) 


为 要 使 先 作 Lorentz 35 A 再 作 Lorentz 变换 心得 出 与 
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Lorentz 变换 人 4 相同 的 结 巢 ,和 给 阵 DCLAY 必须 是 Lorentz $ 
的 一 个 表示 ，, 即 

D(A) DCA, = D(A,A;) (2.12.2) 
上 式 中 的 乘法 是 矩阵 乘法 ， 例如, 如果 是 逆 变 矢量 V*, 则 
D(A) 就 是 | 


[DCA)]*5= A’, (2.12.3) 
而 对 于 协 变 张 量 Top, TAKY D EME 
[DCA] 一 AA (2.12.4) 


容易 验证 (2.12.3) 和 (2.12.4) 的 确 满足 群 的 乘法 规则 (C2.12.2). 
我 们 可 以 构造 齐 次 Lorentz 群 的 最 一 般 表 示 来 编 集 一 个 关于 
所 有 可 能 的 Lorentz 变换 规则 的 表 . 
事实 上 ， 齐 次 Lorentz 群 的 最 一 般 的 真正 表示 是 张 量 表 
示 ( 例 如 (2.12.3) 和 (2.12.4)), 因 而 有 人 可 能 会 认为 物理 学 上 
有 兴趣 的 所 有 量 都 是 张 量 ， 然而 ,无 限 小 Lorentz BAB 
外 的 表示 , 即 旋 量 表示 , 它 在 相对 论 性 量子 场 论 中 起 着 重要 作 
用 .无 限 小 Lorentz 群 是 由 无 限 接近 单位 元 素 的 Lorentz 变 
换 所 构成 , 即 
| 4ep = 6° 十 wrp (2.12.5) 
los] «<1 
为 使 这 些 变换 满足 Lorentz 变换 的 基本 条 件 (2.1.2), 我 们 必 
A . 
(OF + oS + 05) N09 = Nye 
或 者 准确 到 “的 一 阶 量 ， 
w, = ~ Osy - (2.12.6) 
AH o 的 指标 自然 是 用 n 来 下 降 的 : 
0,5 = 1, a0"s 
Fix, BERR DCA) 必须 无 限 接近 单位 元 
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Dil 十 o) 一 1 十 L oe f (2.12.7) 


A ogg 是 一 组 固定 的 矩阵 ,由 (2.12.6) 知 总 可 以 将 它们 选择 
为 对 a 和 8B 是 反对 称 的 : 


Cup 一 — Tga (2.12.8) 
例如 ,对 张 量 表示 (2.12.3) 和 (2.12.4), 我们 有 
[ooe]rs = a Nge — Banas (2.12.9) 
O [oeplys"= = Narda dës — Narda Os 十 088520", — neous ®, 
(2.12.10) 


© 并 不 是 任何 常数 矩阵 集 都 可 以 作为 矩阵 ou 的 ,它们 还 必 
须 受到 限制 以 使 DCA) 满足 群 乘法 规则 (2.12.2)。 首先 把 此 
规则 用 到 乘积 ALL + oj]4-: 上 是 方便 的 : 

DADDA + o)D(C4-D = DU + AoA) 
ETS) © A 0 阶 量 时 ,此 式 就 是 1 = 1, EE o —We 
时 , 我们 必须 令 公 式 两 边 wes 的 系数 相等 : 
D(A) DLAI) = 0,,A7A®s (2.12.11) 

如 果 我 们 现在 令 A= 1+ w( 不 必 是 相同 的 o) 以 及 4 = 
— o, 则 此 式 在 准确 到 w 的 一 阶 量 时 成 立 , 只 要 o 满足 如 下 对 
易 关 系 ， 

[coop Cys] 一 176008 一 ya0'gs 十 pC pa — Noa yp (2.1 12. 12) 
式 中 的 方 括号 代表 通常 的 矩阵 对 易 子 

[u, v] 三 :wz 一 vu 

读者 不 难 验 证 矩阵 (2.12.9) 和 (2.12.10) 的 确 满足 方程 
(2.12.12), 这样 一 来 ,寻找 无 限 小 齐 次 Lorentz 群 的 一 般 表 
示 问 题 就 化 成 寻找 满足 对 易 关 系 〈2.12.12) 的 所 有 和 矩阵 的 间 
题 . o. . 
.这 些 对 易 关系 可 以 写成 更 为 熟悉 一 些 的 形式 ， 办 法 是 定 
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义 如 下 的 矩阵 


a= 4 [一 ;cas 十 oo] & = i [fox 一 onl 
2 2 
1 . 1 | 

a, = Ey [一 ;ca t on] b= 7 { 一 ;oa 一 oo] 


1 . 1 . 
43 一 2 [一 ;oa 十 oo] b = z [一 ;ou — oy] 


(2.12.13) 
于 是 方程 (2.12.127 成 为 
a axa=ia (2.12.14) 
b x b=tb (2.12.15) 
[a;, b] =0 (2.12.16) 


方程 (2.12.14) 一 (2.12.16) 就 是 一 对 独立 的 角 动 量 和 矩阵 的 对 
易 关系 .构造 这 些 矩 阵 的 规则 可 在 任何 一 本 非 相 对 论 量 子 力 = 
学 书 0 上 找到 ， 在 最 一 般 的 情形 a 和 jb 是 “不 可 约 ”分 量 的 
直 和 ,每 个 分 量 都 用 一 整数 或 半 整 数 4 或 了 来 表征 , 且 有 
a= A(4+1) b= B(B+ 1) (2.12.17) 
其 维 数 是 24 + 1 或 28 +1, 于 是 在 无 限 小 齐 次 Lorenz 变 
换 下 作 线 性 变换 的 最 一 般 的 对 象 d, 可 以 分 解 为 一 些 “ 不 可 约 
_ 的 ”部 分 ， 由 一 对 整数 或 半 整 数 (4。87 所 表征 , 每 一 部 分 有 
《24 十 1)(28 + 1) 个 分 量 ， 
直接 的 计算 指出 逆 变 矢量 表示 (2.12.9), 以 及 其 相应 的 协 
变 矢量 表示 都 有 A=B = +. 任何 张 量 表示 (例如 (2.12.107 
均 可 看 作 矢 量 表示 的 直 乘 , 故 它 仅 含 4 十 B 是 整数 的 不 可 约 
分 量 ; 例如 , 一 般 的 二 阶 张 量 表示 (2.12:10) 包含 的 不 可 约 分 
量 , 其 (4, B) 等 于 611)(C1.0)(0.10) 和 (0.0).《〈4 + BD HF 
整数 的 表示 与 张 量 有 本 质 的 不 同 ,而 称 为 旋 量 表示 .最 熟知 的 
例子 是 ,Dirac Fy, RPAC, BYE FC, 0) RCO, 34), 
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在 通常 空间 旋转 下 某 一 对 象 的 变换 特点 由 其 相对 于 无 限 
小 Lorentz. 变换 (2.12.5)( 它 的 ww = 0) 的 性 质 所 确定 ,从 而 
由 ap 的 纯 空 间 分 量 F125 0233 On 的 结构 确定 . 由 这 些 分 量 , 我 
们 可 以 构造 一 个 矩阵 矢量 


s = a + b = —i {Tns C33 on} (2.12.18) 
按照 (2.12.14) 一 (2.12.16) 式 , 它 具有 有 角 动 量 的 对 易 关 系 : 
8X s= is (2.12.19) 


齐 次 Lorentz. 群 的 任何 不 可 约 表示 〔〈4，B) 可 以 分 解 中 成 ? 
. 等 于 ss +1) 的 部 分 ， 其 中 * 是 在 14 一 B| 和 4 十 8 间 的 
整数 或 半 整 数 ;每 项 表示 一 个 自 旋 为 * 的 激发 态 ( 例 如 粒子 )， 
由 (2.12.18) 推出 ， 张 量 表示 只 能 描述 有 整数 自 旋 的 激发 态 ， 
而 旋 量 表示 只 可 描述 有 半 整 数 自 旋 的 激发 态 。 

有 限 的 Lorentz 变换 可 以 通过 把 无 限 多 个 无 限 小 Lorentz 
变换 乘 在 一 起 而 构成 。 同样 , 无 限 小 Lorentz 群 的 表示 可 以 


” 用 来 构造 有 限 Lorentz 变换 群 的 张 量 表示 ， 如 人 象 (2.12.3) 和 


(2.12.4). 然而 ,如 果 想 构造 有 限 Lorentz 变换 的 旋 量 表示 ， 
我 们 发 现 只 能 获得 “精确 到 只 差 一 正 负 号 的 表示 ””; 即 , 群 梯 
法 定律 (2.12.2) 有 时 在 右边 有 负 号 。 例如 , 绕 一 给 定 轴 连 续 
两 次 作 180° 旋转 的 乘积 并 不 给 出 单位 矩阵 ,而 是 一 1 乘 单位 
.矩阵 。 这 些 负 号 的 出 现 意味 着 旋 量 场 本 身 不 可 能 是 物理 的 可 
观测 量 ,虽然 旋 量 场 的 偶 函 数 可 以 是 可 观测 量 . 


13, 时序 和 反 粒 子 * 


Lorentz 变换 最 显著 的 特点 之 一 是 它 不 能 保持 事件 的 时 

序 不 变 。 例如, 假定 在 一 个 参考 系 中 观察 到 x; 处 的 一 个 事件 

发 生得 比 处 的 一 个 事件 晚 , 即 8 > x 。 第 二 个 观测 者 看 到 

第 一 个 观测 考 以 速度 v 运动 ， 他 发 现 这 两 个 事件 相隔 的 时 间 
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若是 l - 
xz 一 2 一 MG — xf) 

AH AIC) 是 由 《2.1.17) 一 (2:1.21) 所 定义 的 “ 推动 
用 S 1.17) 和 (2.1.21) 式 得 


aP = 7( 妈 一 xz 十 7V CE xX) 
十 式 取 负 号 的 条 件 是 
ov (x,—x) <— — (x? — xD) (2.13.1) 
YE, 这 似乎 会 有 导致 逻辑 伴 廖 的 危险 . 假定 第 一 个 观测 
者 看 到 放射 性 误 变 4 一 B+ CEA xm RE, 随后 在 点 2f 
子 8 被 骸 收 ,例如 B 十 D -> E， 第 二 个 观测 者 是 否 会 观测 到 
AF BEA x 的 吸收 先 于 它 在 点 n 的 发 射 昵 % 只 要 我 们 注 
意 到 表征 任何 Loren 变换 ACv) 的 速度 |v| 必定 小 于 1, 那 
么 这 个 伴 雇 就 不 会 出 现 了 ， 这 是 由 于 (2.13.1) 式 仅 当 
[x2 — mi) > |e — ail (2.13.2) 
时 才 成 立 然而 ， 这 是 不 可 能 的 , 因为 假定 了 粒子 B 由 x, 飞 
符 到 oh, 而 (2.13.2) 式 将 要 求 其 速度 大 于 1, 即 ， KTH. 换 
AEB. M24 x, n BARE OSB, 
me ep — 21) Cxi — x > 0 ; 
在 点 xy 和 点 x; 的 两 事件 的 时 序 才 受 到 Lorentz 变换 的 影响 。 
可 是 只 有 Xi 一 :和 2 是 类 时 的 -BR 
Nagl ri 一 r) Cai — m2)’ <0 
才 会 有 一 个 粒子 从 Xt 飞行 到 Xa ; 
虽然 时 序 的 相对 性 对 经 典 物理 学 不 会 产生 什么 问题， 但 
它 在 量 于 理论 中 却 起 着 深刻 的 作用 . 测 不 准 原理 告诉 我 们 ， 
当 我 们 确定 一 个 粒子 在 时 间 ey 所 处 的 位 置 x, 则 我 们 不 再 能 
精确 确定 其 速度 .因此 , 即使 x 一 x, 是 类 空 的 ( 即 ]xi 一 xl 
> jd 一 地 |]) ETEA- ENAH n 飞 到 x。 更 精确 地 
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说 ,粒子 由 x 飞 到 t 的 几率 不 能 略 去 ,只 要 


2 
a) — a ays 
. mm 


式 中 # 是 Planck 常数 ( 除 以 2x), Mim BRT. CBN GE 
对 基本 粒子 的 质量 来 说 这样 的 空 -时 间隔 也 是 很 小 的 ,例如 ， 
如 果 m 是 质子 的 质量 则 8/m = 2 X 10cm 或 者 用 时 间 单 位 
.是 6.X 10” sec。 注 意 在 我 们 的 单位 中 1sec 一 3 X 10%cm), 
于 是 我 们 再 一 次 磁 到 了 上 面 说 到 的 伴 廖 ; 如 果 一 个 观测 者 看 
见 粒子 由 点 zi 发 射 而 于 点 x; 被 吸收 ,而 且 如 果 (zx 一 Y 一 
(x39 一 x3)? 为 正 ( 但 小 于 训 /m*)， 则 第 二 个 观测 者 可 以 看 见 此 
粒子 在 点 = BRN A PP EEA x RAM Bl a, 
只 碍 一 个 方法 消除 这 个 伴 廖 ， 第 二 个 观测 者 必须 看 到 一 
个 粒子 在 点 x 发射 而 在 点 = 被 吸收 。 但 一 般 说 来 ， 第 二 个 
观测 者 看 到 的 粒子 必 不 同 于 第 一 个 观测 者 所 看 到 的 。 例如 ， 
如 果 第 一 个 观测 者 看 见 一 个 质子 在 点 xi 变 成 一 个 中 于 及 一 个 
下 介子 。 然 后 在 点 所 看 见 二 介子 及 某 个 另外 的 中 子 变 成 质 
F, 则 第 二 个 观测 者 必 看 见 在 点 *; 中 子 变 成 质子 及 一 个 带 负 
电荷 的 粒子 , 然后 这 个 粒子 在 点 x 被 质子 吸收 而 成 中 子 . 由 
于 质量 是 Lorentz 不 变量 ， 故 第 二 个 观测 者 所 看 见 的 带 负电 
” 葡 粒 于 的 质量 将 等 于 第 一 个 观测 者 所 见 正 x 介子 的 质量 . 的 
确 存在 着 这 样 的 粒子 , 称 作 负 = 介子 ,而 且 其 质量 的 确 与 正 * - 
介子 的 相同 。 这 一 推理 引导 我 们 得 出 结论 ;每 类 荷 电 粒 子 都 
存在 着 与 其 电荷 相反 而 质量 相间 的 粒 于 , 称 作 反 粒 子 : 注意 ， 
在 非 相对 论 量子 力学 或 相对 论 性 经 典 力学 中 却 得 不 到 这 样 的 
结论 ; 只 有 在 相对 论 量子 力学 中 反 粒 子 才 成 为 必要 局 ， 而 且 
- 正 是 反 粒 子 的 存在 导致 相对 论 量子 力学 具有 如 下 的 特征 ， 即 
只 要 给 与 足够 的 能 量 ， 我 们 就 能 产生 任意 数目 的 粒子 及 其 反 
at. 
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第 二 篇 广义 相对 论 


第 三 章 等 效 原理 


引力 和 惯性 力 等 效 的 原理 告诉 我 们 ， 一 个 任意 的 物理 系 
统 对 于 外 界 引 力 场 将 作 何 反应 。 我们 先 看 看 这 个 原理 讲 些 什 
么 , 然后 在 本 章 其 余部 分 看 看 它 的 一 些 结果 。 但 是 运用 等 效 
原理 的 合适 的 数学 工具 是 张 量 分 析 ， 只 有 在 下 一 章 介绍 了 张 
量 分 析 后 才能 够 利用 这 个 原理 的 全 部 内 容 ， 


1. 等 效 原 理 的 表述 


等 效 原理 依据 的 是 由 Galileo, Huygens, Newton, Bessel 和 
Eéwés PATNA SIT RAR SE (参看 1.2 
45). Einstein 认为 这 一 等 价 性 的 结果 之 一 是 : 在 一 个 自由 下 
落 的 升降 机 里 无 法 检验 稳定 均匀 静态 的 外 引力 场 ， 因 为 在 这 
种 引力 场 的 作用 下 ,观测 者 ,他 们 的 检测 物体 以 及 升降 机 本 身 
都 具有 同样 的 加 速度 .对 于 含有 NN 个 质点 的 \ 在 力 FCxw 一 xx) 
《例如 ,静电 力 或 引力 ) 和 外 引力 场 g 的 作用 下 ,以 非 相对 论 速 
度 运动 的 体系 ,上 述 论 断 易 于 得 到 证 明 ， 运 动 方程 是 : 


tin oxy = myg + 5 F(x, -一 Xy) (3.1.1) 
M 


假定 我 们 作 一 个 非 Galilee 的 空 -时 坐标 变换 


x = x — + g? f=t (3.1.2) 
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那么 g 就 要 被 惯性 “ 力 "所 抵消 ,运动 方程 将 变 为 
my Ty = E Fok — mi) (3.1.3) 


因此 原来 使 用 xe 坐标 的 观测 者 O 和 使 用 xz 坐标 的 自由 隆 
落 的 同伴 O 将 发 现 力学 规律 并 无 区 别 , 只 是 观测 者 〇 将 说 他 
感觉 到 一 个 引力 场 而 0 说 他 没有 感觉 到 ， 等 效 原理 说 ,惯性 
力 与 引力 抵消 (从 而 它们 的 是 等 效 的 ), 这 一 点 对 一 切 自 由 降 
落 系统 都 是 适用 的 ,不 论 它 是 否 可 以 用 (3.1.1) 这 样 简单 的 方 
程 来 描述 . i 

我 们 暂 不 准备 陈述 等 效 原理 的 最 后 形式 ， 因 为 前 面谈 到 
的 只 是 稳定 均匀 的 引力 场 ，g 要 是 与 x 或 + 有关, 我们 就 不 
可 能 用 加 速度 (3.1.2) 从 运动 方程 里 把 它 消去 。 例如 地 球 绕 
着 太阳 在 自由 降落 ,地 球 上 大 部 分 人 并 不 感到 太阳 的 引力 场 ， 
但 这 个 场 的 微小 的 不 均匀 性 (从 正午 到 子夜 变化 约 6000 分 之 
1) 就 足以 产生 壮观 的 潮汐 ， 即 使 是 在 Einstein 的 自由 降落 的 
升降 机 里 的 观测 者 ,原则 上 也 能 够 测 出 地 球 的 引力 场 ,因为 逢 
降 机 里 的 物体 将 沿 着 径 向 落 到 地 球 的 中 心 ， 从 而 在 升降 机 降 
落 的 过 程 中 会 互相 接近 ， 

尽管 对 于 在 不 均匀 的 或 与 时 间 有 关 的 引力 场 里 的 自 由 隆 
落 系统 ,惯性 力 不 能 与 引力 精确 地 抵消 ;我 们 仍然 期 望 可 以 近 
似 地 抵消 ， 只 要 我 们 的 注意 力 是 集中 于 场 变 化 很 小 的 空间 和 
时 间 范 围 内 。 因 此 我 们 把 等 效 原理 表述 为 在 任意 引力 场 里 的 
每 一 个 空 时 点 。 有 可 能 选择 一 个 “局 部 惯性 系 ”, 使 得 在 所 讨论 
的 那 一 点 附近 的 区 分 小 的 邻 域内 ,自然 规律 的 形式 ,与 没有 引 
力 场 时 在 未 加 速 的 Descartes 坐标 系 里 具有 相同 的 形式 。 这 
里 所 谓 “ 与 在 未 加 速 的 Descartes 坐标 系 里 相同 的 形式 ”, A 
话 还 有 些 含糊 。 为 避免 任何 可 能 的 混淆 ,我 们 可 以 确切 地 说 ， 
.这 指 的 是 自然 定律 的 狭义 相对 论 的 表述 形式 ,如 方程 (2.3.1)， 
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(2.7.6), (2.7.7), (2.7.9) 和 (2.8.7). 另 一 个 问题 是 小 到 什 - 
么 程度 才 算 是 “充分 小 ”粗略 地 说 , 我 们 是 指 邻 域 要 小 到 足 
以 使 得 它 里 面 的 引力 场 没有 可 觉察 到 的 变化 ， 在 没 学 会 如 何 
用 数学 表示 引力 场 之 前 ， 我 们 无 法 说 得 更 精确 了 《参看 4.1 
PR). 

细心 的 读者 可 能 已 经 注意 到 等 效 原理 和 Gauss 取 作 非 欧 
几何 基础 的 公理 之 间 的 某 些 相似 狂 ， 等 效 原 理 说 ,在 空 -时 的 
任 一 点 ， 我 们 可 以 建立 一 个 使 物质 满足 狭义 相对 论 规 律 的 局 
WRER. 我 们 在 第 一 章 已 经 着 到 ，Gauss 曾 假设 在 曲面 的 
任 一 点 上 ， 可 以 建立 一 个 使 距离 遵从 Pythagoras 定律 的 局 部 
Descartes 坐标 系 。 这 个 深刻 的 类 比 , 使 我 们 预期 引力 规律 和 
Riemann 几何 公式 之 间 将 会 存在 惊人 的 相似 。 特别 是 ，Gauss 
的 假设 隐 含 着 : 一 个 曲面 上 的 所 有 内 在 性 质 可 以 通过 把 曲面 
上 某 个 一 般 坐标 系 r 变 到 局 部 Descartes 坐标 系 8 的 变换 x 
— SHR E Ce) 的 偏 导数 85°/8xr 来 描写 ， 而 等 效 原理 告 
诉 我 们 : 引力 场 的 全 部 效应 可 以 通过 确定 从 “实验 室 ” 坐 标 x* 
到 局 部 惯性 坐标 5* 的 变换 的 函数 5*(x) 的 偏 导 数 88“/Ox* 来 
HS. 而 且 在 第 一 章 指出 过 , 几何 上 与 这 些 导 数 有 关 的 函数 
就 是 由 方程 (1.1.7) 所 定义 的 量 ge。 ;我 们 在 本 章 的 后 面 几 节 
里 将 看 到 引力 场 输 好 也 用 同样 的 方法 来 描述 . 

有 时 在 文献 里 出 现 * 弱 等 效 原理 ”和 “ 强 等 效 原理 ” 之 分 。 
强 等 效 原理 就 是 如 上 所 述 , 其 中 提 到 的 “自然 规律 ” 指 的 是 所 
有 的 自然 定律 。 吉 等 效 原理 在 其 它 方面 都 一 样 ,只 不 过 把 “ 自 
然 规律 ” 换 为 “自由 降落 的 质点 的 运动 规律 ”, 即 弱 原 理 只 不 过 
是 观察 到 的 引力 质量 和 人 惯性 质量 等 价 性 的 复述 而 已 ， 而 强 原 
理 则 把 这 种 观察 结果 推广 ， 认 为 它 支配 引力 对 所 有 物理 系统 
的 效应 . 

Eötvös, Dicke WAR Hi ASAT EIR (BS 1.2 47) 只 
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对 弱 等 效 原理 握 供 了 直接 验证 ， 而 对 强 等 效 原理 只 提供 了 一 
些 间接 的 验证 ， 不 同 种 类 物质 的 质量 以 不 同 的 比例 来 源 于 组 
成 它们 的 中 子 、 质 子 和 电子 ,以 及 把 这 些 粒子 结合 在 一 起 的 强 
相互 作用 和 电磁 作用 ， 所 以 引力 质量 和 惯性 质量 之 比 只 要 对 
所 有 这 些 组 成 成 份 均 相同 时 ， 就 会 对 所 有 这 些 种 类 的 物质 是 
相同 的 。 Wapstra 和 Nijg™ 证 明 过 ， 由 Eötvös 测定 的 对 琉 
璃 .软木 . 镜 和 黄 铜 的 引力 质量 和 惯性 质量 之 比 的 任何 可 能 不 
相等 的 上 限 可 以 推出 , 对 于 中 子 、 质 子 和 电子 , 这 种 比值 也 应 
相等 ， 准 确 到 6 x 105 分 之 一 ; 对 于 中 子 和 结合 能 ， 准 确 到 
1.2 x 10 分 之 一 ， 在 这 样 的 精度 范围 内 , 一 个 在 自由 降落 的 
参考 系 里 的 观测 者 是 测 不 出 作用 在 中 子 、 氢 原子 或 它们 的 结 
合 能 上 的 引力 的 。 要 提出 一 个 既 满足 这 样 的 要 求 而 又 排除 强 
等 效 原理 〈 在 一 个 局 部 惯性 系 里 感觉 不 到 任何 种 类 的 引力 效 
应 ) 的 理论 将 是 很 困难 的 事 . 

但 我 们 可 以 将 强 等 效 原理 分 为 两 种 : 一 种 是 “ 甚 强 等 效 
AR”, 适用 于 所 有 的 现象 。 另 一 种 是 “中 强 等 效 原理 ”, 适用 
于 引力 以 外 的 一 切 现象 .当然 Estvss 和 Dicke 的 实验 精度 还 
不 足以 说 明 引 力 结合 能 是 否 对 惯性 质量 和 引力 质量 产生 同样 
的 影响 ， 这 个 问题 可 以 通过 对 一 个 小 物体 围绕 一 个 大 物体 作 
轨道 运动 的 研究 得 到 解决 ,后 者 本 身 在 引力 场 中 作 自 由 降落 ， 
例如 ,地 球 的 引力 结合 能 所 引起 的 质量 占 其 总 质量 的 一 8.4 x 
10-*， 而 人 造 卫 星 的 引力 结合 能 引起 的 质量 与 总 质量 的 比 却 
要 小 很 多 ,这样 ,( 考 虑 极端 情况 ) 如 果 ( 负 的 ) 引 力 结合 能 完全 
贡献 给 惯性 质量 ,一 点 也 不 页 献 给 引力 质量 的 话 ,那么 卫星 的 
引力 质量 和 惯性 质量 之 比 要 比 地 球 的 大 8.4 x107, ARE 
自由 降落 ,地球 公转 的 惯性 力 和 太阳 对 它 的 引力 相 平衡 由 
于 太阳 的 存在 和 地 球 的 公转 作用 在 卫星 上 的 引力 和 惯性 力 等 
于 (暂时 忽略 卫星 和 地 球 质心 之 间 的 距离 ) 作 用 在 地 球 上 的 引 
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为 和 社 性 力 乘 上 它们 的 引力 质量 或 惯性 质量 之 比 ， 所 以 , 在 
卫星 上 这 两 个 力 不 平 衡 , 引力 比 惯性 力 大 8.4 x 10, 在 地 
球 的 公转 轨道 上 ， 太 阳 引 力 所 产生 的 加 速度 约 为 在 地 球 表面 
上 因 地 球 的 引力 引起 的 加 速度 的 6X10™* 倍 , 所 以 我 们 断定 ， 
如 果 地 球 的 引力 结合 能 完全 贡献 给 它 的 惯性 质量 而 不 给 它 的 
引力 质量 ， 那 么 低 轨 道 的 人 造 地 球 卫星 将 感受 到 太阳 的 一 个 
等 效 的 吸引 ， 其 大 小 约 为 地 球 对 它 的 引力 的 5.4 x 10 HE, 
. 这样 微小 的 效应 会 因 卫 星 远离 地 球 质心 ,完全 被 “潮汐 力 ”所 
掩盖 ,而 无 法 测量 出 来 。 这 是 很 遗憾 的 ， 因 为 正 是 把 等 效 原 
理应 用 于 引力 场 这 个 甚 强 的 假设 ， 将 在 第 五 章 中 把 我 们 引 到 
Einstein 的 引力 场 方程 . 


2 引 H 


考虑 在 纯粹 引力 作用 下 自由 运动 的 一 个 粒子 。 根 据 等 效 
原理 ， 存 在 一 个 自由 降落 的 坐标 系 6, 粒 于 在 这 个 坐标 系 里 
的 运动 方程 是 空 -时 中 的 一 条 直线 , 即 。 


ae 0 (3.2.1) 
` dT’ ar 
其 中 dr 是 原 时 | 
di? == —1, pd E*dE? - (3.2.2) 


[比较 方程 C2.3.1) 和 (2.1.4). ] 现 在 假设 我 们 采用 任意 别 的 坐 
标 系 *“, 它 可 以 是 静止 于 实验 室 的 Descarte 坐标 系 , 但 也 可 
以 是 曲线 的 、 加速 的 、 旋 转 的 或 我 们 想 要 的 任何 其 它 坐 标 系 . 
自由 降落 坐标 5 是 x* 的 函数 , 而 方程 (3.2.1) BA 

d- { OF dx” 

0m oe ae) 
L Pat | OEY da" de 
Ox dr Oxx” dr dt 


KARD Sex/855, 利 用 熟知 的 薪 积 规则 


BE" Ox 5 
- oer BE a 
就 得 到 运动 方程 | 和 
oa Pe ay dat dat: ; 
， ° di E Ti» dr dr G2 3 
其 中 Te RN EN ， ae nee 
A — - Er . . p h 
. m=? Be Ox"Ox” ma, G24 
- 原 时 (3.2.2) 也 可 以 用 任意 的 坐标 系 表 示 成 
dt? = — qaf Oe . dar OFF aye ai (3.2.3) 
Ox Ox” a 
: dr? 一 —9,,dx"dx” i (3.2. 6) 
其 中 9 是 度 规约 量 。 定义 为 
Og° OEE o . 
Gus = Ore 日 好 Nop ` . e: 2. n 


“对 于 光子 或 中 微 子 ， 它 在 自由 降 这 坐标 条 里 的 运动 方程 
和 (3.2.1) 相同 ,只 是 独立 变量 不 能 取 为 原 时 (3.2.2)。 风 为 对 
于 零 质量 粒子 , (3.2.2) 的 右边 为 零 . RIR c= ERE T, 
于 是 (3.2.D 和 (3.2.2) BH woe a 
Gee 0 
do - 
dë“ de? 
do do ` . j 
根据 上 述 同样 的 理由 ， 我 们 得 到 在 任意 引力 场 和 任意 汪 村 和 
里 的 运动 方程 为 


0 = — Nag 


2 v a ee 
He + Th ae aE ay (3.2.8) 
do do do . 
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dx" ax’ E ; 
0 = — g9, — s i 3.2.9 
~ do do ( ) 


其 中 区 和 9 同 前 面 一 样 ,由 (3.2.4) 和 (3.2.7) 定义 。 

顺便 指出 , 在 《3.2.3) 和 (3.2.8) 两 式 中 , 为 得 到 粒子 的 运 - 
动 , 我 们 并 不 需要 知道 和 o 是 什么 . 内 为 解 这 些 方程 得 到 
zeler) 或 内 Go)， 可 以 消 掉 z* 或 5 得 到 y(。(3.2.6) 式 的 目的 
是 告诉 我 们 如 何 去 计 算 原 时 ,而 (3.2.9) 式 的 目的 是 给 零 质量 
粒子 附加 上 适当 的 初始 条 件 。 特 别 是 ,方程 (3.2.9) 告 诉 我 们 ， 
光子 经 过 一 段 距 离 dx 所 需 时 间 dz 由 如 下 二 次 方程 确定 : 

O OS pdt? + 20 pdx’ dt + gndridxi 

其 中 和 i 遍 取 1, 2, 3. 它 的 解 是 = 

dt = x [一 9giodx 一 {(9;09i0 一 I; Iw dxidxi}?] (3.2.10) 


seeite wipe tema RRSEIONTA, 可 沿 这 条 路 径 对 di 积分 计 
算得 到 . 

在 任意 坐标 系 ** 里 的 一 点 XX 处 的 度 规 张 量 gw 和 仿 射 联 
络 Pi 的 值 提供 了 足够 信息 来 确定 在 X 点 邻 域 的 局 部 惯性 坐 
BEG). 首先 用 85/6x? RHE (3.2.4) 并 利用 乘积 规则 


OFF Ox _ 
Ox* ë“ ôa! 
由 此 得 到 5" 的 微分 方程 : 
OE" pa OEP 
Arar T}, Dai (3.2.11) 
它 的 解 是 
se(x) = at + bilet — XA 
+ > OST y(t — Xr? — Rt: (3.2.12) 
其 中 rex) I (5215) 
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由 方程 (3.2.7) 我 们 还 知道 . 
Wapbrbs = Guy X) (3.2.14) 
因此 ， 给 定 X 处 的 2, 和 9， 局 部 惯性 坐标 5* 就 被 确定 到 
(x— X) BU, 留 下 常数 a* MOT AE. Of HAR (3.2.13) 可 ， 
以 确定 到 差 一 个 Lorentz 变换 如 -> Age, BELL E Ce) 的 解 的 
不 确定 性 恰好 反映 了 这 样 的 事实 , 即 如 果 上 是 局 部 惯性 坐标 ， 
MA Ast? + e* 也 是 局 部 惯性 坐标 . HTT 和 9,, 决定 局 部 
惯性 坐标 准确 到 只 差 一 个 非 齐 次 Lorentz 变换 ， 又 由 于 引力 
. 场 不 能 在 局 部 惯性 坐标 系 里 产生 任何 效应 ， 因 此 发 现 引 力 的 
MARIOS eT, 和 9 中， 就 不 应 当 引 起 我 们 的 惊讶 . 
但 是 ,注意 到 《3.2.12) 式 只 在 点 x 一 区 满足 (3.2.117 式 ,而 为 
了 能 够 对 所 有 的 * 解 出 (3.2.11), 有 必要 使 仿 射 联络 的 导数 渍 
足 一 定 的 对 称 条 件 ,这 留 在 第 五 章 再 讨论 . 


3. Quy FT 的 关系 


我 们 在 处 理 自由 降落 质点 时 已 经 证 明 ，、 决 定 引力 的 场 是 
“ 念 射 联络 ”了 3,, 而 坐标 距离 无 限 小 的 两 个 事件 之 间 的 原 时 是 
由 “ 度 规 张 量 ”9,, 来 决定 的 。 现在 我 们 证 明 9,, 也 是 一 个 引 
力 势 ;这 就 是 说 ,它们 的 导数 决定 场 Th. 

我 们 先 回顾 度 规 张 量 的 公式 , BE (3.2.7): 


Ogu OF, OE OE OE 
Br: OxtOee bx P Orr OxOx’ “ 
利用 (3.2.11) 式 ,可 得 
BIas re 98" OFF 
= Ti 
o ð Ox? Ox” 


OE* OEF 
ap t TE A 7 
Nap v Bre Oxe PF 


再 利用 (3.2.7) 我 们 得 到 
O9 yy 

Ox! l 

在 解 出 T 之 前 ,有 必要 指出 在 推导 方程 3.3.1) 时 由 于 记 

号 过 于 简洁 而 被 隐蔽 起 来 的 微妙 之 处 ， 当 我 们 建立 局 部 惯性 
坐标 系 ECs) 时 , 我 们 也 是 在 给 定 的 XX 点 进行 的 ,而 X 点 的 局 
部 惯性 坐标 应 当 记 为 如 人 (*7， 因 此 方程 (3.2.7) 和 (3.2.11) 当 
IX) 一 (exter Sexo). Om a), (3.3.2) 
Co ae 
当 我 们 对 X 微 商 (3.3.2) 时 ， 我 们 得 到 的 各 项 分 为 两 类 ， 第 


= TEI» + Tipu (3.3.1) 


ZEARI r= X 而 引起 的 ， 这 些 项 只 包括 二 阶 导 数 


(3.3.3), 它们 可 以 象 从 前 那样 , 很 容易 算出 ， 第 二 类 项 是 因为 
5x) 带 着 下 标 X 引起 的 ; 这 些 项 包含 的 导数 类 似 于 


(E) (8.34) 


它们 似乎 是 和 度 规 或 仿 射 联络 没有 关系 。 为 了 处 理 第 二 类 的 
项 ,需要 着 重 解释 一 下 等 效 原理 中 的 “局 部 惯性 ? 指 的 是 什么 。 
在 第 5 节 里 ， 我 们 将 看 到 度 规 张 量 的 一 阶 导 数 可 以 通过 比较 
空 时 距离 无 限 小 的 全 同时 钟 的 速率 来 度量 ， 因 此 我 们 将 把 等 
效 原理 的 含义 解释 为 在 给 定 的 点 天 所 构造 的 局 部 惯性 坐标 
x 可 以 选择 得 使 度 规 张 量 的 一 阶 手数 在 六 等 于 0。 在 坐标 系 
Et E, AX’ 处 的 度 规 张 量 由 (3.3.2) 给 出 

yr Ey C(x) OER Cx 

o% X) = Gace ae 的 有 

等 效 原 理 的 新 解释 告诉 我 们 , 这 个 量 在 X' =X OW X RR 
极 值 。 为 了 利用 这 个 条 件 , 我 们 引进 一 个 任意 的 “实验 室 ” 坐 
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di 


wl, 


RA x", 并 写 出 
Q(X’) = (He. OER Ce) ne) y 


Ox" Ox” 
= OX OE Cx) IEL 
or re CX" (ee Ox" Ox’ PEOD oe 


对 X44 微 商 并 令 X' 一 X (ESIC 9% CX") 取 极 什 ) 
OO L oz, Or) (SD OED} 


OX* Ox" Ox” 
= ny (ZEL OED. p OE). EXO) 
re OxiOx* Ox” Ox" Ox* Ox” / x= 


现在 不 出 现 类 似 (3.3.4) 的 导数 了 ,我 门 可 以 象 从 前 那样 利用 
(3.3.2) 和 (3,3.3) 来 证 明 


92 一 =T? KOO? + Ti CXI pX) 


此 式 正 是 方程 C3.3.1)， . 
现在 我 们 回 到 前 面 的 简短 的 推导 并 解 出 仿 射 联络 ， 方程 
(3.3.1) 加 上 上 和 互 换 后 的 《3.3.1) 再 减 去 > MA ERAN 
《3.3:1)。 我 们 便 得 到 
Ogu, | Og9i, Ia 
ôx? + Dai ~ ax 
OT a + eal Sy 一 gog 一 gu 
= 29.1 1, i (3.3.5) 
CE Tis 和 9 在 和 wv 互 换 下 是 对 称 的) 定义 一 个 矩阵 9 
作为 9 BERE, BI 
99, = 6 O ~ (3.3.6) 
用 Riad PATER 最 后 得 到 


og 09,, _ 09 
T7 一 一 1 gvo { 人 十 5e a) 3.3.7 
a 2 Ox" Ox" . Ox” £ ) 


一 Il ha + Irel i» 
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[应 当 注意 (3.2.7) 保证 了 度 规 张 量 确实 有 一 道 式 , 表 为 
ge = 9” = n Ox” . Ox? 
` O& og 


Deere cresyl 
Ox Or _ 


(3.3.8) 


我 们 得 到 
an Ox” Ox" ðE OE 
ace ae? Oxr Oxr 


这 是 (3.3.6) 式 所 要 求 的 .] 有 时 把 方程 (3.3.7) 的 右边 称 为 
Christoffel 记号 ,并 记 作 
| ` l 
fiat 


仿 射 联络 和 度 规 张 量 的 关系 的 一 个 重要 推论 ， 就 是 自由 
下 落 粒 子 的 运动 方程 会 自动 地 保持 原 时 间隔 dr 的 形式 。 利 - 
用 (3,2.3) 我 们 可 以 算得 
d { dx" ae) _ Ium dx’ dx” dx? 


= 一 一 一 一 一 LL”. 一 一 一 


ace’ di dr ðr? dr dr dr 
o, Get de g det as? 
> d? dr de dt 
09,5 | dx" dx? dx? 
= E — 90%, — 9.1% —— m 
[Bs po a a] dr dr dr 
而 (3.3.5) 式 告诉 我 们 它 等 于 0， HT 
dx" dx” 7 
» — — = —C 3.3.9 
dr dr C ) 


其 中 C 是 运动 常数 。 因此 ， 一 旦 我 们 选 定 初始 条 件 使 47? 的 


sg4 >» 


表达 式 为 《3.2.6), 便 得 到 C 一 1, m (3.3.9) 式 便 保证 (3.2.6) 
式 治 着 粒子 轨道 始终 成 立 。 类 似 地 ,对 于 一 个 零 质量 粒子 , 初 
始 条 件 给 出 C = 0 (Cr 换 为 某 个 其 它 的 参数 c) 而 运动 方程 将 
使 gwaxxax" 沿 着 整个 路 径 都 等 于 0. 

关系 式 (3.3.5) 的 另 一 个 推论 就 是 ,我 们 能 够 把 自由 落体 
的 运动 规律 表达 成 一 个 变 分 原理 。 让 我 们 引进 一 个 任意 参数 
?来 描写 路 径 , 把 粒子 从 4 点 降落 到 B 点 所 经 过 的 原 时 写 为 

a dt z dx" dæ)” 

T 34 -| — dp = | [Se ip =) dp 
现在 把 路 径 从 x*(p) 变 到 x*(p) + 6x*Cp), FERRARA 
即 在 pa 和 ps 处 令 5x* 一 0。 所 引起 的 Tes 的 改变 量 为 

OTs 一 工 人 f-o, d:t, any 

2 JA dp dp 
x{- 8gw gyi det da” _ 29 aos" de”) d 
Ox? dp dp dp dp 
被 积 式 的 第 一 个 因子 正 是 dp/dr, 所 以 积分 可 改写 为 


3f1 09 dx” dx” 
r4 442 ðr © lr dt 


现在 我 们 用 分 部 积分 法, 略 去 端点 的 贡献 ， 因为 在 4 和 了 处 的 
dx" 为 零 ， 由 此 得 到 


B » 
Tx 一 一 | [+ CSa del dž 
al2 ðr dr dr 


— Ii, dx? dx” — gı on} Bxidr 
Bxr dr dr ? dr 
把 方程 (3.3.5) 代 人 并 记 住 T2， (O RADITE, 我 们 得 到 
= Bf Px v dx* dx? xi 
ôT aa Ree +r, 4 i ae IE) os dr (3.3.10) 


s $5 e 


因此 ， 遵 从 自由 下 落 的 方程 (3.2,3) 的 质点 所 取 的 空 -时 路 径 
应 使 得 它 所 经 过 的 原 时 为 极 值 (通常 为 极 小 值 ), 即 ， 
Tga =Ù 

所 以 我 们 可 以 用 几何 方式 把 运动 方程 (3.2.3) 表述 为 : 在 称 
为 引力 场 的 弯曲 空 -时 中 一 个 自由 降落 的 质点 将 沿 着 两 点 间 
最 短 (或 最 长 ) 可 能 的 路 径 运动 ; “长度” 是 由 原 时 来 度量 的 ,这 
样 的 路 径 称 为 测 地 线 。 例 如 ,我 们 可 以 想象 太阳 使 空 时 变形 ， 
“如同 重 物 使 橡皮 膜 变形 一 样 ， 因 而 彗星 的 轨道 弯 向 太阳 可 以 
和 “H”. 但 是 , 这 种 几何 的 类 

内 是 由 等 效 原理 导出 的 运动 方程 的 一 个 后 时 ， 在 我 们 的 讨 
这 二 并 不 起 攻 要 的 作用 l 


4. Newton 极限 - 


为 了 和 Newton 理论 街 接 ， 让 我 们 闭 坊 一 个 质点 在 弱 的 
定 态 引力 场 中 缓慢 运动 的 情况 。 如 果 质 点 运动 足够 慢 , 相对 
于 9z/dr RATT ARER aX /dr, FÆ (3.2.3) BH 


2 
teers (pmo 


因为 场 是 定 态 的 , gu SPANIA 0, 因此 


ri = — L ge Og 
2 Ox” 


最 后 ,因为 场 是 弱 的 , 我 们 可 以 取 一 个 近似 的 Descartes MAR 
系 ,其 中 


, Iag == Nag + hag lhag] «x1 (3.4.1) 
RE hop R A 
& os i af O30 
To l 2 9 Dé. 
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把 这 个 仿 射 联络 代入 运动 方程 就 得 到 
dx 


qe 2 r (FE) vim 


2 
d'r 一 一 一 0 
d 


第 二 个 方程 的 解 是 de [dr 等 于 常数 (上 略 去 hops it HE dr 也 可 得 
到 这 个 结果 ), 对 dx/4r? 的 方程 除 以 《dz /dr 站 ,我 们 得 到 


dx 1 、 
一 ”一 -一 一 ho -分 。 
ae 2 y (3.4.2) 
对 应 的 Newton 的 结果 是 
x 一 一 wb ~ (3.4.3) 
at 


其 中 8 是 引力 势 ,如 果 球 的 质量 为 M ， 则 在 距离 球 心 为 * 处 的 
势 等 于 
GM 

比较 (3.4.2) 和 (3.4.3), 我 们 得 到 

. ho = —26 + 常数 
又 因 在 远 距 离 处 坐标 系 必须 变 为 Minkowski 坐标 ,所 以 加 在 
无 限 远 处 为 雪 , 如 果 我 们 定义 无 穷 远 处 的 四 为 堆 [ 如 (3.4.4)]， 
我 们 就 发 现 这 里 的 常数 应 等 于 零 ,所 以 hw = 一 26, 代 回 到 度 
(3.4.1), 得 


$ 一 一 (34.4) 


99 =— (1 +26) ` (3.4.5) 

质子 表面 的 引力 势 由 的 量 级 为 107?， 地 球 表 面 为 10-”， 太 阳 
RHA 10%, GRA REA 10, 所 以 ,一 般 说 来 , 引力 在 Iu 
中 产生 的 变化 显然 是 非常 小 的 . CE c g s 单位 制 里 , SR 
纲 为 速度 平方 ; 在 我 们 的 单位 制 里 , 等 于 c. gs 的 值 除 以 
c.g. s。 制 中 光速 的 平方 .) 
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5. Itt fal WB Ak 


考虑 在 任意 引力 场 中 以 任意 速度 (不 一 定 要 自由 下 落 ) 运 
动 的 一 架 钟 ， 等 效 原理 告诉 我 们 , 如 果 我 们 从 一 个 局 部 惯性 
坐标 系 E 来 观测 它 , 它 的 速率 不 会 受 引 力 场 的 影响 . 根据 2.2 
节 , 钟 的 “滴答 ”之 闻 的 空 - 时 间隔 dee 在 这 个 系统 中 由 下 式 决 
定 

At = (Mead Bde") 
其 中 At 是 当 没 有 引力 场 时 静止 的 钟 的 “滴答 ”之 间 的 周期 ， 
因此 在 任意 坐标 系 里 “滴答 ”之 间 的 空 -时 间隔 为 


0 0 
At 一 (一 oo 5 dx“ oe ax)" 


或 者 引进 度 规 张 量 (3.2.7) 后 有 ， 

At = (—9,,dx"dx?)” 
如 果 钟 的 速度 是 4xw de, ABZ “AR” 之 间 的 时 间 间 隔 de K 
由 下 式 决 定 


dst dN . 
At (- wo" z) (3.5.1) 
特别 当 钟 静 正 时 ， 上 式 化 为 - 
at 


~ (35.2) 


单纯 测量 “ 注 答 ”之 间 的 时 间 间 隔 ， 并 把 它 和 制造 者 确定 
的 A: 值 进行 比较 ,我 们 是 无 法 观测 到 出 现在 (3.5.1) 和 (3.5.2) 
里 的 彤 胀 因子 的 ， 因 为 引力 场 对 时 间 标 准 的 影响 相同 于 它 对 
所 考虑 的 钟 的 影响 ， 这 就 是 说 , 如 果 标 准 钟 指 出 某 一 个 物理 
过 程 在 没有 引力 场 并 静止 时 行进 了 一 秘 钟 ， 那 么 在 有 引力 场 
时 它 还 是 指出 行进 了 一 秒 钟 ， 因 为 标准 钟 与 过 程 以 同样 的 方 
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式 受 引力 场 的 影响 。 但 我 们 可 以 比较 引力 场 中 不 同 两 点 处 的 
HARKAT. 例如 , 我 们 在 1 处 观察 来 自 2 处 的 一 个 特定 
的 原子 跃迁 发 出 的 光 ， 如 果 1 和 2 静止 在 定 态 引力 场 中 , 那 
么 波峰 从 2 传 到 1 所 需 的 时 间 将 是 一 个 常数 , 它 等 于 (3.2.10) 
沿路 径 的 积分 。 因 此 相继 到 达 1 处 的 波峰 之 闻 的 时 间 间 中 将 
等 于 它们 离开 2 处 的 时 间 间 隔 dz;, 由 (3.5.2) 得 出 
dt, = At(— Ilr) 

如 果 同 一 个 原子 跃迁 发 生 在 1 处 ， 那 么 在 1 处 观测 到 的 光波 
波峰 间 的 时 间 将 为 

| at; = A — g(x1)) 
因此 , 对 一 个 给 定 的 原 于 跃迁 , KA 2 处 的 光 的 频率 (在 1 处 
进行 观测 ) 和 来 自 1 处 的 光 的 频率 之 比 将 为 


2 = (e2) (3.5.3) 
在 弱 场 极限 时 ge 之 —1— 2p Mp 1, 所 以 
Xi 一 1 十 Ay 
Wy v 
其 中 
= $x) — pkr) (3.5.4) 


《对 于 均匀 的 引力 场 ， 这 个 结果 可 以 直接 由 等 效 原理 推 得 ， 无 
须 引 入 度 规 或 仿 射 联络 .》 

让 我 们 把 方程 (3.5.4) 应 用 到 从 太阳 表面 发 出 的 光 被 地 球 
上 观测 到 的 情况 。 太阳 的 引力 势 可 按 下 式 计算 


—GMo 
peo Re 


其 中 Mo 和 Re 是 太阳 的 质量 和 半径 ， 
Mo = 1.97 X 10g 
Ro = 0.695 X 10fkm . 
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G 是 引力 常数 

G = 6.67 X 10rserg cm/g? = 7.41 X 107%em/g (3.5.5) 
《我 们 在 这 里 用 了 c = 1 的 约定 ,给 出 lsec 一 3 x 10" cm; 在 
c g. s. 单 位 里 , 量 7.41 x 107% cm/g 应 当 对 应 于 C/c .7 我 们 
得 到 太阳 表面 的 引力 势 为 

,$e = —2.12 X 10™ 

地 蒜 的 引力 势 相 比 之 下 可 以 略 去 ， 所 以 从 太阳 发 出 的 光 的 频 
率 与 地 球 上 的 原子 发 出 的 光 相 比 ， 理 论 上 要 红 移 百 万 分 之 
2.12, 

测量 太阳 引力 红 移 的 困难 是 可 以 理解 的 ， 如 果 我 们 考虑 
光源 沿 地 球 到 太阳 的 方向 以 速度 o 运动 将 产生 一 个 附加 的 
Déppler 频 移 Av/y = v [回顾 方程 (2.2.227] ,于 是 引力 红 移 就 
可 能 被 一 个 一 2 X 10-5( 或 者 在 c. g s. 单位 里 > = 0.6km/ 
sec) 的 速度 所 掩盖 令 人 困惑 的 并 不 是 地 球 或 太阳 的 转动 ; 
这 些 已 知 效应 不 难 加 以 改正 。 热 的 影响 较为 严重 ; 在 温度 为 
3000K 时 ,典型 轻 元 素 (C. N. 0) 的 热 运 动 速度 大 约 2km/sec, 
所 引起 的 Doppler 致 宽 约 比 预计 的 引力 红 移 大 三 倍 。 但 是 热 
运动 只 加 宽 谱 线 ， 并 没有 移动 它们 ， 所 以 也 还 可 以 相 容 。 真 
正 谈 烦 的 间 题 是 来 自 太阳 大 气 里 因 气 体 对流 所 产生 的 未 知 的 
Déppler Wi, 事实 上 太阳 圆 面 观测 到 的 频 移 处 外 不同， 有 
时 甚至 是 兰 移 ! 对 尝 倾向 于 发 生 在 坚 直 方向 , 所 以 我 们 可 以 
通过 观测 太阳 的 边缘 ,来 碱 小 对 流 所 产生 的 Doppler 频 移 ， 
为 边缘 那里 的 对 流 大 部 分 与 视线 成 直角 ,直到 最 近 , 用 这 种 方 
法 所 能 得 到 的 最 好 的 结果 是 。 太 阳 引 力 红 移 的 量 级 为 百 万 分 
ZZP, 在 最 近 的 几 年 里 ， 改 进 后 的 观测 技术 中 已 经 给 出 好 
得 多 的 红 移 值 ， 等 于 预言 值 的 1.05 + 0.05 f. 但 要 说 这 个 
结果 就 已 经 是 最 后 结果 ,还 为 时 过 早 ,至 少 也 要 等 得 到 确证 之 
后 . ”| . 
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象 天 狼 B 和 波江 座 40B 这 样 的 白 禾 是 上 的 红 移 要 大 得 
多 .这 种 星体 的 典型 质量 是 一 个 太阳 质量 的 量 级 , 半径 为 1/ 
10 至 1/100 太阳 半径 的 量 级 ， 所 以 , 它们 表面 的 谱 线 红 移 要 
比 太阳 的 大 10 至 100 倍 ， 或 粗略 地 说 是 10 一 至 107, AR 
这 一 点 组 和 了 因 对 流 或 温度 或 压力 D5ppler 频 移 所 带 来 的 许 
多 问题 ， 但 新 的 麻烦 又 出 现 了 : 很 难 定 出 引力 势 $ 的 值 以 便 
和 观测 的 A»/» 值 进行 比较 。 如 果 知道 了 一 个 白矮星 的 质量 ， 
我 们 就 可 以 由 天 体 物 理 的 理论 外 推出 它 的 粗略 的 半径 和 表面 
引力 势 , 但 质量 可 以 测 出 的 白矮星 只 能 是 双星 的 成 员 。 例如 
天 银 B 的 质量 是 由 天 狼 A 和 3 的 距离 和 周期 算出 它们 的 总 质 
量 , 然后 减 去 根据 恒星 理论 算出 的 天 狼 A 的 质量 ， 但 是 天 狼 
B 的 大 气 对 天 狼 A 的 光 的 散射 使 得 天 独 B 的 引力 红 移 非常 准 
以 测定 四。 另 一 方面 ,波江 座 408 高 波江 座 40A 相当 远 ,所 以 
光 的 散射 不 成 问题 , 而 且 波 江 座 408 与 A 的 质量 可 以 通过 求 
出 它们 的 质心 并 测 出 它们 的 局 期 和 距离 分 别 定 出 。 但 是 , 由 
于 波江 座 408 和 A 离 得 太 远 ,它们 的 公转 周期 很 长 ,已 观测 的 
时 间 至 今 还 不 足以 准确 地 定 出 B 的 质量 ， 表 面 引力 势 最 佳 的 
MAE $ = 一 (5.7 土 1) x 107, 与 观测 到 的 红 移 中 

Av/v 一 一 (7 £1) X 10% 
符合 得 很 好 。 如 果 计 算 波 江 座 40B 光谱 的 Stark WB, 看 来 还 
能 改进 这 个 结果 51. 

等 效 原理 所 预言 的 红 移 的 实验 验证 被 Pound 和 Rebkata 
1960 年 做 的 地 面 实 验 大 大 改进 ， 他 们 让 Fe? 发 出 的 14.4keV， 
0. Ly sec 跃迁 的 7 射线 下 落 22.6 m 并 观测 它 被 一 个 Fe” HB BY 
共振 豚 收 , 《通常 情况 下 对 于 这 样 宕 的 一 条 7 射线 ,共振 吸收 
是 不 可 能 的 ,因为 发 射 核 的 反 冲 降低 了 7 射线 的 能 量 , 使 它 低 
于 核能 量 之 差 ,而 要 在 发 生 反 冲 的 靶 核 上 产生 逆 跃 迁 ,需要 比 
核能 差 稍 大 一 些 的 能 量 ， 这 个 实验 由 于 Mossbauer 效应 中 变 - 
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为 可 能 ,在 这 个 效应 里 , 发射 和 吸收 的 反 冲 动量 被 整个 晶体 到 
E, 所 以 实际 上 发 射 和 吸收 的 反 冲 并 没有 失去 能 量 ,) 从 “ 顶 ” 
到 “ 底 ” 的 引力 势能 差 等 于 


2 
Ab = pn — ba = — (980 cm/sec?)(2260 cm) 


(3 X 10” cm/sec}? 


= —2.46 X 1078 
如 果 等 效 原理 正确 的 话 ,我 们 就 可 以 预期 ,到 达 拔 子 的 光子 的 
频率 向 上 端 移动 一 个 量 Av/z 一 一 A$。 计数 率 降低 了 一 个 
因 于 
一 
Av? +T? 

其 中 了 是 半 航 大 时 Y 射 线 的 全 宽 . 《这 里 用 了 工 而 不 用 TV/2 是 
因为 我 们 必须 把 与 [(> + Avy? 十 (TV22] 一 成 正比 的 发 射 率 
和 与 [r + TAP 成 正比 的 吸收 率 放 在 一 起 ,) 但 在 这 个 
跃迁 中 相对 宽度 是 T/v = 1.13 X 10~?, 它 比 预 言 的 宽度 Av/ 
v 大 460 倍 , 所 以 计数 率 只 减 小 2.1 x 10° 之 一 ! 这 使 得 实验 
”似乎 变 成 不 可 能 ,事实 上 Pound 和 Rebka 最 初 也 曾 想 过 ,为 了 
得 到 可 以 与 T 相 比拟 的 频 移 A>, 他们 也 许 不 得 不 让 7 射线 下 
” 落 几 km。 但 他 们 幸而 想 出 了 一 个 能 测量 非常 小 的 频 移 的 巧 

妙 办 法 ，。 他 们 的 想法 是 ,把 r 射线 源 以 mcos wi 的 速度 上 下 移 
动 ,其 中 ww 是 某 一 任意 固定 频率 C10 一 50cps), vo 也 是 任意 的 ， 
{Etk 一 A 大 得 多 , 即 比 7.4 X 10% cm/sec 大 得 多 . 于 是 对 于 
HARB Avc、 就 附加 上 了 一 个 较 大 的 Doppler 频 移 Avp/» 
一 一 mcos ot (BF 2.2 节 ), 所 以 计数 率 减 小 了 一 个 与 时 间 有 
关 的 因子 ， 


| a 
cO = —__" ___ = (5) 


7 2 2 ~ 2 
(Avg + Avo} +T (Se 一 Vocos ot) + (2) 
v v 
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Avg 


£ t 
一 Vocos o 
y 0 


.41 十 — 
vicostwt + (2) 
v 


2 
vicos*wt 十 (2) 
v 


于 是 通过 寻找 与 cosoz 成 线性 的 项 ,比方 说 ,测量 射线 源 向 上 
运动 (例如 cos of > 1/W 2 ) 和 向 下 运动 (coswt < 一 LV 2). 
时 的 记录 到 的 计数 的 不 对 称 性 ,就 可 以 把 Ayce 检 测 出 来 . Pound 
和 Rebka 用 这 种 方法 得 到 的 Aye/> 值 ， 约 比 预言 值 2.46 x 
10-5 大 4 倍 。 这 个 差 实 际 上 是 由 于 源 和 下 的 晶体 的 不 同 ( 包 
括 它们 的 温度 不 同 ) 所 引起 的 内 课 频 移 ,并 可 以 通过 从 源 在 站 
下 面 时 的 7 射线 计数 的 不 对 称 性 碱 去 靶 在 源 下 面 时 的 7 射线 
计数 的 不 对 称 性 来 加 以 消除 ， 最 后 得 到 的 引力 频 移 值 是 
Av/v = (2.57 + 0.26) X 10-5, 


和 了 预计 信 2.46 x 10 符合 得 极 好 ， 此 后 ,理论 和 实验 的 符合 
度 又 改进 到 百 分 之 一 左右 中 

还 有 人 建议 测量 从 人 造 卫 星 来 的 光 的 引力 红 移 1， 在 近 
地 点 正 下 方 ,没有 一 阶 的 Doppler 频 移 ,因为 光 从 卫星 射 到 我 
们 这 里 的 时 间 取 极 小 值 。 在 这 种 情况 下 , 发 射出 来 的 光 的 频 
率 应 该 由 (3.5.1) 来 计算 ,而 我 们 实验 室 的 时 间 标 准 的 频 移 ,如 
果 忽 略 地球 的 自转 ,可 由 (3.5.2) 来 计算 ， 由 此 得 到 来 自卫 星 
上 某 一 给 定 的 原子 谱 线 的 频率 w 与 地 球 上 同一 谱 线 的 频率 ， 


之 间 的 关系 是 : 
dx" dx’\ta 
v (so 至 dt ) > 
-一 一 一 一 3.5.6 
. Ve (—90) 6? C ) 
卫星 的 速度 v, FA FARE 
2—4 = CMe 
"=e Ro+h 
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其 中 万 是 卫星 的 高 地 高 度 ， Me 和 Re 是 地 球 的 质量 和 半径 . 
Ma 一 5. 983 X 10” g 
Ra 一 6.371 X 108 cm, 


在 弱 场 近似 下 我 们 有 
dx" dx ~ -一 — v? 
(~o 4" at a2) C910). s 
=1+29,— 1— 3CMe 
Rə tH 
以 及 
(Ie = 1 + 2p 1 一 2CMe 
Re 
所 以 , 在 这 一 级 近似 下 ， BTR cs 5.6) 便 得 到 频率 比 
一 1 十 人 
Da v 
.其 中 
Av __ 3 GMe , GMa 
v 2 Re +H Rg l 


一 一 3.47 X 10" 人 ez - 2} 
Re + H 


RIES, ERRREH FEAT RE 


《参看 2.2 节 )， 在 高 度 较 高 时 ， 妈 加 上 一 个 广义 相对 论 的 紫 
B, BRE. 4H<Re/2 时 为 红 移 ， 当 H > Re/2 MAR 

、 有 顺便 指出 , 光 从 低 引力 势 到 高 引力 势 产生 的 引力 红 移 ,在 
某 种 程度 上 可 以 理解 为 量子 论 , 能 量 守恒 和 “ 弱 ” 等 效 原理 的 
结果 ， 当 一 个 光子 在 1 处 被 某 个 重 的 非 相 对 论 性 的 装置 产生 
出 来 时 ， 一 个 与 装置 一 起 运动 的 局 部 惯性 坐标 系 的 观测 者 将 
看 到 该 装置 内 能 的 改变 量 ， 因 而 它 的 惯性 质量 的 改变 量 与 他 
观测 到 的 光子 频率 有 如 下 关系 , 即 


Am, = —hy 
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Heh A = 6.625 X 1077 erg sec, 是 Planck 常数 ， 假 设 光子 随 
后 被 2 处 的 另 一 个 重 装置 所 吸收 ; 一 个 自由 降落 系统 里 的 观 
赛 者 将 看 到 装置 2 的 惯性 质量 改变 量 与 他 观察 到 的 光子 频率 
>, 有 如 下 关系 , 即 - 


Am, = hv; 
但 是 事件 前 后 这 两 个 装置 的 总 内 能 加 上 引力 势能 应 当 相同 ， 
所 以 


因此 


0 = Am, + piAm + Am, + $Am, 
2 i+ l+ o ~ 
m IES + dy 1 十 di — hı 
与 我 们 前 面 的 结果 一 致 (还 有 ,不 论 是 否 在 局 部 惯性 系 里 测量 
光子 频率 ， 都 不 会 引起 差别 ， 因 为 在 任意 其 他 的 参考 系 里 的 
引力 场 对 观察 者 的 标准 钟 的 速率 的 影响 和 对 > 的 影响 是 一 样 
POTEET: 引力 场 中 的 光子 具有 “动能 ” 
和 “势能 ”hw$ ,它们 之 和 保持 不 变 。 但 在 上 述 计算 中 我 仍 
MEP A BAM DIRE, 因为 否则 交 
子 的 引力 势能 的 概念 就 缺乏 基础 
这 个 推导 在 两 个 方面 依据 于 等 效 原理 ， 它 假设 了 装 恬 的 
引力 病 量 的 改变 等 于 它 的 惯性 质量 的 改变 ， 因 而 等 于 它 的 内 
能 的 改变 ; 它 还 假设 了 ,在 自由 降落 的 参考 系 里 光子 能 量 和 频 
率 的 关系 没有 因 引 力 场 的 存在 而 改变 ， 因此 , 即使 我 们 假定 
Eötvös-Dicke 实验 可 以 改善 到 无 限 高 的 精度 , 发 现 引力 质量 与 
惯性 质量 完全 相等 的 话 ， 证 实 谱 线 的 引力 红 移 作为 等 效 原理 
的 独立 验证 ,仍然 有 其 意义 


6. 时 间 的 符号 


Minkowski 度 规 nes 和 引力 理论 的 度 规 张 量 9,, 之 间 的 关 
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系 可 以 用 矩阵 的 记号 来 表示 

9 一 DID (3.6.1) 
其 中 9 在 本 节 里 是 一 个 4 x 4 矩阵 (不 是 一 个 行列 式 ) 其 元 素 
是 9 7 EIRA nop 的 矩阵 ,而 忆 是 矩阵 


0 a 
Deu = aa (3.6.2) 
D 是 它 的 转 置 矩阵 
Dra = Dau 


这 里 ， 作 为 等 效 原理 的 一 部 分 暗中 假设 了 ， 从 实验 室 坐 标 各 
到 局 部 惯性 坐标 E 的 变换 是 非 末 异 的 ;这 就 是 说 ,5° 是 x* 的 
可 微分 函数 ,同时 x* 是 E 的 可 微分 函数 ， 由 此 推 得 , 存在 一 
个 矩阵 


-1 -一 x” 
D; = BE (3.6.3) 
TEDHA EE BO 
— Or OF u 
D Prue oe Ox 
所 以 忆 必 须 有 非 零 的 行列 式 
Det D # 0 (3.6.4) 


BAA 3.6.1) 且 刀 有 非 零 行 列 式 的 变换 称 为 合同 变换 ， 
合同 变换 《3.6.1) 把 gu 与 ye 联系 起 来 ， 这 一 事实 并 不 


意味 着 gw 的 本 征 值 和 "og 的 本 征 值 如 同 相似 变换 的 情形 那 


样 是 相同 的 。 (事实 上 , 不 存在 度 规 张 量 的 分 量 的 不 变 函 数 ， 
尽管 9 和 它们 的 导数 的 不 变 函 数 是 存在 的 ,如 第 六 章 所 指出 
BIBE OD 但 有 一 个 名 为 Sylvester EEO WER, TEA. 
负 的 或 为 零 的 本 征 值 的 数 日 在 这 样 的 合同 变换 下 分 别 保 持 不 
变 ， 因 此 我 们 断定 度 规 张 量 ge。 和 es 一 样 ,必定 具有 三 个 正 

本 征 值 ,一 个 负 本 征 值 , 没有 零 本 征 值 ， 正 是 度 规 的 这 个 特性 
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ERARD G+ 维 空 -时 与 四 维 空间 ,或 (2 + 2) 维 空 
、 时 ,或 更 复杂 的 空 -时 区 分 开 来 | 


7. 相对 论 和 惯性 的 各 向 异性 


我 们 在 1.3 节 已 经 看 到 ， 关 于 惯性 的 起 源 ，Newton 和 
Mach 得 到 不 同 的 结论 ，Newton 相信 .惯性 力 ,诸如 离心 力 必 
定 由 相对 于 “绝对 空间 ”的 加 速度 所 产生 ;而 Mach 则 主张 , 它 
们 更 象 是 由 相对 于 关 体 质量 的 加 速度 所 产生 .这 个 争论 不 是 
一 个 哲学 问题 ,而 是 一 个 物理 学 问题 ; 因为 如 果 Mach 是 对 的 ， 
那么 一 个 大 质量 物体 就 会 对 在 它 周 围观 测 到 的 惯性 力 产生 一 
个 小 的 变化 ,而 如 果 Newton 是 对 的 ,就 不 可 能 发 生 这 样 的 效 
Einstein 自 认为 是 Mach 的 追随 者 , 但 等 效 原理 对 惯性 问 
题 的 回答 , 实际 上 是 介 于 Newton 和 Mach 之 间 ， 惯 性 系 , 即 
“自由 降落 坐标 系 ”, 实 际 上 是 由 局 部 引力 场 来 决定 ,局 部 引力 
场 又 是 由 宇宙 全 部 物质 (包括 近 的 和 远 的 ) 所 产生 ， 而 一 旦 处 
在 惯性 系 里 ,运动 定律 [如 方程 (2.3.1) ] 又 完全 不 受 邻 近 质 量 
存在 的 影响 ,无 论 是 引力 的 或 任何 其 它 方式 的 影响 ， 例 如 , 太 
阳 的 质量 决定 自由 降落 的 地 球 的 运动 ， 一 旦 我 们 把 自己 的 坐 
标 系 固定 在 地 球 上 ,我 们 就 不 能 检测 出 太阳 的 引力 场 ,这 正如 
Dicke 的 高 精度 实验 所 指出 的 那样 ，( 参 看 1.2 节 , 实际 上 ,地 
球 不 是 一 个 无 限 小 的 邻 域 ,这 意味 着 , 我 们 可 以 象 3.1 HES 
讨论 过 的 那样 , 通过 潮汐 效应 来 检测 太阳 的 引力 场 .) 众多 的 
天 体 在 这 里 起 作用 是 内 为 9w 的 引力 场 方程 在 无 限 远 处 需要 
边界 条 件 , 这 些 条 件 要 求 9, 在 远离 太阳 时 , 变 为 全 部 字 宙 质 
量 所 产生 的 字 宙 引力 场 。 我 们 现在 不 打算 讨论 引力 场 方程 和 
宇宙 学 的 细节 ,但 我 们 可 以 期 望 ,由 太阳 质量 以 及 这 些 字 宙 边 
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界 条 件 决定 的 引力 场 ， 应 使 得 远离 太阴 的 行星 轨道 相对 于 典 
型 的 星体 没有 进 动 , 而 能 与 观察 相符 (参看 15.1 节 )。 

这 几 点 非常 重要 ,值得 再 说 一 遍 ， 在 近 处 没有 物质 时 , 惯 
性 系 由 平均 宇宙 引力 场 决定 ， 后 者 又 是 由 平均 的 恒星 质量 密 
度 决定 ， 所 以 它们 的 惯性 系 相 对 于 典型 星体 是 处 于 静止 或 无 
转动 的 匀速 运动 状态 , 就 不 足 为 奇 了 。 当 一 个 象 太阳 那样 大 
质量 物体 靠近 时 , 它 改 变 惯性 系 使 它们 向 着 大 质量 物体 加 速 ， 
但 在 这 些 自由 下 落 的 参考 系 里 的 运动 规律 依然 还 是 狭义 相对 
论 的 规律 ,显示 不 出 周围 质量 分 布 的 影响 ， 在 这 个 意义 上 讲 ， 
等 效 原理 和 Mach 原理 又 是 直接 对 立 的 . 

Mach 和 Einstein 的 论点 可 以 表述 为 ,附近 的 大 质量 的 存 
在 除了 决定 惯性 系 之 外 ,是 否 事实 上 影响 着 运动 规律 ? Cocconi 
和 Salpeter 指出 ”0, 靠近 我 们 有 一 个 大 质量 , 即 银河 系 。Mach 
原理 认为 当 粒 子 朝 着 或 离开 银 心 加 速 时 惯性 质量 会 稍 有 不 
fal. 这 一 点 被 Hughes, Robinson 和 Beltran-Lopezn0 用 实验 
RE, Drever™ 也 作 过 类 似 的 实验 . (参看 图 3.1) 。Hughes 


、 bal 
a a 
， = -+ 1 + + 
whe 一 nj- K 
> H| 
四 ~ 
z " 
1 ， + + 
p Nje Nj» Nj- Kja 
« H, 


AARRE 各 向 异性 惯性 
. 图 3.1 检验 避 性 各 向 同性 的 Li 吸收 谱 ( 频 率 差 和 谱 线 分 裂 都 大 为 压 张 了 ) 


ea 98 。 


等 人 观察 了 在 4700 Gauss 的 磁场 下 光子 被 L? ek He IK, 
基态 的 自 旋 是 3/2, 所 以 在 磁场 里 它 分 裂 成 四 个 能 级 ,如果 核 
物理 的 规律 是 旋转 不 变 ， 那 它们 应 是 等 距离 的 .在 这 种 情况 
下 : 相 邻 的 态 之 间 的 三 个 跃迁 有 同样 的 能 量 ,光子 的 吸收 系数 
在 这 个 能 量 处 应 出 更 单个 锐 峰 ,， 但 如 果 惯 性 是 各 向 异性 的 ， 
那么 四 个 磁 的 亚 态 不 是 严格 等 距离 的 ， 因 而 应 当 出 现 的 就 不 
是 一 条 , 而 是 三 条 靠 得 很 近 的 共振 线 . Hughes 等 人 在 12 小 
时 间隔 内 没有 发 现 有 大 于 5.3 X 10-2MeV 线 宽 的 这 种 谱 线 分 
ARE. 在 这 有 段 时 间 内 ， 地球 的 自转 携带 着 磁场 从 相对 于 银 
心 成 22° 到 离 银 心 成 104°. 如 果 我 们 把 LY 核 看 作 由 人 角 动 量 
为 3/2 的 单个 质子 被 一 个 中 心 势 能 结合 到 其 他 的 核子 上 ， 那 
么 质 于 质量 的 各 向 异性 Am 应 为 
2 Am 2 -a 
a(Ż) = 人 (Z) <5.3 X 107” MeV, 

其 中 p/2m 是 质子 动能 . 由 于 p’/2m KF 1/2MeV, 我 们 可 
以 推断 惯性 质量 的 各 向 异性 应 满足 不 等 式 


Am = 10-> 
m 


至 少 在 这 一 点 上 ,证 据 是 大 大 有 利于 等 效 原理 ,而 不 利于 Mach 
FA: | 


专题 参考 文献 
广义 相对 论 l 


R. Adler, M. Bazin, M. Schiffer, Introduction to General Relativity 
- (McGraw-Hill, New York, 1965). 
J. L. Anderson, Principles of Relativity Physics (Aeademie Press, 
New York, 1967). ; ; | 
P. G. Bergmann, Introduction to the Theory of Relativity (Prentice- 
i Hal, Englewood Cliffs, N.J., 1942). 
A. S. Eddington, The Mathematical Theory of Relativity (Cambridge 


0,99 。. 


University Press, Cambridge, 1960). 

A, Einstein, The Meaning of Belativity (Princeton Unipersity Press, 
Princeton, N, J., 1946). 

V, Fock, The Theory. of Spgce, Time, and Gravitation, trans. by N, 
N. Kemmer (2nd rev. ed, Macmillan, New York, 1964). 

C. Meller, The Theory of Relativity (Clarendon Press, Oxford, 1952). 

W. Pauli, Theory of Relativity, trans. by G, Field (Pergamon Press, 
Oxford, 1958). 

E. Schroedinger, Space-Time Structure (Cambridge University Press, 
Cambridge, 1950). | 

J. L. Synge, Relativity: The General Theory (Interscience Publishers, 
New York, 1960). 

H. Weyl, Space-Time-Matter, trans. by H. L, Brose (Dover Publica- 
tions, New York, 1952). 
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第 四 章 张 量 分 析 


我 们 已 经 注意 到 ,引力 和 惯性 的 等 效 原理 建立 了 非 Euclid 
几何 和 引力 理论 间 的 一 个 深刻 类 比 。 这 一 章 要 对 这 两 者 的 共 
同 的 语言 , 即 张 量 分 析 的 语言 , 作 一 概述 , 


1. 广义 协 变 原理 


在 上 一 章 里 ， 我 们 介绍 了 用 等 效 原理 来 估计 引力 对 物理 
系统 的 影响 的 一 种 方法 :对 一 般 的 引力 场 ,我 们 写 下 在 局 部 惯 
性 坐标 系 里 成 立 的 方程 ( 即 狭义 相对 论 的 方程 ,例如 PE? / dr? 
一 0)， 然 后 进行 一 个 坐标 变换 , 找到 在 实验 室 坐 标 系 里 的 相 
应 的 方程 .我 们 本 可 以 沿 着 这 条 途径 讨论 下 去 ,不 过 要 得 到 电 
磁场 和 引力 场 的 方程 , 它 会 使 我 们 陷入 极其 元 长 的 计算 之 中 ， 
我 们 将 换 一 种 方法 , 它 具 有 完全 相同 的 物理 内 容 , 形 式 上 却 更 
ABR, 实现 起 来 也 更 为 方便 。 这 个 方法 是 基于 等 效 原理 的 
” 另 一 种 表述 方式 , 即 广 叉 协 变 原理 。 这 个 原理 说 ,物理 方程 在 

一 般 的 引力 场 中 也 成 立 , 只 要 它 能 具备 两 个 条 件 : 

(LD) 这 个 方程 在 没有 引力 场 时 是 成 立 的 ; 即 当 度 规 张 量 
Gog 等 于 Minkowski IKE nae MEDIKA Tee; 为 零 时 , 它 和 
狭义 相对 论 的 定律 一 致 。 

(2) 这 个 方程 是 广义 协 变 的 ; 即 在 一 般 坐 标 变换 * 一 x 
下 , 它 保持 自己 的 形式 不 变 . ° 

为 了 看 出 广义 协 变 原理 是 来 自 等 效 原理 ， 假 设 我 们 是 处 
在 一 个 任意 的 引力 场 中 ， 并 考虑 任何 满足 上 述 两 个 条 件 的 方 
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E 由 条 件 (2) 我 们 知道 , 这 个 方程 只 要 在 任 一 坐标 系 中 成 
” 立 ,就 将 在 所 有 的 坐标 系 中 都 成 立 ， 然 而 在 任意 的 给 定点 , 存 
在 一 类 坐标 系 , 即 局 部 惯性 系 ,其 中 引力 效应 是 不 存在 的 . 于 
是 条 件 (1) 告诉 我 们 ,我 们 的 方程 在 这 一 闫 坐标 系 中 成 立 , 
而 也 就 在 所 有 其 它 的 坐标 系 中 成 立 : 

l 要 强调 指出 的 是 。 广 义 协 变 本 身 并 没有 物理 内 容 o 任 
何方 程 都 可 被 做 成 广义 协 变 的 ， 只 要 在 任意 一 个 坐标 系 里 把 
它 写 下 来 ， 然 后 算出 它 在 任意 其 它 的 坐标 系 中 是 什么 样子 就 
FT. 实际 上 ,从 幼年 时 代 起 ,我 们 就 逐渐 熟悉 物理 方程 在 非 
Descartes 坐标 系 ( 如 极 坐标 系 ) 里 , 和 在 非 惯性 系 (如 旋转 坐标 
系 ) 里 的 形式 。 广义 协 变 原理 的 意义 在 于 它 关 于 引力 效应 的 
表述 , 即 一 个 物理 方程 如 果 在 没有 引力 时 是 正确 的 ,由 于 它 的 
广义 协 变 , 在 有 引力 场 时 也 是 正确 的 ， . 

为 理解 广义 协 变 的 意义 。 可 以 把 它 与 Lorentz 不 变性 相 
比较 。 正 如 任何 方程 均 可 被 做 成 广义 协 变 那 样 任何 方程 可 
.被 做 成 Lorentz 不 变 的 ， 只 要 在 一 个 坐标 系 里 把 它 写 下 来 , 然 
后 算出 它 在 Lorentz 变换 后 的 结果 看 是 什么 样 的 。 如 果 我 们 
.对 非 相 对 论 性 的 方程 (如 “Newton 第 二 定律 ) 采取 这 样 做 法 
时 , 那 未 在 使 它 Lorentz 不 变 后 , 就 会 发 现 有 一 个 新 的 物理 量 
进 人 方程 ;这 个 量 当 然 就 是 坐标 系 相对 于 原来 参考 系 的 速度 ， 
所 谓 狭义 相对 性 原理 , 或 简称 “Lorentz 不 变性 ”就 是 要 求 在 
变换 后 的 方程 里 不 出 现 这 个 速度 ， 这 个 要 求 是 对 原来 的 方程 
加 上 了 一 个 很 强 的 限制 。 同 样 , 若 我 们 使 一 个 方程 广义 协 变 ， 
就 会 加 入 新 的 成 分 , 即 度 规 张 量 和 仿 射 联络 u 所 不 同 的 
是 我 们 并 不 要 求 这 些 量 最 后 消失 掉 ， 因 而 我 们 并 不 对 原来 的 
方程 施加 任何 限制 ,相反 , 我 们 反而 利用 gu 各 Tj 的 出 现 来 
代表 引力 场 ， 简 而 言 之 广义 协 变 原理 并 不 像 Galileo 原理 
或 狭义 相对 性 原理 那样 是 一 个 不 变性 原理 ， 而 是 关于 引力 效 
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应 的 一 个 表述 , 除 此 没有 其 它 的 意思 ， 特 别 是 ,广义 协 变性 并 
不 包含 Lorentz 不 变性 一 一 存在 着 这 样 的 广义 协 变 的 引力 理 
论 , 在 引力 场 的 任 一 点 允许 建立 恋 竹 系 , 但 在 这 些 惯性 系 里 ， 
它们 满足 Galileo HIN PEM ATER UBM IO, 

任何 物理 原理 ,如 广义 协 变 原理 , 它 采 取 一 个 不 变性 原理 
的 形式 ， 而 它 的 实际 内 容 只 局 限于 对 某 一 特定 的 场 的 相互 作 
用 加 上 一 个 限制 ， 这 样 的 原理 称 为 动力 学 对 称 性 中 。 物理 学 
中 存在 着 另 一 些 重要 的 动力 学 对 称 性 ， 例 如 制约 电磁 场 的 相 
互 作用 的 局 部 规范 不 变性 ， 和 制约 x* 介子 场 的 相互 作用 的 手 
TEMPE, 在 以 后 几 章 里 我 们 将 会 多 次 提 到 广义 相对 论 和 
电动 力学 之 间 的 类 比 , 

”广义 协 变 原理 只 能 用 于 比 引力 场 中 典型 的 空 -时 距离 小 
得 多 的 尺度 上 ,因为 只 有 在 这 样 的 小 尺度 里 ,我 们 才 保 证 能 够 
根据 等 效 原 理 构造 一 个 没有 引力 效应 的 坐标 系 。 例如 , AR 
的 半径 和 地 -月 距离 相 比 没有 达到 这 样 小 的 程度 ,所 以 我 们 不 
能 通过 建立 广义 协 变 方程 《 它 在 无 引力 场 时 化 为 月 球 自由 运 
动 的 正确 方程 ) 准确 地 算出 月 球 的 运动 。 但 我 们 可 以 把 月 球 
当 作 一 个 岩石 球 ， 利 用 广义 协 变 原理 求 出 作用 在 月 球 上 每 一 
块 无 限 小 的 质量 元 上 的 引力 来 计算 它 的 运动 。 

一 般 说 来 ， 有 许多 的 广义 协 变 方程 在 没有 引力 时 都 能 化 
”成 基 一 给 定 的 狭义 相对 论 的 方程 。 但 由 于 我 们 只 把 广义 协 变 

”原理 用 于 比 引力 场 尺度 小 得 多 的 尺度 土 , 所 以 通常 我 们 希望 ， 
只 有 9 和 它 的 一 阶 导 数 进入 我 们 的 广义 协 变 方 程 。 本 着 这 
样 的 理解 ,我 们 在 本 章 和 下 一 章 将 会 看 到 ,要 用 广义 协 变 原理 
确切 陈述 引力 场 对 任何 系统 ， 或 系统 的 各 部 分 的 影响 ,只 有 当 
它们 充分 小 时 才 行 ， 
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2. 矢量 和 张 量 


为 了 构造 在 一 般 坐 标 变换 下 不 变 的 物理 方程 ， 我 们 必须 
知道 方程 所 描写 的 物理 量 在 这 些 变换 下 的 人 性质 、 有 一 些 直接 
四 坐标 微分 来 定义 的 量 , 可 通过 直接 计算 来 确定 其 变换 性质. 
另外 一 些 量 , 例如 电磁 场 , 它 的 变换 性 质 部 分 地 由 定义 决定 . 
不 过 ， 我 们 倾向 于 对 所 有 物理 上 有 关 的 量 ， 以 一 种 合理 的 简 
单 的 形式 来 变换 . 不 然 就 很 难 把 它们 放 在 一 起 构成 不 变 的 方 
程 。 这 一 节 我 们 介绍 一 类 变换 性 质 特别 简单 的 对 象 , 并 ( 尽 可 
能 ) 从 由 坐标 系 直 接 定 义 的 量 中 举 出 一 些 例子 ， 

所 有 变换 规则 中 最 简单 的 是 标量 的 变换 规则 ， 标 量 在 一 
般 坐 标 变换 下 不 变 ， 上 明显 的 例子 是 如 象 137 或 < 或 0 这样 的 
纯 数 。 另 一 个 例子 是 由 方程 (3.2.6) 定义 的 原 时 dz; BEE, 
我 们 在 后 面 将 奢 到 , 度 规 张 量 gm 的 定义 就 是 按 一 定 方式 变换 
而 使 dz 保持 不 变 . 

下 一 个 最 简单 的 变换 规则 是 逆 变 入 曙 ，P“; 的 变换 规则 ， 
在 坐标 变换 x* 一 x* 下 , 逆 变 矢量 变换 为 

Ox'# 


y= ye ĈET (4.2.1) 
例如 ,由 偏 微 商 的 法 则 得 出 
dr de (4.2.2) 


所 以 坐标 的 微分 是 一 个 逆 变 矢量 ， 一 个 与 之 非常 密切 相关 的 
变换 规则 是 协 变 矢量 U, 的 变换 规则 ， 在 坐标 变换 ze -> xe 
下 , 协 变 矢量 变换 为 | 


U, = U, oo (4.2.3) 


1108525 =% 


例如 ,如 果 # 是 一 个 标量 场 , 则 84/ 8x* 是 一 个 协 变 矢量 , A 
为 在 变换 后 的 坐标 系 里 ,梯度 变 为 


Od _ Ox” Ob (4.2.4) 
Ôx" GEM Ox” 


”这 与 (4.2.3) 相符 . 
从 逆 变 和 协 变 的 矢量 出 发 ,我 们 可 以 立刻 推广 到 张 量 ， 上 
HIRA uov ee FIRRA cshst 的 张 量 按 逆 变 矢量 Dr” 
和 协 变 矢量 V,Y，……- 的 乘积 进行 变换 , 例如 ,在 坐标 变换 x 一 
x 下 , kE TA 将 变 成 
tua, Ox* Ox? Ox oe | 
Th Br Bw T a (4.2.5) 
如 果 所 有 的 指标 都 在 上 面 , 则 称 为 逆 变 张 量 ;如 果 所 有 的 指标 
都 在 下 面 , 则 称 为 协 变 张 量 ;和 否则 称 为 混合 张 量 ， 最 重要 的 例 
于 是 3.2 节 定 义 的 一 般 坐 标 系 x* 的 度 规 张 量 : 
o OF 
Ox* Ox? . 
其 中 名 是 一 个 局 部 惯性 坐标 系 。 在 另 一 个 坐标 系 B, 度 
规 张 量 为 


Dun = Nap 


of) mn, OE OE 
Dee Br 
OE" Axe OFF Ax? 


= Tes Ox? Ore Ox? Ox’? 
因而 
a , Ox? Ox” 
9 ww = I 4.2.6 
“ P Ox" Ox’” ( ) 


我 们 看 到 gm 果然 是 一 个 协 变 张 量 . 它 的 闭 是 一 个 逆 变 张 量 ， 
因为 如 果 我 们 这 样 地 定义 o, 
99, = dO, 
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我 们 将 得 到 
Gx") Ox!" g J = Ox" axe 
Ox? Ox? 


po Ôx" Âx’ 
Ox? Ox? Ox’# Ax’? "7 


因而 


Ox’ Ox! ger 
. Ox? Ox? 
TES ts ok AT ERR ABE. a Kronecker 记号 8 是 
一 个 混合 张 量 。 因 为 | 
Ox’? Ox” _ Ox’? Or” 


ons Ox rr Oxe Ax’ = 8% (4.2.8) 


除了 标量 和 零 外 ,3, (以 及 它 的 直 积 ) 是 唯一 在 所 有 坐标 系 中 
分 量 都 相同 的 张 量 . 

矢量 就 是 只 有 一 个 指标 的 张 量 而 标量 是 没有 指标 的 张 
量 , 所 以 下 面 一 般 地 不 再 需要 单独 处 理 标量 和 矢量 。 不 过 读 
者 应 当 注 音 ， 并 不 是 所 有 的 东西 都 是 张 量 ; 特别 是 仿 射 联络 
T"w。 外 表 很 像 张 量 ,其 实 并 不 是 张 量 ， 

现在 我 们 可 以 来 认 误 一 大 类 不 变 的 方程 ， 任 何方 程 只 要 
它 是 两 个 同样 上 下 指标 的 张 量 的 等 式 , 在 一 般 坐 标 变换 下 ,都 
将 是 不 变 的 。 例如 。 如果 44%* 和 BY 是 满足 (4.2.5) 变换 规 
则 的 两 个 张 量 ,又 如 果 在 X* 坐标 系 里 Ar = Bet, BRE XH 
KRAE, PAT An 一 BM 特别 是 ，0 是 任意 一 种 张 
量 ， 因 此 我 们 要 求 某 一 张 量 为 " 这 个 结论 在 一 般 坐标 变换 下 
是 不 变 的 ， 相反 ,如 果 说 的 不 是 关于 同类 张 量 问 的 等 式 〈 例 
in, TP 一 5 或 Vr 一 U 则 对 某 些 坐标 系 , 它们 在 数值 上 可 
能 相等 ,但 不 是 对 所 有 的 坐标 系 都 正确 ， 


= gr (4.2.7) 
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3. 张 量 代 数 


我 们 建立 一 般 坐 标 变换 下 不 变 的 方程 的 计划 的 第 二 步 ， 
是 要 知道 如 何 把 张 量 放 在 一 起 构成 其 它 的 张 量 ， 这 可 通过 几 
个 简单 的 代数 运算 来 完成 : 

(A) 线性 组 合 ， 上 下 指标 相同 的 张 量 的 线性 组 合 也 是 
这 些 指标 的 张 量 ， 例 如 , 令 A, 和 BY, 是 混合 张 量 , 又 令 

T", = aA", + bB“, 
H a Ab ie WT, 是 一 个 张 量 , 因为 
T, = aA, + bB", 


a Ox'* Ox? Ae, + p Ore Ox? P 
Ox? Ox’ Ox? ðr” 
_ det Ox oy 
Ox? Ox" 


(B) 直 积 。 两 个 张 量 的 各 分 量 的 乘积 ,产生 一 个 张 量 , 其 
上 下 指标 由 原来 的 两 个 张 量 的 所 有 的 上 下 指标 组 成 ， 例如 ， 
如 果 AY, 和 Be 是 张 量 ,而 
TP = A”, Be 
则 此 Te 是 一 个 张 量 , 即 


T'e = A'r, Be = Ox* Ox® 4, Ox? 

>? ” Bxl Ax’ © Axe 

a Br" Or" Ox'e 

Ox* Ox” Ox 

(CC) 缩 并 ， 令 张 量 的 一 个 上 指标 和 一 个 下 指标 相等 , 并 


对 它 的 四 个 值 求 和 , 就 得 到 一 个 没有 这 两 指标 的 新 张 量 。 例 
如 ,如 果 TE 是 一 个 张 量 而 


THe = Te” 


Be 


T?” 
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iy Tee a, OB 
Ox’ Ôx? Ax’? Ox!” 


T = TP 一 T 
Ox* Ox Ox? Oxr * 
a Ox Or? Tht 一 Br Ox"? re 
Ox" em , Ox® Gx1 


这 三 个 运算 当然 可 以 按 不 同 的 方式 组 合 起 来 ， 组 合 运算 
的 一 个 特别 重要 的 结果 是 指标 的 上 着 和 下 降 。 如 果 我 们 取 一 
个 逆 变 张 量 或 混合 张 量 7 同 度 规 张 量 9%, 的 直 积 ,再 把 指标 
和 了 的 一 个 逆 变 指标 缩 并 ， 便 得 到 一 个 该 逆 变 指标 被 协 变 指 
标 上 代替 的 新 张 量 , 例如 ,如 果 Tee。 是 一 个 张 量 ,我 们 又 定义 

5°, = = Guy T 
则 根据 规则 (B) AI (C), Sy, 也 是 一 个 张 量 ， 类 似 地 ， 如 果 
我 们 取 一 个 协 变 的 或 混合 的 张 量 和 逆 变 度 规 张 量 ge 的 直 
积 ， 再 把 指标 MARARA, RURAR- 
该 协 变 指标 被 逆 变 指标 4 代替 的 新 张 量 。 例如 ,如果 Su。 
一 个 张 量 ,我 们 又 定义 
R= guzS ps . 
则 R”, 也 是 一 个 张 量 ， 注 意 把 一 个 指标 降下 来 , 又 再 把 它 升 
LE, 出 回 到 原来 的 张 量 ; 例如 , 在 上 面 所 举 的 例子 里 , 我 们 
把 的 一 个 指标 降下 来 得 到 5， 然 后 再 把 它 升 上 去 得 到 Rs 
WR=T, AX | 
Re, = OS = 99 Teo 
= OT 一 了 ?pv 

通过 上 升 和 下 降 指 标 ， 我 们 可 以 把 有 N 个 指标 的 一 个 张 量 用 
2* 个 不 同 的 方式 写 出 来 ， 因 为 它们 在 物理 上 都 是 等 价 的 , 所 
以 对 全 部 2* 个 张 量 用 同一 符号 是 很 方便 的 。 它们 的 区 别 仅 
仅 是 它们 的 指标 的 位 置 ， 

为 完整 起 见 还 应 当 指 出 , 上 升 度 规 张 量 gw 的 一 个 指标 
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或 者 下 降 逆 度 规 张 量 0 的 一 个 指标 后 得 到 的 张 量 正好 就 是 
Kronecker ‘Ke, 因为 
99, = BY, 
还 有 ,把 gw 的 两 个 指标 都 上 升 就 得 到 逆 张 量 
ggg, = gor, 一 git 
而 下 降 9* 的 两 个 指标 便 得 到 度 规 张 量 gw。 

O 读者 将 会 看 到 这 里 所 讨论 的 张 量 代数 和 在 狭义 相对 论 那 
一 章 所 讨论 的 完全 一 样 (参看 2.5 节 ), 只 有 一 个 重要 的 区 别 : 
即 至 今 我 尚未 谈 到 的 微分 运算 ， 这 是 因为 一 个 张 量 的 微分 一 
般 并 不 是 一 个 张 量 ， 在 第 6 节 我 们 将 看 到 , 存在 一 类 称 为 协 
变 微分 的 微分 运算 , 它 又 多 提供 一 种 构造 其 它 张 量 的 途径 ， 


4 张 最 密度 
尽管 张 量 到 处 都 有 ， 但 张 量 的 变换 规律 吉 并 不 是 不 可 违 


反 的 。 一 个 非常 重要 的 非 张 量 的 例子 就 是 度 规 张 量 的 行列 
式 


== — Det Suy (4.4.1) 
， 度 规 张 量 的 变换 规则 可 以 看 成 是 一 个 矩阵 方程 
» _ Ox? Ox? 
9 = id a 
Ox’ Ox’? 
取 其 行列 式 , 我 们 得 到 
me, , Ox |? 
g = |- 一 | 9 (4.4.2) 
x 


其 中 18x/ 8x'| 是 变换 er 的 Jacobi FAR; MH 
8xe/ 6x“* 的 行列 式 ， 一 个 像 9 这 样 的 量 ， 它 的 变换 比 标量 变 
换 多 出 几 个 Jacobi 行列 式 因子 , 称 为 标量 密度 ， 关 伏地 ,一 个 
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芋 , 其 变换 比 张 量 的 多 出 几 个 Jacobi 行列 式 因子 的 , 称 为 张 量 

FE. 行列 式 | 9x'/ 9x| 因 子 的 数目 称 为 密度 的 权 ; 例如 。 由 

(4.4.2) 我 们 看 到 , 8 是 一 个 权 为 一 2 的 密度 ,因为 

Ox | | ar 

dx'l = lax 

这 可 以 从 取 下 面 方程 的 行列 式 得 到 
Ox" Ox? 
ðr? Ox? 

FED AL W ROK Be EB TK LT 

9-w/， 例 如 , 一 个 权 为 下 的 张 量 密度 G+, 的 变换 规则 为 

Dr Ox’* Ox* 


一 ! 


i (4.4.3) 


= ô”, 


= | a 44 
oe orl on GEHA F. (44 > 

利用 (4.4.2), 我 们 得 到 
gg", = oe oe AG, (4.4.5) 


张 量 密度 的 重要 性 来 自 积 分 运算 "的 基本 定理 ， 即 在 一 
般 坐 标 变换 4+ 一 * 下 ,体积 元 d'r 变 为 


“Il ate | (4.4.6) 


Oz 
Ox 

因此 d'r 和 一 个 权 为 一 1 的 张 量 密度 的 乘积 的 变换 和 通常 张 
量 的 变换 一 样 , 特 别 地 ,W 9 dx 构成 一 个 不 变 的 体积 元 ， 

有 一 个 张 量 密度 , 它 的 分 量 在 一 切 坐 标 系 里 都 相同 ;这 就 
是 Levi-Civita KERE ee, 为 了 在 一 般 坐 标 系 里 定义 这 
个 量 ， 我 们 必须 先 随意 地 编 一 个 坐标 指标 的 顺序 作为 参考 顺 
FE Wt, ys xs Rr, Oa p， + 等 等 。、 然 后 定义 seo 为 
i: uvik 为 参考 顺序 的 偶 置换 


dix” = | 


em =i] uvik 为 参考 顺序 的 奇 置换 (4.4.7) 
0 uvis 中 某 几 个 指标 相同 
为 了 者 出 这 是 一 个 张 量 密度 , 让 我 们 考虑 下 面 的 量 


“ll 


Ox’? Ox? Ox” Ox"? ple 
Ox® Ox? Ox* Ox* 
注意 到 ,这 个 量 对 指标 p, 05 %* 上 是 完全 反对 称 的 , AMEH 
于 em， 为 了 定 出 比例 常数 , > ont 取 参 考 顺 序 的 值 ; 于 是 
C4.4.8) 恰好 是 | Ox'/ 8x| 的 行列 式 ,所 以 
Ox’? Ox” Ox"? Ox’! 
Ox* Ox” Bx: Ox" 
因此 se”* 是 权 为 一 1 的 张 量 密度 。 我 们 可 以 用 9 对 ev 
构成 一 个 普通 的 逆 变 张 量 ， 我 们 也 可 以 按 通 常 的 方式 把 指标 
降下 构成 一 个 协 变 张 量 密度 , 即 | 
E pant = 9pn9ov9 nF ee (4.4.10) 
CREE RMP, AMIEL eni, $ oz 中 的 顺序 和 参 
考 顺 序 相同 ， 我 们 得 到 比例 常数 必须 为 一 9, 所 以 
E pang 一 — 980°"s (4.4.11) 
BERERE, Eor 是 权 为 一 1 的 协 变 张 量 密度 ， 
张 量 代 数 的 法 则 可 以 容易 地 推广 到 包含 张 量 密度 的 情 


(4.4.8) 


grae 一 greni (4.4.9) 


ox) 
Ox 


形 . 

CA) 权 同 为 Ww 的 两 个 张 量 密度 的 线性 组 合 仍然 是 权 为 
Wy 的 张 量 密度 . 

(B) RAW, W: 的 两 个 张 量 密度 的 直 积 构成 -个 权 为 
W, + WiAKEE EE l 

(O) 权 为 丈 的 张 攻 密度 的 指标 的 缩 并 得 到 权 为 本 的 张 
EER. HO) MC) 推 得 , 指标 的 升降 并 不 改变 张 量 密度 
的 权 。 


5 仿 射 联络 的 变换 


除了 张 量 密度 这 个 相当 浅显 的 例子 外 ， 物 理 规律 中 广泛 
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使 用 的 另 一 个 非常 重要 的 非 张 量 就 是 仿 射 联络 .我 们 记得 它 
的 定义 是 


T? = Ox? _ oer _ r (4.5.1) 
= ggs Ox" Ox” | ~ 


其 中 E(x) 是 局 部 惯性 坐标 系 。 从 xt 变 到 另 一 个 坐标 系 x*， 
我 们 得 到 
pa = 0 O05 2 
人 ogr Ox’ Ox’? Ox? OE° Ox'* NOx” Ox? 
_ Ox? Ox | Ox? Ox OE Ox 08 ] 
Ox? BE lôr” Orr 6xr0xc Ox’# Ox” Ox? 

利用 (4.5.1) 它 就 等 于 
„= Ox'* exr Ox’ Te, + Ox" Ox? 

Ox? Ox’ Ox’? Ox? ðr” Ox’? 
fit, 是 张 量 ， 右 边 第 一 项 就 是 我 们 所 期 望 的 ; 第 二 项 是 
非 齐 次 的 ,就 是 这 一 项 使 T pr 成 为 非 张 量 . 

张 量 分 析 提 供 了 一 个 非常 简单 的 方法 来 建立 T”, 和 9%， 
之 间 的 关系 注意 到 
ð | 9 ( Ox? oe) 


Oxr* © ax" NP xr Ox” 


r” 


(4.5.2) 


— Ogps Ox Ox? Ox" D2xp Ox? 
Brr Ox" Orr Or” 1 Ax'*Ox'* Ox” 
2 o 
+ Gog — _ Ox” 
Ox'* Ox” Ox“ 
所 以 
QO w 0 oy ð v 
` Dey + 9 en — 9,y 
Ox'# Ox’? H ðr iu 
we x Ox? Ox? (Se 十 Jo _ Eae) 
Or™* Ox'# Ox” \ Oxe Ox? 
2 T 
+ 29, 2 _ Ox 
Ox'# ðr” Ox 
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由 此 得 到 


| A y — Or* ðr Ax? io} + Ox" O'x? — (4.5.3) 
py 7 Ox? Ox'# Ox’ 


A } _—1 ey, | 09,» 09. uw 
三 二 ga | Slee 十 一 -一 所 | (4.5.4). 
2 Ox" Ox” Ox* £ > 


ANKE 
Pe | So ger oan Pe e G5.) 
等 效 原理 告诉 我 们 在 一 给 定点 * 存在 一 个 没有 引力 效应 
的 特殊 的 坐标 系 5;， 在 这 个 参考 系 里 可 以 没有 引力 作用 在 自 
HRT LGA, 为 零 , 在 相隔 无 限 小 的 两 点 之 闻 ， 又 可 以 
没有 引力 红 移 ， 所 以 gw 的 一 阶 导数 为 零 。 因为 在 局 部 惯性 


BERE Tree 一 |] 等 于 零 , 又 因为 它 是 一 个 张 量 ,所 以 在 
一 切 坐标 系 里 也 必 为 零 ,这 就 是 说 


-Ta 一 人 (4.5.6) 


SBM, 变换 规则 中 的 非 齐 次 项 的 其 它 表 达 式 是 很 有 用 
的， 对 z 微 商 如 下 恒等式 l 


Ox Ox? = 8? 
. Ox? Ox” 
我 们 立刻 便 得 到 
Br re Ox? Or” x’? 
“Ox? Ox" Oa” =T Ox” Ox” Ox? Ax? (4.5.7) 
由 此 我 们 可 将 (4.5.2) 写成 
FT， = Bx? Oxt Ox? e, — OF Ox” Ox" (4.5.8) 


Ox? Ox Ox” Ox” Ox'r Ox? OxI 
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先进 行 赣 变 换 * 一 2, PUT", 我 们 得 到 的 正好 就 是 上 


现在 我 们 可 以 利用 广义 协 变 原理 ， 对 自由 降落 的 粒子 所 
遵从 的 运动 方程 
Ox | pe de dè 
tT (4.5.9) 
作出 另外 的 证 明了 ， 上 式 中 
dt? 一 —9,,dx"dx” 


(4.5.10) 
首先 注意 到 ，(4.5.9) M 45.10) 在 没有 引力 场 时 是 正确 的 ， 
因为 令 Tn 等 于 零 , 9 等 于 mu 就 得 到 


t g dxt 


= 一 0 dr? = —n,,dx"dx” | 
这 正 是 在 狭义 相对 论 中 自由 粒子 的 运动 方程 ， 其 次 , 注意 到 
(4.5.9) 和 C4.5.10) 在 一 般 坐 标 变换 下 是 不 变 的 ,因为 


Det a L (Pet at) 
at? dr \ Ox’ dr 
n Oxr* Px” Px dx! dr” 
Ox” dr’ ôx” ðr? dr dr 
而 由 (4.5.8) 得 出 
re dx” dx" _ Ox'# >, dx? dx? 
dr dt Bx” dr dr 
D2x 


_ dx? dx” 
Ox’ Ox? dr 


dr 
把 这 两 个 方程 相 加 我 们 发 现 方程 《4.5.9) 的 左边 是 一 个 矢量 ， 
即 


Px” + Te dx?” dr^ 

dt? dr dr 

n ôx" (4= » dx? dx? 
Ox* \ dt? ae 


z a) (4.5.11) 


» 11l5* 


~ 


这 样 一 来 ,方程 (4.5.9) A (4.5.10) 显然 就 是 协 变 的 了 .于 是 
广义 协 变 原 理 告 诉 我 们 (4.5.9) M (4.5.10) 在 一 般 引 力 场 中 是 
正确 的 ,因为 重复 第 一 节 的 理由 ,它们 若 在 任意 一 个 坐标 系 中 
成 立 则 在 所 有 的 坐标 系 中 均 成 立 ， 而 在 局 部 惯性 坐标 系 里 它 
们 的 确 是 成 立 的 . 


6. 协 变 微分 


前 面 已 经 说 过 , 张 量 的 微分 一 般 并 不 是 张 量 。 例 如 ,考虑 


一 个 道 变 张 量 V*, 其 变换 律 是 
ye = 28" y» 
. Ox” 
对 * 求 微 商 便 得 到 


Dr” _ Ox* Ox? OV” x'e . Ox? 
ðr? Ox” Ox" Ox? Ox” Ox? Ox’! 
右边 第 一 项 是 假如 6V*/ 06x?* 为 张 量 时 我 们 所 期 望 的 ;第 二 项 
则 破坏 了 张 量 的 性 质 . | 
虽然 G0V*/ 0x 不 是 张 量 , 我 们 却 可 以 利用 它 来 构造 一 个 
张 量 .利用 方程 《4.5.8)， 我 们 看 到 


V* (4.6.1) 


Ta Tc = oe: Ox? Bx” Tv 
Ox” 0x? ðr" 
Daxz Ox’ 2] Ox’* 
Ox’ Ox? Ox Ox'* Ox7 
Ox’ Ox? Ox* = Ox? 
= I? V 一 yV” (4.6.2 
ðr” Ox 7 Ox? Ox" Ox (4.6.2) 
把 (4.6.1) Mi (4.6.2) 相 加 ,我 们 便 发 现 非 齐 次 项 消去 了 ,于 是 
得 到 
OAV , ， ðr” Ox? (oe ) 
二 TV "= 一 一 一 十 T’,,V° 4.6.3 
Ox" , Ox” Ox"? \ Oxe P C ) 
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这 就 启发 我 们 定义 一 个 协 变 导数 为 
OVe 


TI， = Bat +T, V" (4.6.4) 


id (4.6.3) 则 告诉 我 们 , V*;; 是 一 个 张 量 : 
Ox? Ox? 

我 们 也 可 以 对 协 变 矢 量 了 , 定义 协 变 导 数 ， 忆 及 协 变 矢 
量 的 变换 律 是 : 


r 
Ve, = 


OxP 


< 了 “二 Ox’# Vp 
对 x” RAA: 
OV'n ex Ox” OV, | Ox? 
— 十 一 一 一 V 4.6.5 
Ox’? Dx Ox” Ox? x'a ° C ' ) 
由 (4.5.2) 我 们 得 到 
ðr? Ox? Ox’ 
TV’ = |S oF Fpa 
~”? Lex Ore Ox” * 
Ox" Ox |2 
Oxt Ox'# Ox} Ox “ 
= Ox? Ox" T* Ve + Oey, 4.6.6) 
Ox’# Ox” 8x“ Ox” 


IMM (4.6.5) PRE (4.6.6), 非 齐 次 项 就 可 消去 : 


DT 72 l oe Ox? Ox? OV, — T« 
“ope 2 ae Ox (Se r wV.) (4.6.7) 
由 此 我 们 便 可 定义 协 变 矢量 的 协 变 导数 
Vs 一 oY — T’ wV (4.6.8) 
而 方程 (4.6.7) SIR Vie E-TIRE: 
V gy = OF OF (4.6.9) 


ell7e 


这 些 定义 推广 到 一 般 张 节 的 办 法 是 很 明显 的 ,一 个 张 量 关 : 对 
*? 的 协 变 导 数 等 于 97: Ox’, 再 对 每 一 个 逆 变 指标 加 上 一 
项 等 于 e ELR 后 的 了， 对 每 一 个 协 变 指标 1 减 去 
一 项 等 于 re, RE Atm eT. Bile, 
Te 2. To, + THT, + TT, a PT, 
oo (4.6.10) 
读者 容易 证 明 这 确 是 一 个 张 量 ， 
我 们 也 可 以 把 协 变 微 商 的 思想 推广 到 张 量 密度 ， 最 容易 - 
的 作法 是 : 记得 如 果 多 是 一 个 权 为 丈 的 张 量 密度 ， 9”? 多 就 
一 个 普通 的 张 量 . 它 的 协 变 导 数 亦 是 一 个 张 量 , RE OM 
后 ,就 又 回 到 权 为 球 的 张 量 密 度 ， 因 此 权 为 丈 的 张 量 密度 的 
协 变 导 数 定义 为 
Gig = 9 WGHNG:),, (4.6.11) 
BAD EA EXE PAW RET. 效果 
是 , WA TRAW HIKE BEN x? 的 协 变 导 数 和 普通 张 量 
， 的 作法 一 样 ， 不 同 的 只 是 多 加 了 一 项 (W/29)%- (O09/ Ox"), 
例如 


_ 0 x 4 ag 
Fs 0 Br FO GN Pape + — J Ox 


(4.6.12) 
把 协 变 微 商 和 第 3 节 介绍 的 代数 运算 相 结合 所 得 出 的 结 
” 果 和 通常 的 微 商 的 结果 相似。 具体 说 : 
(A》 张 量 线性 组 合 ( 带 常数 系数 ) 的 协 变 导数 等 于 协 变 
导数 的 同样 线性 组 合 ， 例 如 , 设 和 8 是 常数 , 则 - 
(eAr, + BB"), a=aA*,, + PBB, (4.6.13) 
(B) 张 量 直 积 的 协 变 导 数 遵从 Leibniz 法 则 。 例 如 ， 
(A*,B*),, = A,B 十 A,B}, (4.6.14) 


GY 
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(C) 缩 并 张 量 的 协 灾 导数 等 于 协 变 导数 的 缩 并 ， 例如 ， 
| SHB (4.6.10) 中 的 o，4 相 等 o。 = ,于 是 得 到 


TAn = 2 T+ TET (4.6.15) 


后 面 两 项 对 消 了 . 

我 们 还 注意 到 ， 度 规 张 量 的 协 变 导 数 等 于 零 ,因为 它 在 
FT“ 和 09s/ 8x! 为 零 的 局 部 惯性 坐标 系 里 等 于 零 , 而 张 量 在 
一 个 坐标 系 里 为 零 ,就 在 一 切 坐标 系 里 也 者 为 零 ， 这 个 结果 
可 以 更 直接 的 得 到 ,注意 


Guys 1 = oa — T?, Gov — TPis9 pu 
方程 (3.3.1) 告诉 我 们 , 这 个 式 子 等 于 0: 
Guy; = 0 (4.6.16) 


(这 个 等 式 可 以 反 过 来 对 gu 和 To 的 关系 式 提供 另 一 种 推导 
方法 ) 用 同样 的 方法 我 们 还 可 以 证 明 其 它 形式 的 度 规 张 量 的 
协 变 导 数 也 等 于 零 , 即 
9 一 0 (4.6.17) 
6,4 = 0 (4.6.18) 
MA (4.6.16)— (4.6.18) 推出 , 协 变 微 商 的 运算 和 升降 指标 的 运 
”算是 对 易 的 ;例如 


CV), a = 9PV a (4.6.19) 

协 变 微 商 的 重要 性 在 于 它 的 两 个 特点 ， 它 把 张 量 变 成 张 

量 , 在 没有 引力 时 , BT, = 0 时, 又 化 为 普通 的 微 商 ， 这 些 
特点 启示 我 们 用 下 面 的 算术 方法 来 考虑 引力 对 物理 系统 的 影 
i]: 写 下 在 没有 引力 时 成 立 的 适当 的 狭义 相对 论 方程 ,然后 
用 9 代替 ww。 用 协 变 导数 代替 所 有 的 导数 。 所 得 到 的 方程 
是 广义 协 变 的 , 没有 引力 时 又 是 正确 的 。 于 是 根据 广义 协 变 
原理 ,它们 在 有 引力 场 时 也 是 正确 的 ,只 要 我 们 讨论 的 空 时 尺 
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岩 与 引力 场 的 尺度 相 比 起 来 始终 充分 小 。 
7. 梯度 , 旋 度 和 散 度 


在 一 些 特殊 的 情形 下 , 协 变 导数 的 形式 特别 简单 。 自 然 
最 简单 的 是 标量 的 协 变 导 数 , 它 就 是 通常 的 梯度 


_ 55 
Sn Dee (4.7.1) 
另 一 个 简单 的 特例 是 协 变 旋 度 ， 记 得 
V us» = OV u = TV, 
Ox” 


由 于 Tt, 对 4 和 + 是 对 称 的 , 所 以 协 变 旋 度 就 等 于 通常 的 旋 
度 : 


— Va _ ôV, 
， Vusy Vow Or Ox! (4.7.2) 
另 一 个 稍为 费事 的 特例 是 逆 变 矢量 的 协 变 散 度 
ye, = oe + TH Vt (4.7.3) 
我 们 注意 到 Ta ST . 
p 3A pu 4. 99 2 O9ua 
Ma~79 o Pe Ori 十 det ot 
He 09, 

一 也 Lg Fa (4.7.4) 


我 们 可 以 很 容易 的 计算 它 , 只 要 我 们 记得 对 任何 矩阵 M， 总 
有 


Tr co 2 -MG 站 = ~ In Det MCx) (4.7.5) 


其 中 Da 代表 行列 式 ，Tr RD, 即 对 角 元 的 和 。 为 了 证 明 
(4.7.5), 让 我 们 考虑 x? 的 一 个 变 分 Ox? 所 引起 的 In Det M 的 
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变 分 : 
6 ln Det M = In Det CM + 6M )—I1n Det M 


Det CM + 6M) 
Det M 


= In De M~'(M + 6M) 
= In Det (1 + M—'6M) 
. >In (i + Tr MSM) —> Tr M”8M 
两 边 除 以 系数 5x? 便 得 到 方程 4.7.5). 把 (4.7.5) 用 于 M 取 
为 矩阵 gw 的 情形 ,由 (4.7.4) RNEER 


= In 


» =i _9d 
T” aa 2 ðr ln 9 = Fo (4.7.6) 
由 《4.7.3), 我 们 便 得 到 协 变 散 度 应 为 
i a /~ 
V4, = —— -2V Ve (4.7.7 
J/ 9 Ox" ) 


一 个 直接 的 推论 就 是 Gauss 定理 的 协 变形 式 ， 如 果 V* 在 无 
RELIER | 
[ax s ayr, = (4.7.8) 


注意 , 这 里 出 现 因子 W 9 ,使 zur 万 5 成 为 不 变量 . 
我 们 也 可 以 利用 (4.7.@) 来 简化 张 量 协 变 散 度 的 公式 ,例如 
OT” 
Ox® 


v = 
T”, a = 


+ TaT? 十 Pa Th 


利用 (4.7.6), 我们 得 到 


T”, = aT (4.7.9) 
V9 
特别 当 了 一 pi Ai 最 局 一 项 等 于 零 ; 所 以 
A”, = = 当 42 是 反对 称 的 . 
Ys 


(4.7.10) 
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还 有 一 个 相当 重要 的 特例 . 对 一 个 协 变 张 量 4,,， 它 的 
协 变 导数 为 


A wy: = Paes Pad py T'A np 
假设 A wo 是 反对 称 的 , 即 
Ap = — Anp 


如 果 我 们 把 Aara 加 上 两 个 把 指标 进行 循环 轮换 的 同一 张 量 ， 
ABA, AGT? 的 对 称 性 和 Aor 的 反对 称 性 , 我 们 便 发 现 , 所 
有 的 了 项 者 抵消 了 ,结果 得 到 

Amma +H Amo H Arny 


= Aw + 94m + 94w we 4 为 反对 称 张 量 
Ox? ‘Ox? Ox 


(4.7.11) 
8. 正 交 坐标 系 中 的 矢量 分 析 ” 


读者 也 许 会 问 ， 本 章 所 概述 的 张 量 分 析 的 公式 和 经 典 的 
曲线 坐标 系 里 的 梯度 、 旋 度 和 散 度 的 熟知 的 公式 有 些 什么 关 
系 ， 经 典 坐 标 系 是 一 些 三 维 坐标 系 , 其 特征 是 其 中 9 为 对 角 
Fake, Bil ` 


Ii = h? Bs; Gi 1 一 1,2,3) (4.8.1) 
其 中 A; AMBRE RO! 《这 一 节 里 暂时 不 用 求 和 的 约 
定 ) 于 是 逆 度 规 张 量 等 于 
gti = h7*6;; (4.8.2) 
不 变 的 固有 距离 元 现在 为 


ds’ = > gridxidx’ = hi(dx')? + hllde) + dr) 
bj 
(4.8.3) 
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不 变 的 体积 元 为 
dV = (Det 9) dridridr’ = hyhyhydx'dx'dx* (4.8.4) 
在 基本 运算 中 通常 称 为 一 个 矢量 V 的 分 量 的 , 不 是 协 变 分 量 
V;, 也 不 是 遂 变 分 量 Vi, 而 是 “普通 ”的 分 量 V: 
P; = hV’ = I (4.8.5) 
于 是 两 个 矢量 的 标 积 变 得 非常 简单 ; 
V-U= $ 9ViUi = V,U, + V,U: + VU (4.8.6) 


[当然 ,这 正 是 定义 (4.8.5) 的 动机 ] 但 标量 的 梯度 就 因而 多 少 
复杂 了 一 点 : 


VS =5,, =h 2 (48.7) 


矢量 V 的 旋 度 同样 用 矢量 的 “普通 ”分 量 来 定义 
CV XV) = kh; > (Det 9) ME Vis y 
=1,>° Chabad et ba (4.8.8) 
ij x 
《我 们 已 用 了 (4.7.2) 式 ， 因 为 eRT i 和 有 是 反 称 的 .) 例 
如 , 旋 度 的 第 一 个 分 量 是 
Or 8 
XV =, (Gas Psh) (48.9) 
矢量 V 的 散 度 就 是 协 变 散 度 (4.7.7): 
yv- V= 之 Vi, = (Deg)-”? >， 2, (Deg)? 
i x 


= bah (2. hal + Bobb 


a 
+ 2. hh? Ps) (4.8.10) 
标量 $ 的 Laplace 运算 等 于 它 的 梯度 的 散 度 : 
v's = >) 9S), (4.8.11) 


ij 
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或 把 (4.8.11) A (4.8.7) 结合 起 来 


— ~| O 4,4; OS Ə hih; OS 
2S = (hhh! | 2/3 + 3 
v (hhaha) Ox! h Ox! Ox? h Ox? 


十 -9 hike 23 | (4.8.12) 
Ox} Ay Ox? 


读 考 不 难 验证 , 如 果 A; 取 球 坐标 或 柱 坐 标的 具体 形式 就 
` 得 到 通常 的 梯度 、 旋 度 、 散 度 和 Laplace 算 符 。 


9. 沿 一 曲线 的 协 变 微分 


本 章 至 今 讨论 的 是 定义 在 整个 空 ~ 时 中 的 张 量 场 ,现在 我 
们 来 萎 虑 只 定义 在 一 条 曲线 C) 上 的 张 量 TCO). BH 
例子 如 单 粒子 的 动量 Poo) 和 自 旋 SLr)， 对 这 样 的 张 量 , 谈 
REM x* 的 协 变 微分 当然 是 没有 意义 的 , 但 相对 于 作为 曲线 
的 参量 的 不 变量 7 可 以 定义 协 变 导数 . 

首先 考虑 一 个 变换 律 为 


Ar(T) 一 -一 一 La Cr) (4.9.1) 


AERE AC) MAER, MFR 0r Ox? 是 在 x* = 
Cr) 处 计算 的 ,所 以 , 它 依赖 于 z。 由 此 , 当 我 们 对 7 求 微 商 
时 ,我 们 便 得 到 两 项 ， 

dAr(T) _ Ox* dA” @ xr” dx? A(t) (4.9.2) 


at Ox” dr Ox? Ax* dr 
二 阶 导 数 6x'*/Ox* Ox* 和 引起 仿 射 联络 的 变换 公式 (4.5.87 
中 出 现 非 齐 次 项 的 二 阶 导数 相同 ,所 以 我 们 把 褒 曲线 eC A 


i 
- 十 7%, 2 4 (4.9.3) 
T 
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于 是 方程 (4.5.8), (4.9.1), A (4.9.2) 就 表明 这 是 一 个 矢量 ; 
DA* _ Ox* DA” 
DT Ox” Dr 
(4.9.3) 和 矢量 场 的 协 变 导 数 的 公式 〈4.6.4) 之 间 的 相似 是 显 
然 的 . 
根据 同样 的 考虑 ,我 们 可 将 协 变 矢量 B.C7) 沿 曲线 Cr) 
的 协 变 导 数 定义 为 l 
DB, _ dB, 1 dx? 
Dr ar —T}, ie B, (4.9.5) 
利用 (4.5.2) 很 容易 证 明 这 确 是 一 个 矢量 
DB, _ Ox” DB, 
Dr Ger Dr (42:6 
用 同样 的 方法 可 以 定义 一 般 的 张 量 T(z) 沿 曲线 Cr) 的 协 
变 导 数 , 即 在 dT /de 上 ,对 每 个 上 指标 加 上 形 如 (4.9.3) 的 项 ， 
对 每 一 个 下 指标 减 去 形 如 cs 9, 5 的 项 ， 例 如 


(4.9.4) 


DT", aT) 4 pw 88" Te, pe, 2 Te (4.9.7) 
Dr dt dt 
和 
DT’, _ Ox* Ox" DT*, (4.9.8) 


Dt Ox? Ox” Dr 
第 6 一 8 节 中 介绍 的 协 变 微 商 的 性 质 都 不 难 推广 到 沿 曲线 的 
HEMA: 

应 当 指 出 ， 一 个 张 量 场 治 曲线 的 协 变 导 数 可 以 用 它 的 通 
常 的 协 变 导 数 来 定义 ; Pl, WRT 是 一 个 张 量 场 ， 那 末 

(4.9.6) 给 出 
a 
Pr ra 
但 在 第 六 章 中 我 们 将 会 看 到 ， 沿 曲线 定义 的 那些 张 量 不 总 是 
能 扩大 到 张 量 场 ， 对 于 它们 唯一 可 能 有 的 协 变 导 数 就 是 导数 
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(4.9.9) 


D/Dr, 

常 有 的 情况 是 , 沿 曲 线 运 动 的 粒子 所 携带 的 矢量 Ar), 
如 果 从 <r) 点 的 局 部 惯性 参考 系 ban RA, ERM 改变 
《质点 的 动量 和 自 旋 在 纯粹 引力 作用 下 就 是 如 此 ， 参 看 了 1 
EXTER AR, 仿 射 联 络 和 444/ar STR. 所 内 


DA”! 
一 -一 一 0 4.9.10) 
Dr ( 


这 是 一 个 协 变 方程 ， 并 且 在 xCr) 点 的 局 部 惯性 系 Exo 里 成 
- 立 ,因而 在 所 有 坐标 系 里 也 都 成 立 ， 于 是 矢量 de 应 满足 一 阶 
微分 方程 | 


dx? 


GA" ype, oe 
dv 


dr 
在 某 一 个 初始 5 时 给 定 了 4* 后 ， 上 式 就 对 所 有 的 + 定义 了 
ar. TEBRO EXER AMC) 的 这 种 方式 称 为 平行 和 
动 。 任何 张 量 都 可 以 用 平行 移动 在 一 条 曲线 上 定义 ,只 要 沿 
该 曲线 的 协 变 导 数 为 零 . 


A” . (4.9.11) - 


10. 电磁 类 比 * 


我 在 本 章 第 一 节 里 就 强调 指出 了 ， 广 义 协 变性 并 不 是 一 
个 像 Lorentz 不 变性 那样 的 通常 的 对 称 原理 ， 而 是 一 个 支配 
引力 效应 的 动力 学 原理 。 因此 它 和 另 一 个 “动力 学 对 称 性 ”， 
即 支 配 电磁 场 效应 的 局 部 规范 不 变性 之 间 ，、 具 有 很 强 的 相似 
性 ， 局 部 规范 不 变性 说 ,一 组 答 电 场 B(x) 和 电磁 势 4,(x) 所 
、 满 足 的 微分 方程 ， 当 这 些 场 受 下 面 的 变换 时 保持 同样 的 形 


plx) > plejer» (4.10.1) 
Als) > Ade) +2; oe) (4.10.2) 
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-其 中 = 是 由 由 代表 的 粒子 的 电荷, 而 g(x) 是 空 -时 坐标 x* 的 
一 个 任意 函数 ， 我 们 如 何 构造 一 个 规范 不 变 的 方程 呢 9 注意 
SLES HS ER TASER TR EA 


iega) ] 


— ,iep(x) WA ， Op(x) 
ei? ae + iedp(x) a | 


正如 张 量 的 导数 在 一 般 坐 标 变换 下 的 性 质 和 张 量 不 同一 样 . 
由 此 得 知 如 像 下 面 这 样 的 方程 
(O? — mpk) 一 0 


其 中 
op O | ð 


Ox® Oxs 

不 是 规范 不 变 的 , 如同 它 不 是 广义 协 变 一 样 .还 要 注意 的 是 ， 
电磁 势 4u(x) 遵从 非 齐 次 的 规范 变换 律 。 如 同 仿 射 联络 在 一 
般 坐标 变换 下 遵从 非 齐 次 变换 律 (4.5.2) 一 样 。 在 张 量 分 析 
里 ， 我 们 把 张 量 导数 和 仿 射 联络 放 在 一 起 构成 和 张 量 有 同样 
变 痪 性 质 的 “ 协 变 导数 ”， 在 电动 力学 里 ,我 们 把 场 的 导数 和 
矢量 势 放 在 一 起 构成 “规范 - 协 变 导 数 ” 


D.o) = ee 一 icA,() | plx) (4.10.3) 


它 的 变换 和 场 本 身 的 变换 一 样 ， 

DDA) >( Dahle) jefe (4.10.4) 
这 个 方程 是 在 9 为 常数 的 规范 变换 下 保持 不 变 GREW ARE 
性 等 同 于 电荷 守恒 ) 的 方程 ， 只 要 它 是 由 场 ox) 和 它们 的 
规范 - 协 变 导 数 Zea) 组 成 的 ， 那 末 它 在 一 般 的 规范 变换 
《4.10.1) 一 (4.10.2) 下 也 保持 不 变 。 这 正如 在 Lorentz 变换 下 
”保持 不 变 的 方程 , 只 要 它 是 由 张 量 和 它们 的 协 变 导 数组 成 , 那 
末 在 一 般 坐 标 变换 下 也 保持 不 变 ， 例如 , 我 们 可 以 把 描述 电 
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CP = 7 


磁场 同 荷 电 标 量 场 5(x) 相互 作用 的 规范 不 变 方程 写成 


[ED De + m\b(x) = 0 (4.10.5) 
或 更 详细 些 写 成 
(o 一 2eA* ð te OA" _ eA A, 十 m?) plr = 0 
Ox* Ox" 


这 种 理论 的 一 个 重要 特性 就 是 它们 允许 构造 一 个 规范 不 变 的 
守恒 流 ; 在 这 个 例子 里 我 们 可 以 定义 

Ia) = iep BG) — be DG) 
〈 剑 号 “全 表 示 复 共 忽 ,或 在 量子 理论 里 表示 Hermite LYE) BD 
然 它 是 规范 不 变 的 ;为 了 看 出 它 是 守恒 的 ,我 们 只 要 写 出 : 


ð je x)= — ife CED) Ob) _ 3, x ` 
GD) | AN ATOTO) 


MONACOR 
~~ ( ae AO) 


+ D'ND" + ieA(x)) D UKx 
= WOD + ie) Bobs) 
= POD D pla) — pLD DDT 
并 利用 (4.10.5), 就 得 到 
0 
Ox? 
这 样 ,我 们 便 可 以 把 这 个 流 用 在 Maxwell 方程 组 (2.7.6) 的 右 
边 , 于 是 这 些 方程 也 都 是 规范 不 变 的 ， 我 们 在 第 七 章 里 将 看 
到 ,引力 场 方程 也 是 用 类 似 的 办 法 来 建立 的 ， 

:电动 力学 的 规范 不 变性 和 广义 相对 论 的 广义 协 变 性 之 闻 
的 类 比 可 以 推广 到 另 一 个 类 似 的 动力 学 对 称 性 中 去 ， 即 支配 
x 介子 相互 作用 的 所 谓 手 征 对 称 性 。 要 对 这 一 点 作 适 当 的 解 
释 需 要 另 写 一 本 书 . 
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I(x) = 0 


11. p- 形 式 和 外 导数 * 


反对 称 张 量 和 它们 的 反对 称 化 的 导数 具有 一 些 特别 简单 
和 有 用 的 特性 ， 其 中 有 的 我 们 已 经 在 4.7 节 里 遇 到 过 了 .为 


了 以 统一 的 方式 来 处 理 这 些 性 质 ， 数 学 家 发 展 了 一 种 一 般 的 


形式 体系 , 称 为 微分 形式 的 理论 .遗憾 的 是 , 近 几 年 来 这 个 
理论 的 相当 抽象 和 紧 竣 的 符号 严重 阻 得 了 纯粹 数学 家 和 物理 
学 家 之 闻 的 交流 ,这 一 节 介 绍 微分 形式 理论 的 一 些 基 本 结果 ， 
但 采用 物理 学 家 所 熟悉 的 张 量 符号 ， 而 不 用 数学 家 所 喜欢 的 
深奥 难 解 的 符号 . 

一 个 了 阶 的 协 变 张 量 ， 若 对 于 任何 一 对 指标 的 交换 都 是 
反对 称 , 则 称 为 一 个 p- 形 式 ,在 # 维 时 , yp- 形式 的 代数 独立 的 
分 量 的 数目 恰好 就 是 二 项 式 系 数 


(0)= ey (4.11.1) 


例如 , 一 个 标量 场 是 一 个 0- 形 式 , 一 个 协 变 矢量 场 是 一 个 1- 、 
形式 , 带 两 个 指标 的 一 个 反对 称 协 变 张 量 是 一 个 2- 形 式 . 

产 形式 的 线性 组 合 还 是 EA. 但 一 个 p- 形 式 sur. 和 

一 个 ÉR po 的 直 积 svtpo 并 不 是 一 个 (yp 十 49)- 形 式 ， 

因为 它 不 是 完全 反对 称 的 ， 我 们 可 以 把 直 积 反对 称 化 来 构成 

一 个 (p+ 9)- 形 式 s 人 iz: 
(Gs 人 Danpra = 有 反对 称 化 {ppptnpy pp 4a} (4.11.2) | 
其 中 “反对 称 化 ”一 般 代表 对 指标 的 所 有 置换 I 的 平均 , 即 


反对 称 化 (teu mum? = P > Öna arrat (4.11.3) 


正 负 号 因子 on 取 十 1 或 一 1 取决 于 I 是 由 偶数 次 或 是 奇数 
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次 的 指标 对 的 置换 所 组 成 : 
Oye (th Sues 
一 1 ， 当世 是 奇 置换 
反对 称 化 了 的 直 积 (4.11.12) 称 为 外 积 。 例如 一 个 0- 形 式 s 
和 一 个 1- 形 式 六 的 外 积 就 是 通常 的 乘积 
GAD. = st, 
而 一 个 二 形式 sa, 和 一 个 1- i 和 的 外 积 是 一 个 2- 形 式 


GA 人 t)ar = — 2 (sutr 一 Stu) 


(4.11.4) 


读者 可 以 容易 地 证 朋 外 积 服从 结合 律 ， 
CADAU =s NNa) (4.11.5) 


(os + a5.) At = als AA + alh) 

sA Cat, + ot) = a (st) + osA a) 

(其 中 A» 是 标量 ) 但 外 积 是 不 可 对 易 的 ; 还 有 , Ws 是 
— ERA, t 是 一 个 q- 形 式 , 则 

Cs AE) = (1N s) (4.11.7) 

氢 述 到 这 里 最 好 中 断 一 下 ,并 且说 明 一 下 ,在 微分 形式 的 

数学 理论 书籍 中 中 ， 一 个 p- 形 式 : ， 一 般 地 不 用 张 量 的 分 量 
tw 表示 ,而 是 用 “微分 形式 ”表示 

o = tyd Nd \ +++) 


(4.11.6) 


这 里 符号 axe 代表 一 个 量 , 它 的 变换 与 坐标 微分 相同 , 即 与 逆 


变 矢量 相同 。 但 它们 的 积 又 与 通常 的 坐标 微分 不 同 , 是 可 结 


合 的 而 且 是 反对 易 的 : 
(dxe \ dx”) Ndx? = det A (dx? Ads) 
dx“ Adx’ = —dx” Ndx" 


微分 形式 w, 和 o 的 积 wo 人 ws 所 具有 的 张 量 系数 ,就 是 由 
o, 和 a; 的 张 量 系数 的 外 积 得 到 的 ， 于 是 外 积 的 结合 和 对 易 
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规则 ,C4.11.5) 和 (4.11.7), 可 以 不 难 从 积 de" A da” 的 可 结合 
和 反对 易 性 质 得 到 .正如 已 经 指出 的 那样, 我 们 这 里 不 采用 这 
种 语言 ， 对 我 们 来 说 , 一 个 p- 形 式 就 简单 地 是 一 个 反对 称 张 
量 而 不 是 对 应 的 微分 形式 . 

-形式 的 理论 同 张 量 分 析 的 其 余部 分 分 开发 展 之 处 ， 出 
现 于 我 们 研究 它们 的 导数 之 时 . 偏 导数 算 子 6/ Ox" 是 一 个 协 
变 矢 量 , 或 换 名 话说 ,是 一 个 1- 形 式 , 所 以 给 定 任何 一 个 p- 形 
Br, 我 们 可 以 定义 一 个 Cp 十 IER De, 叫做 + 的 外 导数 ， 
这 只 要 简单 地 到 8/ Ox 和 * 的 外 积 就 可 以 了 : 


D= OA | (4.11.8) 
Ox | 
或 更 详细 些 ， | 
(DD ace, = AIM (2 tenga C11) 
例如 , 0- 形式 * 的 外 导数 就 是 wane, 


(Dt), = 
而 1-É ta 的 外 导数 就 是 “ee 
or, Otu 
Diu = E Ox" ~~ ot) 


在 三 维 情况 下 , 2- 形 式 u 的 外 导数 可 表示 为 普通 的 散 度 
1 Os y Oty p Of 
Dm= Len (Fe + Se + Be) 

外 导数 的 第 一 个 突出 的 性 质 就 是 , 它 作 用 在 一 个 p- 形 式 
张 量 上 给 出 一 个 Co 十 1)- 形 式 张 量 。 要 了 解 这 一 点 是 很 容 
易 的 ， 只 要 看 到 ， 用 来 定义 外 导数 的 偏 导数 可 以 换 成 协 变 导 
数 ， 

CDE) rp = 反对 称 化 (as C4.11.10) 
因为 出 现在 协 变 导数 中 的 和 仿 射 联络 有 关 的 项 在 反对 称 化 过 
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程 中 消去 了 。 我们 以 前 推导 的 结果 (4.7.1), 《4.7.2), (4.7.11) 
都 是 方程 (4.11.10) X p= 0, p = 1 A p 一 2 时 的 特例 . 
由 外 导数 的 结合 和 对 易 规 则 ,《4.11.5) 和 《4.11.7), 我 们 
可 以 容易 的 导出 一 个 -EAS 和 一 个 9- 形 式 : 的 外 积 的 外 
导数 的 简单 公式 : 
DCS At) = Ds At + (—1)DiAs 
=Ds\t+(—-DesADe (41111) 
根据 同样 的 规则 还 可 以 推出 ,多 重 外 导数 为 零 ,例如 
Die Noe Wa) =A a Aro 
i (4.11.12) 
这 个 结果 称 为 Poincaré 312. 属于 这 个 引 理 的 特例 的 是 二 
个 熟知 的 三 维 矢量 分 析 的 结果 , 即 梯度 的 旋 度 为 零 , 旋 度 的 散 
度 为 零 . 
ATARAM]: Poincaré 引 理 的 逆 命 题 是 否 也 成 立 : 即 如 
果 * 是 一 个 (p + 1)- 形 式 , 对 它 有 


Ds =0 (4.11.13) 
那 末 我 们 能 否 把 * 表示 为 基 个 p- 形 式 : 的 外 导数 ? 
s= Dt (4.1.14) 


答案 是 肯定 的 ， 只 要 有 一 个 区 域 Z, (11.13) 在 其 上 成 立 ， 
并 使 (4.11.14) 成 立 ， 而 这 个 区 域 A 又 可 以 缩 成 一 个 点 ， 一 
般 地 ， 我 们 说 一 个 区 域 AB 可 以 缩 成 一 个 点 y*, ABAD 
的 每 一 个 点 ze， 可 以 与 点 * 用 一 条 完全 位 于 A 内 的 路 径 
X*CA; xz) 相连; 这 里 的 4 是 一 个 实 参 数 ， 可 取 从 0 到 1 的 数 
值 ,并 有 
XO; x) = X15 x) = x" | 

可 以 直接 验证 ,如 果 (4.11.13) 在 这 样 一 个 区 域 Z 内 成 立 , 则 
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(4.11.14) 在 这 整个 区 域内 满足 如 下 p ER, 
bay p(t) = (p + D |， OX; £) AXA: x). 


Ol Ox" 
OXCA; x) 

Ox" 

三 维 矢量 分 析 中 的 熟知 结果 , 即 一 个 矢量 ,如果 旋 度 为 零 , 便 

可 表 成 一 个 梯度 ;或 者 如 果 散 度 为 零 ， 便 可 表 成 一 个 旋 度 ; 都 

可 以 当 作 这 个 定理 分 别 在 六 一 0 和 zp 一 1 时 的 特例 。Maxwell 

方程 提供 了 四 维 情形 的 一 个 例子 电磁场 场 强 张 量 Fee， 根 

据 方 程 (2.7.10) 是 一 个 外 导数 为 零 的 2- 形 式 , 所 以 它 可 表示 

为 同方 程 (2.7.11) 一 样 的 1 形式 《通常 记 为 一 24。) 的 外 导 
数 ， 


Ssn XG; x))dh (4.11.15) 


F = 04s _ O40 
ee Or” Ox? 


一 般 说 来 , 满足 方程 (4.11.14) 的 户 形 式 不 是 唯一 的 ;给 定 一 
个 这 样 的 :之 后 ,满足 (4.11.14) 的 最 一 般 的 -形式 为 
f=t+ Du (4.11.16) 

其 中 4 是 一 个 任意 的 (p 一 1)- 形 式 . 例如 ;如果 4。 是 一 个 
旋 度 为 Fe 的 矢量 势 ， 则 最 普遍 的 这 种 矢量 势 可 由 如 规范 
变换 ”得 到 
ap 
Ox* 
其 中 @ 是 一 个 任意 的 0- 形 式 , 即 任意 的 标量 . 

正如 外 导数 是 熟知 的 梯度 、 旋 度 、 和 散 度 的 自然 推广 一 
样 , 同样 也 可 以 构造 一 个 维 流 形 上 的 p- 形 式 的 标量 积分 ， 
它 是 熟知 的 标量 密度 体积 分 或 矢量 密度 法 向 分 量 的 面积 分 的 
HRE. n 维 空间 内 的 一 个 ? 维 流 形 x 就 是 这 样 一 个 区 
域 , 在 这 个 区 域 里 = 个 坐标 x* 可 以 用 光滑 的 一 一 对 应 的 方式 
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A, =A, +t 


表示 为 个 参量 wi 的 函数 : 

at 一 Xr, U, +e, uP) 《4.11.177 
实际 上 ,常常 不 可 能 用 一 个 « 坐标 系 来 覆盖 整个 流 形 ,在 一 般 
情形 下 ,需要 在 流 形 的 不 同 覆盖 区 引入 不 同 的 * 坐标 ,在 采用 
坐标 所 的 区 成 和 另 一 采用 坐标 产 的 区 域 的 重 公 部 分 ,要 求 丈 
和 巡 彼 此 可 以 用 光滑 的 、 一 一 对 应 的 函数 来 表示 。 我 们 在 这 
里 实际 上 要 讨论 的 是 所 谓 可 定向 流 形 ， 对 这 种 流 形 。 每 一 块 
的 坐标 可 以 选 得 使 重 琶 区 里 的 所 有 行列 式 |6x/65| 都 是 正定 
的 。 例 如 ,球面 是 可 定向 的 。 为 了 记号 简单 起 见 , 下 面 的 讨论 
里 不 再 芳 虑 这 些 复杂 性 ,但 应 当 记 住 ,为 要 覆盖 流 形 可 能 需要 
不 只 一 组 的 * 坐标 。 按 这 样 的 理解 , 一 个 p- 形 式 : 在 维 流 
EMA 上 的 积分 定义 为 如 下 的 多 重 积分 


Orm Or ) 1... yp 
| tdV, 二 i Bul Bp du'---du? (4.11.18) 


积分 限 由 流 形 的 边界 来 确定 . 

这 个 积分 对 用 以 定义 p- 形 式 的 xx 坐标 的 变换 而 言 ,显然 
是 一 个 标量 .， 还 需要 考虑 ,如 果 我 们 决定 要 采用 新 的 一 组 参 
Midna? Riba 来 描写 流 形 时 ， 积 分 是 如 何 变化 的 ， 
考虑 到 * 的 反对 称 性 ,容易 看 到 , 在 这 种 情形 , 被 积 式 改变 一 
个 因子 , 即行 列 式 | 8w/ 8a| ,而 p- 形 式 的 体积 元 改变 了 一 个 
正 因子 | | 04/ 6v| | .结果 整个 积分 或 者 不 变 或 者 改变 正 负 号 ， 
决定 于 行列 式 | 9w/ 85| 是 正 的 还 是 负 的 . (我 们 暗中 假定 了 ， 
变换 wi 一 去 是 非 奇异 的 , 所 以 这 个 行列 式 不 等 于 零 , 从 而 在 
整个 A 里 保持 同样 的 符号 , ) 这 个 结果 附带 地 说 明了 ，, 当 需 
要 几 个 u 坐标 系 来 覆盖 流 形 时 ,p- 形 式 在 坐标 x 和民 所 撕 写 
的 两 块 区 域 的 重 双 部 分 积分 ,如 果 行列 式 |9u/6 引 是正 的 ,就 
可 以 随便 用 那 一 个 坐标 系 来 计算 ; 正 是 由 于 这 个 理由 ,我 们 才 
必须 把 注意 力 限制 在 可 定向 流 形 上 ， 
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形 如 (4.11.18) 的 积分 的 最 简单 的 例子 就 是 当 p 等 于 x 
坐标 空间 的 维 数 = 时 的 特例 ， 在 这 里 ,x* 坐标 本 身 可 以 用 作 
为 x 坐标 ,所 以 在 这 一 情形 下 《4.11.18) 变 为 


| tdV, = | fiz.nd xde- edx" 
ae 


注意 ,被 积 式 如 .除了 是 张 量 的 一 个 分 量 外 ,也 是 权 为 一 1 的 
标量 密度 , 因为 我 们 可 以 把 它 写 为 


l oa 
= uyou 
bizen e“ Pein 
ni 


cr" 是 权 为 一 1 的 张 量 密度 (参看 4.4 节 ). 在 次 简单 的 情形 ， 
Bp =n — 1 的 情形 里 ,我 们 可 以 把 (4.11.18) 写成 熟悉 的 形 


| tdV ,~ = | was, 
A 


其 中 #* 是 一 个 矢量 密度 , 定义 为 


= dt 
tpp = Epppnt 


而 dS, 是 垂直 于 流 形 的 有 [向 面 元 : 


Ort Or"p 
IS, Enugu Ba Dae 


= tliwgd 
=E du du? 


利用 p- 形 式 积 分 的 这 个 一 般 定义 , 可 以 证 明 , 一 个 p- 形 
式 的 外 导数 在 (zp 十 1) 维 流 形 上 的 积分 就 等 于 p- 形 式 本 身 在 
该 流 形 的 p- 维 边界 上 的 积分 中 . 
P Did V ,nn = | nan dV, (4.11.19) 
(我 们 不 拟 讨 论 边界 定向 的 定义 问题 ,这 对 确定 右边 符号 是 必 
要 的 )。 Stokes 定理 和 Gauss 定理 就 分 别 是 这 个 普遍 公式 
当 ”一 3,b 一 1 和 ”=3, 刀 一 2 时 的 特殊 情形 . 


. 135- 


[1] 
[1a] 
[2] 


[3] 


[4] 
[5] 

[6] 
[7] 


参考 文献 


E. Kretsehmann, Ann. Phys. Leipzig, 53, 575(1917). 

K. O. Friedrichs, Math. Ann., 98, 566(1928). 

E. P. Wigner, Symmetries and Reflections (Indiana University 
Fress, Bloomington, Ind., 1967). 

For this approach to chiral symmetry, see, for example, S. 
Weinberg in Lectures on Elementary Particles and Quantum 
Field Theory (M. I. T. Press, Cambridge, Mass., 1970), p. 283. 
Sce, for example, L. M. Graves, The Theory of Functions of A 
Real Variable (McGraw-Hill, New York, 1956). 

See, for example, J. A. Stratton, Electromagnetic Theory 
(McGraw-Hill, New York, 1941), Sections 1.14—1.18. 

See, for example, L. I. Schiff, Quantum Mechanics (3rd ed., 
McGraw-Hill, New York, 1968), p. 399. 

For an extremely readable text on the theory of differential 
forms, see H. Flanders, Differential Forms (Academic Press, 
New York, 1963). 


° 136- ; 一 


第 五 章 引力 效应 


现在 我 们 回 到 物理 学 ， 并 利用 我 们 在 上 一 章 所 学 过 的 知 
识 来 决定 引力 对 力学 方程 和 电动 力学 方程 的 影响 ， 用 的 技巧 
就 是 广义 协 变 原理 所 提供 的 : 我 们 必须 先 写 下 在 狭义 相对 论 
中 成 立 的 方程 ， 然 后 决定 方程 中 每 一 个 量 在 一 般 坐 标 变换 下 
应 如 何 变换 ,再 把 ys 换 成 Sas 把 所 有 的 导数 换 成 协 变 导数 . 
所 得 到 的 方程 就 是 广义 协 变 的 ,在 没有 引力 时 它 是 正确 的 , A 
而 在 任意 引力 场 中 也 是 正确 的 ， 只 要 所 讨论 的 系统 和 场 的 尺 
度 相 比 足够 小 . 


L 质点 力学 


一 个 质点 不 受 任何 力作 用 时 ， 在 狭义 相对 论 里 具有 不 变 
的 四 维 速度 ” 和 不 变 的 自 旋 Se BN 


2 一 0- (us = E) (5.1.1) 


一 “一 0 (5.1.2) 


记得 So 的 分 量 在 质点 静止 的 参考 系 里 定义 为 {5, 0}, 所 以 在 
任意 的 Lorentz 坐标 系 里 , 它 满足 下 面 的 关系 


S.U" = 0 (5.1.3) 


为 了 使 这 些 方程 成 为 广义 协 变 的 ， 我 们 定义 在 一 般 坐 标 
A x" 里 的 矢量 UMS, 为 
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. 人 xx ‘dx? 

U“ = ZT Us = ' 5.1.4 
Og i T ( ) 
= OF 

Si = Ber Sta (5.1.5) 


RH UF RI Su È U RS 在 自由 降落 坐标 系 © 里 的 分 量 。 虽 
然 U* 和 5 BRE, dU*/dv 和 ds/dr 却 不 是 矢量 ,但 我 们 在 
4.9 节 里 看 到 , 可 以 定义 矢量 导数 DU“/Dr 和 DS。/Dr， 它 们 
当 Th = 0 时 化 为 普通 导数 4U*/dr 和 dS/adr， 于 是 质点 位 
置 和 自 旋 的 正确 方程 ,根据 广义 协 变 原理 便 可 以 确定 为 


DU" -0 2 ng - (5.1.6) 
Dr Dr 
或 更 详细 些 
dU” mya a0 (5.1.7) 
dr 
DSa L pr yes, = 0 (5.1.8) 
~ dr . 
此 外 , (5.1.3) 现在 变 为 
S,U*=0 (5.1.9) 


重复 41 节 的 推理 ,这 些 方程 在 有 引力 场 时 是 正确 的 , 这 是 因 
为 它们 是 广义 协 变 的 并 且 在 没有 引力 即 当 T% 为 零 时 ,又 能 化 
为 方程 (5.1.1) 一 (5.1.3). 这 就 是 等 效 原理 告诉 我 们 的 : 存在 
一 个 使 45.1.6) 一 (5.1.97 成 立 的 局 部 惯性 坐标 系 ( 我 们 总 是 假 
设 质点 是 充分 小 ), 于 是 广义 协 变性 保证 了 这 些 方程 在 实验 室 
参考 系 里 成 立 . 

我 们 知道 ， 方 程 (5.1.7) 和 (5.1.8) MERE U” 和 5, 的 
平行 移动 的 微分 方程 。 由 于 Ur = de"/dr, 所 以 方程 (5.1.7》 
不 是 别 的 ,就 是 众 所 熟 悉 的 自由 降落 的 方程 ,以 前 曾 由 (5.1.47 
对 z 求 微 商 并 利用 〈5.1.1) 推 得 。 显然 ,利用 广义 协 变性 比 我 
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们 以 前 的 直接 计算 要 省 事 多 了 .， 方程 (5.1.8) 描写 陀螺 在 自 
由 降落 时 的 进 动 , 在 第 九 章 里 再 作 进一步 讨论 。 现在 我 们 只 
要 注意 9.8* 是 不 变量 , 这 是 因为 一 个 标量 的 普通 导数 就 等 于 
它 的 协 变 导数 
dco oy a Dies wh = l 
FA 六 (S,S") 一 0 (5.1.10). 


”如 果 质 点 不 是 在 自由 降落 , 则 DU“/Dr RAZ, i (5.1.7) 
我 们 有 ` 

DU’ -Ë 

> E (5.1.11) 
其 中 严 是 质点 质量 而 大 是 逆 变 的 力 矢量 . 这 个 式 子 也 可 以 号 
成 为 


det dx” dx? 
= f" — mI, 一 一 


dt? . dt dt 


E mh 的 项 显然 起 着 引力 的 作用 我 们 总 是 可 以 算出 六 的 ， 

只 要 我 们 知道 它 在 自由 降落 参考 系 E 里 的 值 在, 因为 要 求 六 
是 一 个 矢量 ,就 唯一 的 得 到 

f — ðr"! 

ore 


m 


ff (5.1.12) 


电磁 力 留 在 下 一 节 里 讨论 ， 

有 时 ， 质 点 受 一 个 力 关 的 作用 但 不 受到 任何 力矩 、 这 种 
情况 下 ， 时 时 和 质点 想 对 静止 的 局 部 惯性 坐标 系 里 的 观测 者 
将 看 不 到 自 旋 轴 的 进 动 ; 即 43/ de SFB. 但 在 这 个 特殊 的 
坐标 系 里 dx/ dt 也 等 于 零 、 所 以 我 们 可 以 把 零 转 矩 条 件 写 成 _ 
Lorentz 不 变 的 形式 

dS“ 


一 oO U“ 
at 


这 在 任何 局 部 惯性 坐标 系 里 ,不 论 是 共 动 的 或 不 是 共 动 的 ,都 
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是 成 立 的 ， 现 在 问 比 例 常 数 等 于 多 少 ? 让 我 们 设 
dS* 


= DUS 
at 
我 们 记得 ，5, 的 定义 是 要 使 
S,U* = 
由 此 得 到 
一 4 a) a aur 
0 元 (S,U*) = ®U,U* + S, 
BU 
o = s, sf 
dt m 
所 以 自 旋 矢量 所 发 生 的 变化 为 
l dS* _ PN pa 
B= (s£) vu (5.1.13) 


这 个 现象 称 为 Thomas tay, 如 果 回 到 有 引力 场 的 情形 ， 
方程 (5.1.13) 和 广义 协 变 原理 便 告 诉 我 们 ， 自 旋 按 如 下 规律 
进 动 


DSt _ (s,£) yea, DU yp (5.1.14) 
Dr m Dr 


一 个 矢量 如 满足 上 述 这 个 微分 方程 ,就 说 它 是 由 Fermi Bah? 
“定义 的 。 平 行 移动 是 # 一 0 时 的 特例 . 


2 电动 力学 


我 们 记得 ,在 没有 引力 场 时 ，Maxwell 方程 组 可 以 写 为 
-a 


Foe 一 — ye 5.2.1 
Ox? 7 《 ) 
0 ð ð ; 
Op, t- Fa t -Fm0 5.2.2 
Ox. fr Ox, Ox, P C ) 
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式 中 尹 是 流 四 维 矢量 (J, ej, Fo? 是 场 强 张 量 ，F* = B, 
Fo = F,, 等 等 (参看 2.7 节 )。 假设 我 们 这 样 地 定义 一 般 坐标 
下 的 Fw 和 Je 要 求 它们 在 局 部 惯性 Minkowski 坐标 中 化 为 
F? 和 闫 ， 而 且 在 一 般 坐标 变换 下 的 性 质 是 一 个 张 量 ， BIO 
RF 和 产 是 在 局 部 村 性 系 里 所 测 得 的 值 ， 则 

Fe = (Ox"/OE*)(Ox" /OE*) Ëe, 

并 且 i 

Je = (Or*/O5") 
于 是 用 协 变 导数 代替 所 有 的 导数 ， 我 们 便 可 以 把 (5.2.1) 和 


(5.2.2) 构造 成 广义 协 变 的 方程 : 
F”; p= _ (5.2.3) 
Faria t Fims + Foun = 0 (5.2.4) 
现在 应 当 注 意 , 指 标的 升降 是 用 9, 而 不 是 用 ?ov BD 
Fie = Grude EF” (5.2.5) 


由 于 OF 和 Fw 是 反对 称 的 ,我 们 可 以 用 (4.7.10) A (4.7.11) 
把 Maxwell 方程 改写 为 


2 SaF. =N g (5.2.6) | 
ôx” 
ô 3 Ô p -一 
Bo Fo + oop Fut Gig Fu = 0 (5.2.7) 
HE (5.2.3) 一 《5,2.7) 在 没有 引力 时 是 正确 的 ,并 且 又 是 广义 
协 变 的 ， 因 此 根据 广义 协 变 原理 ， 在 任意 引力 场 中 也 是 正确 
作用 在 电荷 为 e 的 粒子 上 的 电磁 力 ,在 没有 引力 时 ,由 方 
程 (2.7.9) 给 出 : 
dxf 


e 一 着" 一 一 5.2.8 
i e elr ( ) 


我 们 立刻 可 以 推 知 , 在 任意 引力 场 中 , 用 一 般 坐 标 表示 的 电磁 
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， 力 为 

fte eF”, ast (5.2.9) 

at 

当然 ,其 中 的 

Fe, = 9u F (5.2.10) 
这 里 我 们 再 一 次 应 用 了 广义 协 变 原理 ;方程 45.2.9) 在 局 部 惯 
性 Minkowski 坐标 里 显然 化 为 (5.2.8); 它 又 是 广义 协 变 的 ,这 
是 因为 天 是 一 个 矢量 ( 见 5.1 节 )，dx?/dr 也 是 一 个 矢量 ,FY 
已 定义 为 一 个 张 量 ;所 以 (5.2.9) 是 正确 的 . 

THREE P 是 有 益处 的 ,在 狭义 相对 论 里 , 它 等 于 
t= DJ en | ox —xa)drs 6210) 


积分 是 沿 第 4 个 粒子 的 轨道 进行 的 【见方 程 (2.6.5)1 一 般 从 
标 系 里 的 四 维 3 函数 定义 为 

| dix®BCx)O(x — y) = P(y) | (5.2.12) 

HF Ma's 是 一 个 标量 , 98x — y) 也 必定 是 一 个 标量 , 它 

在 狭义 相对 论 情形 (9 一 1) 自然 要 化 为 普通 的 3 函数 。 (在 

有 一 些 工作 中 就 用 这 个 标量 来 定义 6 函数 ,) 这 样 , 在 没有 引 

力 时 能 化 为 的 逆 变 矢量 就 等 于 | 

. Jel) = 97x) > En | B(x — x, dx% (5.2.13) 

PERL, BOUIN HIER 079/000 = 0 在 广义 相对 沦 中 
EH Jea = 0 或 利用 (4.7.7) 得 

2. (gz) = 0 (5.2.14) 


(5.2.13) 中 的 因子 9°? EÆ THEI (5.2.14) 中 的 9", 所 以 
(5.2.14) 依然 表示 了 en 的 不 变性 。 
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3， 能 量 -动量 张 量 


量 和 动量 的 密度 和 和 流 ,在 2， 8 节 里 被 绕 一 为 满足 下 面 学 

二 方程 的 一 个 对 称 张 量 r 

ƏT” 

. Ox" 

式 中 G8 是 作用 在 系统 上 的 外 力 扩 的 密度 (对 孤立 系 , Gs 一 0). 

E Te A C 定义 为 无 引力 时 化 成 狭义 相对 论 的 T” 和 G6 的- 

WKS. 于 是 在 局 部 惯性 系 中 与 (5.3.1) 一 致 的 广义 协 变 
方程 应 为 


= GP (5.3.1) 


„=C (5.3.2) 
或 着 ,利用 (4.7.9) 得 到 . 

Ji 9 Hp by v te. 

Te be (JOT) = GC TT (5.3.3) 
V 9 是 电动 力学 中 熟悉 的 因子 ， 它 来 源 于 不 变 体积 元 为 
V ode 这 一 事实 。 但 右边 第 二 项 代表 引力 密度 。 正如 我 们 
所 预期 的 。 这 个 力 与 它 所 作用 的 系统 的 关系 只 是 通过 能 量 动 
量 张 量 表现 出 来 的 . 

在 2.8 节 中 已 给 出 点 状 粒子 系统 的 狭义 相对 论 性 的 能 量 - 

动量 张 量 是 : 


T” = > Mna (2 dra — x,) (5.3.4) 
7 T 


积分 仍然 沿 粒 子 轨道 进行 。 严格 按照 上 一 节 讨论 7 时 所 用 
的 推理 , 我 们 推 得 , 无 引力 时 和 (5.3.4) 一 致 的 逆 变 张 量 应 等 
于 


m3 
Te? = g2 > Mn | a dx Cx — xa) (5.3.5) 
m. T j 
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对 于 电磁 场 fs， 在 2.8 节 里 曾 推出 其 狭义 相对 论 性 能 
量 - 动 量 张 量 是 | 
To? = FO Fpr 一 + gF FP 63.6) 
容易 看 出 ,无 引力 时 和 (5.3.6) 一 致 的 逆 变 张 量 应 为 
To = FRF” 一 L gt FP (5.3.7) 
FEA FA it A REA BE 其 能 量 -动量 张 量 就 等 于 (5.3.5) 
Fl (5.3.7) ZA l 
我 们 暂时 先 回 到 单纯 物质 的 能 量 -动量 张 量 (5.3.57 的 情 
形 ,容易 算出 


l dx" 
TPg d’x = M, 一 下 
f | > at 


求 和 遍及 积分 体积 内 的 所 有 粒子 。 这 个 式 子 启发 我 们 把 
Teg”? 一 般 地 看 作 能 量 和 动量 的 空间 密度 ， 特 别 是 启发 我 们 
把 任意 系统 的 能 量 .动量 和 角 动 量 定义 为 : 
pP = | Torta’ (5.3.8) 
Je = | (xeT™ 一 x TY gx (5.3.9) 
但 这 些 量 既 不 是 逆 变 张 量 也 不 是 守恒 量 ， AX Tes? RFE, 
即 下 于 物质 和 引力 之 间 能 量 和 动量 的 交换 , Og) H 
不 为 零 . 


4. 流体 动力 学 和 流体 静 力 学 


没有 引力 时 ， 理 想 流体 的 能 量 -动量 张 量 由 (2.10.7) 给 
出 : 
T= = py? + (p + p)U*UF (5.4.1) 


+1446 


”其 中 ue BAO ERE, US = (1 — vw)", U =, 
无 引力 时 能 化 为 《5.4.1) 的 逆 变 张 量 应 为 

T = p9” 十 (p + p)U"U” (5.4.2) 
式 中 UH 是 共 动 流体 元 的 4x*/ar 的 定 域 值 。 BER p Ao 总 是 
定义 为 ， 在 测量 时 刻 正好 与 流体 共 动 的 局 部 惯性 系 里 的 观测 
者 所 测 到 的 压强 和 能 量 密度 ,因而 是 标量 。 由 能 量 -动量 守恒 
的 条 件 便 得 到 流体 动力 学 方程 


0 一 Te>; 。 = Op gee 十 gu 
Ox” 


O_ gy + p)UU” 
Ox? 


+ T4 Cp + p)U’”U} (5.4.3) 
最 后 一 项 代表 作用 在 系统 上 的 引力 。 还 要 注意 ， 由 于 无 引力 
时 haU UF 一 一 1, 所 以 有 3 引力 时 必须 有 
G,yU*U” = —1 (5.4.4) 
作为 例子 , 让 我 们 考虑 流体 处 在 静 力 平衡 时 的 情形 ， A 
为 没有 运动 ,由 (5.4.4) 得 到 | 
U’ = (9) U'=0 对 于 1 #0 
此 外 ,所 有 Gus p RP SNS. 特别 是 有 


和 
ao U@ + purur] 一 0 
用 9 FE 5.4.3) 便 得 到 
一 oe = (p+ 5 TiC) 5.4.5) 


” 当 4 二 0 时 ,上 式 是 显然 的 ， ire 的 7， 上 式 就 是 
的 非 相对 论 性 流体 静 力 平衡 方程 ， 不 同 的 仅仅 是 把 质量 密度 
HA p 十 p, 把 引力 势 换 为 (一 9%) ,如果 ?作为 ?的 函数 为 
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已 知 ,这 个 方程 是 可 解 的 ， 于 是 我 们 得 到 
| -ze ~- 一 In VM 一 9w 十 常数 (54.6) 


po) +p 
例如 ,如 果 pO) HARA E: - 
pp) cc p~ | (5.4.7) 
PBK, 4 N~ 1 时 由 (5.4.6) 便 得 到 
et? (— 9p) NVN (5.4.8) 
p 
mAN = 1h - 
p © (— 9o) te (5.4.9) 


由 此 可 以 顺便 证 明 ,在 一 个 有 限 的 一 二 0 的 高 度 相对 论 性 


的 流体 中 ,引力 决 不 可 能 产生 流体 静 力 平衡 ,因为 由 (5.4.9) 得 
到 

poc( 一 90) 一 (5.4.10) 
由 于 ?在 流体 外 面 一 定 为 零 ,所 以 gu 在 它 的 表面 必须 变 为 奇 
te, 
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- ON th 率 


我 们 现在 着 手 把 等 效 原 理应 用 到 引力 本 身 来 建立 引力 场 
方程 。 上 一 章 已 经 看 到 , 应 用 这 个 原理 的 最 方便 的 作法 就 是 
寻找 广义 协 变 的 、 又 能 在 弱 场 时 变 成 适当 形式 的 场 方程 。 因 
而 必须 提出 这 样 的 问题 : 由 度 规 张 量 和 它 的 导数 能 造 出 什么 
FOKE? 在 本 章 中 我 们 把 它 作为 纯粹 的 数学 问题 来 处 理 ， 
就 象 当 年 由 Gauss 和 Riemann 所 作 的 那样 ; 这 里 所 汇集 的 知 
识 将 在 下 一 章 里 用 来 指导 我 们 去 榨 索 引力 场 方程 . 


1. 曲率 张 量 的 定义 


我 们 要 从 度 规 张 量 和 它 的 导数 造 出 一 个 张 量 。 如 果 只 用 
到 9,, 和 它 的 一 阶 导 数 , 那么 就 不 能 造 出 任何 新 的 张 量 ,因为 
在 任 一 点 我 们 都 可 以 找到 一 个 坐标 系 ， 使 其 中 的 度 规 张 量 的 
一 阶 导数 为 零 ,因而 在 这 样 的 坐标 系 里 ,所 要 的 张 量 一 定 等 于 
仅 由 度 规 张 量 所 能 构造 的 张 量 中 的 一 个 〈 例 如 ,gw 或 gm 或 
ee?/V 9 等 等 ), 又 因为 这 是 张 量 之 间 的 等 式 , 故 在 所 有 坐标 
系 中 也 必然 成 立 。 
下 一 个 简单 的 办 法 就 是 由 度 规 张 量 以 及 它 的 一 阶 和 二 阶 
导数 来 造 出 一 个 张 量 , 为 此 ,让 我 们 先 回忆 仿 射 联络 的 变换 规 
则 : 


Ox* Ox"? Ox” wr + Ort Ox 


Or Ox" Ox O Ort AxtOx” 
《这 就 是 方程 (4.5.2), 将 其 中 带 撤 与 不 带 撒 符号 互 换 , ERA 
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T}, = (6.1.1) 


Py 


边 的 非 齐 次 项 使 Ti 不 能 成 为 一 个 张 量 。 让 我 们 把 这 一 项 孤 
WH: 
Oy’? Bx pa — Ox’? Ox” 
Orð B V Br Ox 
为 了 去 掉 左 边 的 项 , 我 们 利用 偏 微 商 的 可 交换 性 ,. ORK 
商 得 到 


T4 (6.1.2) 


Ox’ /Ox OL, Ox’? Ox yr 
TR Un j A re, TT Tr) 
Ox*Ox"Ox” Ox” Ox* Ox’ 


_ r Ox’? = (oe T’, — Dr . Ox’s ri) 
Ox" Ox® ð 
ir ay (22 Try — Ox" Ox’s rf) 
Ox” \ Ox? Ox* Ox" 
Ox OT}, _ Ox? . Ox? Ox’ Ore, 
Ox’ Ox* Ox® Ox Or" Ox” 
合并 同类 项 并 调整 一 下 指标 , 便 得 到 


A xT — OxT (2 十 a ~ 
Ox"Ox"Ox” Ox? \ Ox* 
Ox’? Ox’? Ox” (ote 中 ny s) 
一 z al, — A 
Ox" Ox”? Ox* \ Ox"? Mi 
mr Ox ( Ox Ox? Ox’? 
STRE (ri, S22 + ra E + rp E 
°° axt N ax Oxe Ox” 


(6.1.3) 
BH» Ae 交换 后 的 同一 个 方程 ， 我 们 便 发 现 所 有 全 rar’ 


乘积 的 项 都 消去 了 , 剩 下 的 是 
0 OF (5 _ or 


“4020, —T2 Th) 


Ox* \ Ox* Ox? 
_ Ox’? P Ox’? Ox 
Brt “Ox” Ox* 
rr it 
x (See DT — rary + TRTA) 
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它 可 以 等 成 变换 规则 : | 
, Ox™ Oxf ðr” Ox* 
R” pon = . Rh 6.1.4 
a Ox? Or? Ox’ Br ( ) 


从 从 
= oe orbs 472,04, 一 FT (6.1.5) 


FR (6.1.4) 表明 R 是 一 张 量 ， BU Riemann-Christoffel 
wh RRS, 
KE Rir 的 存在 又 引起 了 等 效 原理 或 广义 协 变 原 理 是 
否 唯一 地 决定 了 引力 对 任意 物理 系统 的 作用 的 问题 。 比如 我 
HWA}, 自 旋 为 S, 的 自由 下 落 粒 子 的 正确 的 运动 方程 是 否 也 可 
写成 如 下 的 形式 
ax! a dxrdx” 


R? 


dxt dx” 
0 = 一 一 十 Th, AAE + IR u S* (6.1.6 
dv? drar TR's dr at C ) 
G 是 一 未 知 标 量 ) 尺 代替 熟悉 的 形式 
2 人 v 
o m= E p py dat, de (6.1.7) 
dr? av dr 


方程 (6.1.6) 和 (6.1.7) 两 考 都 是 广义 协 变 的 ， 无 引力 时 两 者 


都 正确 地 化 为 狭义 相对 论 性 方程 2 dr = 0。 我 们 如 何 判 


别 (6.1.6) BY (6.1.7) 哪 一 个 正确 ? : 
回答 还 是 一 个 尺度 问题 ， 假 设 我 们 的 粒子 的 特征 线 尺度 
为 4, 引力 场 的 特征 空 -时 尺度 为 D，Riemann-Christoffel 张 量 
比 仿 射 联络 多 了 一 项 度 规 的 微 商 ,所 以 《6.1.6) 第 三 项 和 第 二 
项 之 比 是 正比 于 1/D， 量 纲 的 考虑 要 求 这 个 比例 大 致 为 4/D 
HER. FH, 除了 这 一 项 或 那 一 项 特别 大 或 特别 小 的 情况 
以 外 ,只 要 我 们 的 粒子 和 引力 场 的 特征 尺度 相 比 是 非常 之 小 ， 
我 们 总 认为 (6.1.6) 的 最 后 一 项 可 以 略 去 ， 而 (6.1.7) 是 正确 
的 运动 方程 。 当然 , 如 果 我 们 的 粒子 不 是 比 引力 场 的 尺度 小 
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很 多 (如 月 球 在 地 球 的 引力 场 作用 下 的 运动 的 情况 ), 那 么 ,我 
们 还 是 必须 把 等 效 原理 或 广义 协 变 原 理应 用 到 组 成 粒子 的 无 
限 小 的 组 元 上 ， 虽 然 (6.1.6) 或 (6.1.7) 都 可 能 对 整个 粒子 的 
运动 作出 很 好 的 唯 象 的 解释 , 


2. 曲率 张 量 的 唯一 性 


下 面 我 们 来 证 明 Ri. 是 唯一 能 从 度 规 张 最 以 及 它 的 一 
阶 和 二 阶 导数 中 构造 出 来 且 对 二 阶 导数 是 线性 的 张 量 . 

为 证 明 这 一 点 ， 最 方便 的 办 法 就 是 把 我 们 的 注意 集中 到 
一 个 特定 点 X, 并 取 局 部 惯性 坐标 系 ,使 得 在 这 一 点 的 仿 射 联 
络 T3, 等 于 零 。 此 外 我 们 只 限于 郑 虑 保持 仿 射 联络 为 零 的 
这 一 类 坐标 变换 ; 根据 方程 (6.1.1), 这 就 是 满足 

(3) 7" (623) 
的 变换 x 一 *。 任 意 一 个 在 一 般 坐 标 变 换 下 如 张 量 一 样 变换 
的 晤 ,在 这 一 类 限定 变换 下 也 一 定 如 张 量 一 样 变换 。 为 了 我 
们 的 目的 这 个 要 求 是 够 强 的 了 . 

由 于 仿 射 联络 在 X 点 等 于 零 ， 所 以 度 规 张 量 的 全 部 一 阶 
导数 在 X 点 也 为 零 , [参看 方程 (3.3.5)] 我 们 所 需要 的 新 张 量 
一 定 只 是 度 规 张 量 的 二 阶 导数 ,或 等 价 地 , 仿 射 联络 的 一 阶 导 
数 的 线性 组 合 ， 我 们 从 方程 (6.1.3) 看 出 ， YL MTL 等 于 


” 者 时 , 仿 射 联络 导数 的 变换 公式 为 


Ol ee _ Oxt Ox” Ox* Ox’ OFi, 

Ox? Ox’? Ox’? x Or? Ax” 
Ox* Ox? Ox Px” 
Ox’? Ox’? Ox" Ox"Ox"Ox” 


(6.2.2) 


我 们 能 如 什么 样 的 OF /Ox 的 线性 组 合 , 使 它 的 性 质 和 张 量 一 
Fo 显然 ,必须 要 能 在 这 个 变换 中 消除 非 齐 次 项 的 量 。 然 而 ， 
在 任 一 给 定点 X, 非 齐 次 项 是 它 的 指标 p, 0, ?的 完全 任意 的 
函数 ， 它 只 受 一 个 条 件 限 制 , 即 关于 这 些 指标 是 对 称 的 。 N 
此 ， 了 到 98TV6x 的 线性 组 合 ， 使 它 在 一 切 满足 (6.2.1) 的 变换 
x—> 2’ 下 和 张 量 一 样 ,唯一 的 方法 就 是 对 和» 《或 等 价 地 对 
mA u) 进行 反对 称 化 , 于 是 (6.2.2) BA 
no Ox® Ox” Ox* Ox" 2, M y me 
T "por Ox’? OxI Or” Ox* Pim 当 x 

AH, 当 = X, 有 


Tage = te — Sone (6.2.3) 


即 , 当 了 为 零 时 ,所 要 求 的 张 量 一 定 是 由 (6.2.3) 表示 的 Ti。 
-但 当 了 一 0，Riemann-Christoffel 张 量 满足 (6.2.37， 所 以 在 局 ` 
部 惯性 系 中 Th 一 Rs， 而 这 是 关于 张 量 之 间 的 等 式 , 只 要 
在 一 类 坐标 系 中 成 立 , 那 么 在 所 有 坐标 系 中 也 都 成 立 ; 这 就 是 
说 ,所 要 求 的 唯一 的 张 量 了 就 是 RA 
当然 , 用 度 规 张 量 本 身 作 RL. 的 线性 组 合 也 可 以 形成 另 

一 些 张 量 。 最 突出 的 就 是 缩 并 的 形式 , 即 Ricci RE 

Rue = Rs (6.2.4) 
和 曲率 标量 

R= G*R p - (6.2.5) 


3. 沿 闭合 曲线 的 平行 移动 


由 于 本 身 的 重要 性 ,也 为 了 给 下 一 节 作 准备 ,我 们 现在 考 ， 
虑 这 样 的 问题 : 一 个 矢量 So 按 平行 移动 方程 (参看 4.9 节 和 
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5.1 4) 
dS rn dx” 
| oe r}, P Sy (6.3.1) 
沿 一 封闭 曲线 C 移动 , 当 它 走 完 一 图 ,是 否 能 恢复 到 其 初始 数 
值 ， 
我 们 可 以 用 证 明 Stokes 定理 的 熟知 的 方法 来 回答 这 个 问 
Aa, 把 曲线 C 当 作 某 一 个 二 维 曲面 4 的 边界 , 把 4 分 割 成 以 
小 的 封闭 曲线 Cy 为 边界 的 许多 小 区 域 , 沿 5 平移 所 引起 的 Se 
的 改变 , 可 以 写成 沿 每 一 个 小 曲线 平移 所 引起 的 5; 的 改变 的 - 
总 和 : 


AS, = >) AnS, (6.3.2) 
N 


由 于 S, 在 任何 一 个 内 部 小 区 域 上 的 变化 , 可 以 由 相 邻 区 域 上 
的 变化 所 抵消 ,结果 只 剩 下 靠 外 边 的 小 区 域 的 外 边界 (这 些 外 
边界 组 成 曲线 C) 的 贡献 。 因 此 我 们 只 需要 问 , 治 小 的 封闭 曲 
线 平移 时 ，5, 是 否 变化 。 如 果 曲 线 足 够 小 ， 我 们 便 可 以 把 
T2,(x) 围绕 曲线 上 某 一 点 X = *(ro) 展开 为 
2 a P — P 3 a e.. 
T} C) = Th Cx) + Cx — XP) axe Th €X) + 
(6.3.3) 
于 是 由 (6.3.1) 给 出 准确 到 Cx" 一 X*) 一 阶 的 表达 式 
SCT) = Salto) 十 TiC X NCC) 一 KIST) + - n 
. (6.3.4) 
并 把 (6.3.3) 和 (6.3.4) 代 入 《6.3.1), 便 得 出 准确 到 二 阶 的 方程 


SKE) = Sro) + | [ERD + Gee) + Xo) 2 


x THX) + | X LSC) 
+ SCILLA Nar) — XP) 十 AEC? ar 
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或 者 去 掉 x 一 X 的 3 阶 以 上 的 项 得 
ST) = SLT) + TOOS) | dr 


0 s a 人 
二 CO + COTACO| 


T. 


x S(r) | (xe — Re) 22" 4 
to dt 


如 果 le) ERA r = Tt! 时 回 到 它 的 原始 值 X*, 显 然 有 


(o-a dx” dr = 0 
ro dt 


BLENDS CO PETERE RNS S, MRE 
个 二 阶 量 : 
AS, = S011) — Sero) 


= {2 rex) + TROOTLOO) 


x SCT,) 中 redz” (6.3.5) 


中 zedxy = ES j dr 
To T 
这 个 积分 一 般 地 不 为 零 ;例如 ,如 果 我 们 的 曲线 是 边 长 为 84， 
64 的 平行 四 边 形 , 它 就 等 于 
中 xde” = agb” 一 arsh 
不 过 它 对 。 Mr 总 是 反对 称 的 ， 如 象 用 分 部 积分 所 得 到 的 那 
样 : 


其 中 


¢ xd = jz (xx Jdr 一 全 a? Oe dt 
to dT To av 


= — 中 zdz” (63.6) 


MELE (6.5.5) 里 ,这 个 积分 的 系数 可 以 用 它 的 反对 称 部 分 来 
代替 , 它 恰好 等 于 曲率 张 量 (6.1.5) 的 一 半 , 所 以 ， 
1 o Pay? | 
AS, = 7R uvpSo > x?dx (6.3.7) 


MAME IK, -MEERE S, 围绕 区 点 的 一 个 任意 小 
的 封闭 曲线 平行 移动 时 不 发 生变 化 的 必要 充分 条 件 是 在 义 处 
RL, AR, ANCA. HE S, 围绕 一 有 限 封闭 曲线 C 
平行 移动 时 所 发 生 的 变化 ， 可 以 通过 把 以 C 为 边界 的 区 域 4 
分 成 许多 小 块 , 并 把 S, 绕 着 这 些小 决 的 边界 平移 时 所 发 生 的 
改变 全 部 加 起 来 而 求 得 ;因此 ,只 要 Re, 在 整个 4 EMS 
么 ,一 个 任意 矢量 S, 绕 着 C 的 平行 移动 就 不 会 发 生变 化 。 

现在 假设 Ri, 的 确 等 于 零 。 考虑 封闭 曲线 是 由 联结 e 
和 X* 的 两 段 曲线 4 和 B 所 组 成 ， 那 么 矢量 S, 沿 着 4 从 X 平 
行 移动 到 x 的 变化 , 必定 被 5 BSBA» 平行 移动 到 X 的 变 


”化 所 抵消 .。 妇 hl 


A$. eS, + A? xS, = 0 
但 S, He BM x PIEDE] BL, ST AIG BMX E 
行 移动 到 x 的 变化 : ' : 

ASB,x5, = AR Sy 

由 此 得 到 

Ad, Sy = A& a5, (6.3.8) 
这 就 是 说 ,不 管 沿 那 条 曲线 把 5 从 X 平 行 移动 到 x, 得 到 的 值 
都 是 相同 的 . (例如, 如果 把 两 个 陀螺 放 在 绕 着 地 球 的 彼此 相 
交 的 轨道 上 ,并 让 它们 在 X 处 彼此 挨 近 擦 过 时 有 相同 的 指 
向 , 那么 当 第 二 次 在 X 处 彼此 挨 近 擦 过 时 , 它们 指向 如 有 不 
同 就 是 地 球 引 力 场 产生 的 曲率 的 某 个 平均 值 的 量度 )， 

因此 ,给 定 了 在 XX 处 的 5,, 我 们 便 可 以 在 Rir 为 零 的 空 - 

时 区 域内 通过 从 X 平 行 移 动 到 * 来 定义 一 个 场 Se(x)。 方程 
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(6.3.8) 保证 了 , 这 样 定义 出 来 的 5,(x) 只 与 x 有关。 而 与 从 X 
到 x 的 路 从 无 关 ， 对 于 这 样 的 场 , 沿 任 意 曲 线 x《7) 的 导数 等 
于 . ， 
Sa Su der) 
dv Ox” dv 

因为 dx*(zr)/ar 的 方向 是 任意 的 , 方程 (6.3.1) 就 变 为 

ae 一 TS， (6.3.9) 
换 名 话说。 

So 一 0 | (6.3.10) 
因此 ， 只 要 曲率 张 量 等 于 零 ， 我 们 总 能 以 任意 给 定 的 S.CX) 
值 ， 把 S, 从 XX 平行 移动 到 x， 来 构造 方程 (6.3.9) 的 解 。 ke 
过 来 ， 如 果 存 在 协 变 导数 为 零 的 任何 一 个 协 变 矢量 场 ， 那 么 
(6.3.1) 一 定 得 到 满足 , 又 由 于 沿 任意 封闭 曲线 的 平行 移动 不 
会 改变 场 , 所 以 根据 (6.3.7), FES. 满足 (6.3.10) 的 整个 区 域 
里 ,我 们 得 到 


Ro pve = 0 (6.3.11) 

(用 偏 微 分 方程 理论 的 熟知 结果 中 代 赫 平 行 移动 的 方法 

也 可 以 得 到 这 个 结论 ， 在 这 种 方法 里 , 方程 (6.3.11) 是 作为 

方程 (6.3.9) 可 以 用 (x* — X) 罕 级 数 展开 求解 的 充分 必要 
条 件 而 出 现 的 .) 


4. 引力 与 曲线 坐标 


”假设 有 一 个 不 为 常数 的 度 规 张 最 9.,Cx)。 我 们 怎么 知道 

空间 是 真 的 充满 着 引力 场 , 或 者 9 仅仅 是 在 曲线 坐标 下 写 

出 的 狭义 相对 论 的 度 规 non? 换 句 话说 ,怎么 知道 是 否 存在 一 
.155 。 


组 Minkowski 坐标 Cx) ,处 处 满足 条 件 
of — gn» OE) OE Ca) 
nr? = 9 a re (6.4.1) 
ES, SSR RAW, EE AX BATRA ES 
ER Ex Ce), 在 X 的 无 限 小 邻 域 满足 (6.4.1); 现在 我 们 要 问 , 是 
否 可 以 找到 一 组 坐标 8"(x) 处 处 满足 方程 (6.4.1)。 例如 ,给 
定 度 规 的 系数 为 


Gr = 1, Goo = 775 Ipp = r?sin’?O, 9,, = —1 
(6.4.2) 
我 们 知道 存在 一 组 满足 (6.4.1) 的 &*, 即 
ë! = rsinOcosp, =rsin@sing, 
E = r cos0, t=: (6.4.3) 


但 如 果 我 们 还 不 认识 (6.4.2) 就 是 ws 的 球 坐 标 。 我 们 又 如 何 
能 知道 它 实际 上 是 和 Minkowski 度 规 yus 等 价 ?或 者 ， 另 一 
方面 ， 如 果 我 们 把 (6.4.2) 的 9,, 改变 为 + 的 一 个 任意 函数 ， 
我 们 又 如 何 知 道 ,这 确 是 代表 一 个 引力 场 , 即 我 们 怎么 知道 这 
时 方程 (6.4.1) 没有 解 ? 
答案 包含 在 下 述 定理 之 中 :一 个 度 规 9,,(x) 和 Minkowski 
度 规 tae SOY [存在 满足 (6.4.1) 的 变换 X 一 的 意义 下 ] 的 
充分 必要 条 件 就 是 , 第 一 ,由 9,, 算出 的 曲率 张 量 必须 处 处 为 
R uers = 0 (6.4.4) 
第 二 ， 在 某 点 X， 度 规 W(X) 有 三 个 正 的 和 一 个 负 的 本 征 
值 , 
这 两 个 条 件 的 必要 性 是 显然 的 ， 假 如 我 们 可 以 找到 一 个 
坐标 系 E*(x) 满足 (6.4.1). 在 这 个 坐标 系 里 度 规 是 yes 所 有 
的 仿 射 联络 的 分 量 为 零 , 因 而 Riemann KH Rie 为 零 ， 而 张 
量 等 于 零 是 一 种 不 变量 的 表述 ,所 以 .Re 在 原来 的 坐标 系 1 
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里 也 必定 等 于 零 , 同 样 ,我 们 在 3.6 节 已 经 注意 到 ,方程 (6.4.1) 
型 的 “合同 变换 ”要 求 ws 和 9” 处 处 具有 相同 数目 的 正 、 负 和 
零 的 本 征 值 . 
为 了 证 明 方程 (6.4.4) 的 充分 性 ， 即 存在 满足 (6.3.1) 的 
处 处 为 蚀 性 系 的 坐标 E(x), 我 们 将 具体 地 造 出 58"Cx)。 首 先 
我 们 注意 到 , 在 任 一 点 X, 我 们 可 以 找到 一 个 这 样 的 矩阵 d2, 
使 得 | 
q” = 9” CX) dtd? (6.4.5) 
(因为 g“(X) ASE, RIARI AERE 
Of, 使 得 0907 是 对 角 的 , 即 
Ong" OF = D” 
D a= 
0 are 
我 们 假设 本 征 值 D* 之 中 三 个 为 正 ,一 个 为 负 ， 我 们 总 可 以 安 
HE 0: 的 顺序 使 D:。D?, DAE, D Afi. FE, ATHE 
(6.4.5), 我 们 只 要 选择 Zi = Di,/V Di 4i = 1, 2, 3, 以 及 
au 一 D%/V 一 De.) 其 次 ,我 们 由 如 下 微分 方程 定义 DY, (x): 
ƏD", 
Ox” 


pet = { 


= Th D“ (6.4.6) 


其 初始 条 件 为 
Dr ,一 de， 当 x 一 X (6.4.7) 
我 们 在 上 节 证 明了 ,只 要 RL, 为 零 , 这 样 的 方程 总 有 解 . CD® 
应 看 成 是 4 个 协 变 矢量 D, D',, D*,, Da 不 要 当 作 一 个 张 
量 )， 出 于 0D*,/ dr 关于 4 和 v 是 对 称 的 , 我 们 可 以 把 和 失 量 
D", 写成 标量 的 梯度 ,把 这 些 标量 定义 为 局 部 惯性 坐标 外 (xz): 
OF 
ðr! 
它 的 初始 EX) 为 某 个 任意 常数 ， 为 了 看 出 这 些 5 坐标 确实 
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= D*, (6.4.8) 


* 


满足 (6.4.1)， 我 们 先 注意 
-9_ (gmpr Ds,) 一 0 (6.4.9) 
Ox? 


此 式 可 由 直接 计算 来 验证 , 或 更 简单 地 , 因为 《6.4.6) 正好 说 
明 Dr;, 等 于 零 ,但 因为 D,D, 是 一 个 标量 ,这 意味 着 它 的 
普通 导数 等 于 零 。(6.4.7) 和 (6.4.5) 表 明 , 9D, D’, E r = X 
处 等 于 7”, 又 因 它 是 一 个 常数 , 所 以 它 就 处 处 成 立 : 

一 DD, OFRE) (6.4.10) 
由 (6.4.8) 和 (6.4.10) 立即 得 到 方程 (6.4.1). 


5. 协 变 导数 的 对 易 性 


KE Rins 表示 是 否 存在 一 个 真实 的 引力 场 , 还 有 另外 一 
种 方法 可 以 了 解 这 一 点 。 FEHER E V, 的 二 阶 协 变 导 
数 ; 
0 


y ime T 
“ Ox* 


V use — TAV ma — TV ii» 


_ yp OVe 


+ TiTa V, 
— Th A + TLV « 
x?” 


含 V 的 一 阶 和 二 阶 导数 的 项 关于 » 和 是 对 称 的 ,但 含 
本 身 的 项 有 一 个 反对 称 的 部 分 ， 


V, vik V me» = —VGR av (6.5.1) 
用 同样 的 理由 ;我 们 可 以 证 明 


Vise 7 Veep = VR ong (6.5.2) 
类 侯 的 公式 对 任何 张 量 都 成 立 ; 例 如 ， 
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Thv = Ths es» = To R oon 一 TAR’ uve (6.5.3) 
因此 , 只 要 曲率 张 量 等 于 零 , 协 变 导 数 就 可 对 易 , 这 是 可 变换 
为 Minkowski 坐标 系 的 系统 中 可 预料 到 的 结果 ， 


6. Rien 的 代数 性 质 


WOR BATRA ER hows 而 考虑 它 的 完全 协 变 的 形式 , 曲率 
张 量 的 代数 性 质 就 显得 很 清楚 了 . 
Rause = Iro Rpr (6.6.1) 
利用 (6.1.5) A (3.3.7), 此 式 就 等 于 


0 gop { 288 q Ie _ dal | 
Ox* Ox” Ox" Ox? 


1 
Ripr = 2 Gio 


— 19, ge {Oe q Bloe Oe . 
2 Ox? Ox* Ox" Ox? 
， 十 9,402,02, 一 Uy 
”我 们 利用 关系 
S10 -2 a= “ 9 94, 
= — 9T 9 pe + TreI na) 
就 得 到 
1 | Og4, OO up O91. O29,, | 
Riun = 2 [OS 一 一 ee ae ge 
2 1Ox*Ox" Ax" Ox? Ox?Ox" Ox’Ox' 


一 [DaI + PRG qa Dee 
+ ADR 9 ge + TFG gale 
+ ATID 一 TLS, | 
大 多 数 的 TT 项 痢 消 掉 , 剩 下 的 结果 是 


1 | o’9,, Og ny 079, GETA 
Rigvs = — ee A ALL Ce + -一 A 
2 1Ox*Ox" Ox"Ox Ox’Ox" Ox” Ox 
+ grot ToT ix — TTi] (6.6.2) 
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H (6.6.2) 我 们 可 以 看 出 曲率 张 量 的 代数 性 质 : 
(A) 对 称 性 


Rawr = Roran (6.6.3) 
(B) 反对 称 性 
Riam 一 —Ruave = Raus = FR paw (6.6.4) 
(C) 循环 性 
Rigor 十 Rasus + Rive = 9 (6.6.5) 
我 们 已 经 说 过 ， Rime 可 以 缩 并 成 Ricci 5k et 
. Ru = 9 Rigs (6.6.6) 
对 称 性 (4A) 表明 ，Ricci 张 量 是 对 称 的 ， 
Rue = Rex (6.6.7) 


而 反对 称 性 (B) 告诉 我 们 ， Ru 是 本 质 上 唯一 能 够 从 Rauwe 中 
造 出 的 二 阶 张 量 ， 这 是 因为 用 9, 9* 以 及 9 RA (6.6.4), 
有 | 
Rue = 9R pise = 9 Riner = +9’ Ruder 
I Riun = 9 Raw = 0 
由 反对 称 性 (B) 我们 还 看 到 ,本 质 上 只 有 一 种 方法 把 Rayne 缩 
并 为 一 个 标量 : 
R = 99" Raye = —9P9 R piws 
0 = 9%9” Rive 


最 后 , (C) 排 除了 在 四 维 情形 构造 另 一 个 标量 的 可 能 性 ,如 


二 一 ES Ra uve == 0 
g 


7. N 维 曲率 的 描述 ” 


现在 让 我 们 考虑 一 般 的 维 空间 ， 要 算出 Raye 的 代数 
上 独立 的 分 量 的 数目 , 较 方便 的 办 法 是 采用 所 谓 的 Petrov 记 
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号 ,并 把 Ri 当 作 “指标 为 (Xp 信和 《vx) 的 矩阵 Rawie 由 
(6.6.4) 我 们 看 出 , 每 一 个 “指标 ” 取 独 立 值 的 数目 等 于 NN 维 空 


间 一 个 反对 称 矩 阵 的 独立 矩阵 元 数目 , BD = Nw 一 1)， 从 


(6.6.3) 我 们 看 出 , WILE “TEAR” Raptor 又 是 对 称 的 ,所 以 ， 
FASE (6.6.3) 和 (6.6.4) 使 Rize 留 下 的 独立 分 量 数目 ， 等 于 


NG 一 1) 维 的 对 称 矩 阵 的 独立 矩阵 元 数目 , 即 
1 [4 1 
二 | 三 NGCv 一 1)| |+ NCN D+ 1| 
= ENUN = DN — N +2) 
方程 (6.6.3) 和 (6.6.4) 还 使 得 循 环 和 Rigs + Rieu 十 Riven 


完全 反对 称 化 ,所 以 方程 〈6.6.5) 又 附加 上 NCN 一 DW 一 
DOW 一 3)/4! 个 限制 , 剩 下 的 Rago 的 独立 分 量 数 等 于 


Cy = Nw 1)(N? — N +2) 
1 avon B 
— 5, NN — DW = DWN — 3) 


并 项 后 得 到 
= 1 2 i 
Cw = 7 NCN 1) l (6.7.1) 


ERRE Rin SPS, 这 可 以 从 (6.6.4) 或 
(6.6.5) 或 由 (6.7.1) 得 到 C = 0 个 独立 分 量 中 看 出 ， 可 能 使 
读者 感到 奇怪 ,一 条 曲线 的 曲率 况 会 等 于 零 , 而 这 正 是 说 明了 
Run 只 反映 空间 的 内 在 性 质 , 而 不 反映 它 是 如 何 嵌 人 更 高 维 
的 空间 里 。 事实 上 , 我 们 注意 到 一 维 的 度 规 张 量 的 变换 规律 
为 
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所 以 只 要 取 
x = | dx V Ign 


可 以 使 9a 变 为 处 处 等 于 1, 
在 二 维 情 形 ,由 (6.7.1) 得 到 Rae 只 有 一 个 独立 分 量 , 它 
可 取 为 Raw; 其 它 分 量 和 Rim 之 间 的 关系 由 方程 (6.6.4) 得 
到 : 
Riu 一 — Raz = — Ria = Ran 
Rua = Rua = Ran = Run = 0 


这 些 公式 可 以 概括 成 更 简洁 的 形式 


Rigs = (gis9 ue 一 GaJo) 


Rizu 
g 


其 中 9 是 行列 式 Iaa 一 Iiz. 由 4 和 v 的 缩 并 得 到 Ricci 张 
量 


Ric 一 9 ux Rau (6.7.2) 

而 由 tt 和 的 缩 并 得 到 曲率 标量 
R = 2Rua (6.7.3) 

g 

所 以 曲率 张 量 等 于 
Rare 一 > RC O19 ue 一 9Guv) (6.7.4) 
本 节 第 一 节 所 讨论 的 Gauss 曲率 天 定义 为 
L-R Rm 75) 
2 9 


(AF 一 1/2 纯粹 是 由 于 历史 的 原因 )， 方程 (1.1.12) 是 由 
(6.6.2) 和 《6.7.5) 得 到 的 . 

在 三 维 情形 ,由 《6.7.1) 得 到 的 曲率 张 量 的 独立 分 量 为 
C3 一 6。 这 也 是 Rici WE Re 在 三 维 情形 的 独立 分 量 的 数 
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目 , 所 以 我 们 可 以 预期 ,这 时 Ri 可 以 只 用 Ru 表示 .利用 
Ray 的 协 变性 ， 对 称 性 ,和 缩 并 的 特性 ， 我 们 可 以 进一步 猜测 
这 个 关系 应 为 


Rips = DR us = Gan Ri Gnv Rx 十 Gun Ray f 


一 1 (94,92 一 GreIun R _ (6.7.6) 


为 了 证 明 (6.7.6) 是 正确 的 ， 让 我 们 选取 这 样 的 一 个 坐标 系 ， 
使 得 在 基点 立 , 当 uA vhi Ie SPS HX AR Ox'#/Ox' 取 
为 使 X 点 的 gw 对 角 化 的 正 交 和 挎 阵 就 可 做 到 ), 在 这 个 坐标 系 
的 X 点 ,我 们 有 


Ry = 9? Riss 
所 以 
Rigs = 9% Ry 


55 (6.7.6) -&, AA 
Ru = 9? Ray + IP Riss 
Ra = 9° Ros + 9" Raa 
所 以 . 
92z Ri 十 9uR2; = 2R + 93( Ia R + 91; R273) 
= Rigg 十 91192(9"9" Rm 十 IG? Rins + 979" Rows) 


或 者 


1 
Rin = 9aRu + 9uRa 一 2 Ina R 


又 是 和 (6.7.6) 一 致 的 . Rayos 的 其 它 独 立 的 分 量 是 Rizzss 
Rins Rua, 和 和 Rass GH Riss 和 Raw 通过 轮换 1, 2, 3 得 到 ; 
PLA (6.7.6) 对 这 些 量 也 是 正确 的 ， 由 于 《6.7.6) 是 在 X 点 的 
正 交 坐 标 系 时 成立, 显然 它 又 是 协 变 的 ,所 以 在 一 般 坐 标 系 里 
也 成 立 ， 

只 有 在 四 维 或 更 高 维 的 情形 ， 才 需要 完整 的 Riemann- 
Christoffel 张 量 Ra 来 描写 空间 的 曲率 ， 例 如 , 在 四 维 情形 ， 
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由 (6.7.1) 所 得 到 的 曲率 张 量 的 独立 分 量 数目 为 C, = 20, 而 
Ruz. 只 有 10 个 独立 分 量 ， 所 以 Rs 要 比 能 用 Rus 表示 的 张 
量 多 10 ies 
Rix ve 的 三 L NNa — 1) 个 分 量 描 写 一 般 N 22518) AY db 
a, RBA HERKEN. 因为 这 些 分 量 的 值 不 仅 与 
空间 的 内 在 性 质 有 关 , 而且 还 与 所 选择 的 具体 坐标 系 有 关 .一 
个 弯曲 空间 的 不 变量 需要 用 Rigvs 和 I w 构造 的 标量 来 描写 。 
让 我 们 计算 一 下 这 样 的 标量 有 多 少 。 一 般 坐 标 变换 x 一 x 
中 的 N? 个 量 6x*/8x*， 在 给 定点 XxX 的 值 可 由 我 们 随意 选 
定 ， 所 以 在 该 点 Raw 的 ENN 一 1 个 独立 分 量 和 Ip 的 


J N(N 十 1) 个 独立 分 量 可 受到 一 般 坐标 变换 的 N* 个 代数 


5 NN? — 1) + SNN +1)—N™ 


= 五 NCV —1X(N—2XN +3) (67.7) 


N = 2 的 情况 例外 、 因为 二 维 时 , 存在 一 个 对 9%, 和 Riu 设 
有 影响 的 单 参数 的 坐标 变换 子 群 ， 所 以 不 变量 的 正确 数目 不 
是 零 而 是 1, 即 曲 率 标量 本 身 。 高 维 空间 不 出 现 这 种 例外 ,所 
以 (6.7.7) 对 之 3 成立， AN = 3 时 ,方程 (6.7.7) 告诉 我 
们 ,存在 三 个 曲率 标量 ,可 以 方便 地 把 它们 选 为 特征 方程 

Det (Ruy — Au») = 0 
的 三 个 根 , 或 等 价 地 选 为 下 面 三 个 量 
Det R 
Det 9 
4N 二 4 时 ,方程 (6.7.7) 告诉 我 们 ,存在 14 个 曲率 标量 , 为 
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R RoR” 


了 算出 它们 (以 及 其 他 目的 )， 方 便 的 作法 是 把 Rise 分解 成 
只 依赖 于 Ricci KE Ru 的 一 些 项 和 没有 非 平 凡 缩 并 的 一 项 
Came. HN 之 3 维 , 这 样 的 分 解 就 是 

1 


Rigs = N—2 COR ye 一 Iis R ur = Gu» Rax + 9 Ri,) 
R 
一 N- DN — 2) (Gav9ur 一 II) 十 Cruve 


ak C anve 称 为 Weyl 张 量 是 ,或 称 为 共 形 张 量 。 (使 用 后 一 个 


名 称 的 理由 是 : 在 全 空间 存在 一 坐标 系 ， 能 使 9 正比 于 一 “. 


个 常数 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 Cun KES.) A 张 量 
和 Rare 具有 相同 的 代数 特性 ， 此 外 它 满足 SNC 十 1) 个 
条 件 


Ch =0 
所 以 它 的 线性 独立 分 量 数目 是 ， 

1 eye nL 

五 NGNV 1) 2 NCN +1) 


= ZNW + DON + 2)(N — 3) 


[方程 (6.7.6) 即 是 说 , 当 六 一 3 时 Crun = 0] 除了 简 并 的 情 
形 外 , 可 以 说 , 曲率 不 变 景 是 由 Weyl 张 量 的 全 部 分 量 ( 对 唯 
一 的 坐标 轴 的 选择 ， 即 R。, 和 9u 对 角 化 ,9u ICRA 十 1， 
一 1 和 0), 加 上 NN 个 Re 的 特征 值 所 组 成 . 但 这 种 计算 当 R, 
的 某 些 特征 值 简 并 时 要 失败 , 特别 有 趣 的 情形 是 当 Re = 0, 
我 们 在 下 一 章 将 要 看 到 , 它 描写 真空 里 的 物理 引力 场 ， 在 这 
种 情形 下 ， 当 N = 4 时 的 曲率 不 变量 是 Ro 的 10 个 为 零 的 
分 量 ( 张 量 等 于 零 是 一 种 不 变 的 表述 ), 再 加 上 四 个 量 : 


a OVK 
E Fog C? "C huys 


~À 
~ CPC iuw 
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V9 

Petrov?! 给 出 一 个 等 价 的 描述 ,把 这 四 个 非 零 的 曲率 不 变量 看 
作 久 期 方程 的 四 个 根 ,并 按 这 些 根 的 简 并 度 将 Weyl 张 量 分 成 
各 种 代数 型 ， 

最 后 还 要 强调 的 是 ,由 (6.7.7) 得 到 的 是 代数 上 独立 的 曲 
率 不 变量 的 数目 。 一 般 说 来 , 这些 不 变量 之 间 存 在 着 微分 关 
Ro 因而 函数 上 独立 的 曲率 不 变量 的 数 且 要 小 于 由 (6.7.7) 得 
到 的 数目 . 


a 
Crus crres Co a 


8. Bianchi 恒等式 


_ 曲率 张 量 除了 满足 第 6 节 所 讨论 的 代数 恒等式 外 ， 还 遵 
从 一 些 重 要 的 微分 便 等 式 ， 在 给 定点 *， 选 择 一 个 局 部 惯性 
坐标 系 , 使 该 点 的 T2,《 但 不 是 它 的 导数 ) 为 零 ,就 很 容易 把 这 
些 式 子 推导 出 来 ， 在 点 x, 由 方程 (6.6.1) 得 到 

-1 8 (09, O95. PIu PG ue 
2 Ox? ( + ) 


Ox*Ox# Ox"Ox* Ox" Ox” Ox’ Ox* 
所 有 其 他 的 项 至 少 是 的 一 阶 小 项 ， 循 环 地 互 换 y, %, 和 7， 
我 们 便 得 到 Bianchi 恒等式 
| Ransin + Riggrie + Ranis = 0 (6.8.1) 

这 些 方程 显然 是 广义 协 变 的 , 它 在 局 部 惯性 系 成 立 , 所 以 在 一 
般 坐 标 系 里 也 成 立 ，( 当 然 , 也 可 以 通过 直接 计算 来 验证 ,》 

我 们 要 特别 谈 谈 关于 (6.8.1) 的 缩 并 形式 ， 记 得 9” 的 协 
变 导 数 等 于 零 , 由 7 和 r 的 缩 并 得 到 


Rasin 一 R unix + Roan» =0 (6.8.2) 
R — Rëpp a — R’qin = 0 


. £66 ° 


或 


„lar m0 
(r 3 2 6 sR), 0 (6.8.3) 
与 它 等 价 的 ,但 更 加 熟悉 的 形式 是 
(Re —4 geR) 一 0 (6.8.4) 
` 2 ip E 
9 几何 类 比 ” 


我 们 在 这 一 章 已 经 看 到 , Ri 不 为 零 确 实 表 示 了 引力 场 
的 存在 。 我 们 在 第 一 章 也 已 看 到 ，Gauss 引进 了 Gauss 曲率 
K = 一 R/2 作为 二 维 几何 偏离 欧 氏 几何 的 一 种 具体 的 量度 ， 
随后 ，Riemann 引入 曲率 张 量 Ruw， 把 曲率 的 概念 推广 到 三 
” 维 或 更 高 维 的 情形 ， 所 以 Einstein 和 他 的 后 继 者 把 引力 场 的 
效应 看 作 引 起 空间 和 时 间 几 何 变化 的 原因 就 不 足 为 奇 了 。 一 
度 有 人 曾 希 望 物 理学 的 其 他 部 分 也 可 以 纳入 几何 的 公理 体 
系 , 但 这 种 着 望 变 成 了 泡影 ,引力 理论 的 几何 解释 降低 到 仅仅 
是 一 种 类 比 , 它 把 “ 度 规 ?、“ 仿 射 联络 ”和 “曲率 ”这 些 术 语 留 在 
我 们 的 语言 中 ,但 此 外 便 没有 太 大 用 处 了 .重要 的 是 能 够 预言 
天 文 照片 上 的 星象 , 谱 线 的 频率 等 等 ,而 把 这 些 预 言 究竟 说 成 
是 引力 场 对 行星 和 光子 的 物理 效应 ， 还 是 说 成 空间 和 时 间 的 
曲率 ,关系 不 大 . (应当 提醒 读者 ,这 都 是 些 非 正规 的 观点 ,可 
能 会 遭 到 许多 广义 相对 论 学 者 的 反对 .》 

不 管 前 面 这 些 评论 ， 值 得 一 提 《但 不 作证 明 》 的 是 张 量 
Rie 和 Riemann 空间 的 曲率 存在 什么 关系 的 问题 。 在 任意 
维 数 的 空间 里 给 定 一 点 X, 和 在 XX 点 定义 的 两 个 矢量 a, b", 
我 们 便 可 以 通过 和 构造 一 族 “ 测 地 线 ” zx = lr, o, 8), 其 定 
义 是 
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dat pe da dx! 


= 0 


dv? dr dt 
(=) == ga" + Bbe 
dt /x=x 


8 可 以 取 为 任何 实数 值 . 这 些 曲线 填 满 了 过 和 点 的 一 个 二 
维 曲面 SCe。2)， 这 个 曲面 在 X 点 的 Gauss 曲率 是 外 


Riya ba” b" 
a = Aive - .9.1 
K(a, b) (0, og bmp (6.9.1) 
从 方程 (6.7.4) 我 们 看 到 ,在 二 维 情 形 KCa, b) 与 a 和 2 无关， 
正好 等 于 一 R/2。 


10. 测 地 线 的 偏离 * 


这 里 引进 曲率 张 量 的 动机 是 : 为 了 建立 合适 的 引力 场 方 
程 , 就 需要 引进 它 ， 不 过 曲率 张 量 在 描写 引力 对 物理 体系 的 
效应 时 也 是 有 用 的 。 

例如 ,考虑 一 对 邻近 的 自由 下 落 的 粒子 ， 沿 着 轨道 lr) 
Farr) 十 oele) 运动 。 其 运动 方程 是 。 

d'xt drè 


o= 28 + rA) 2 
aa GO e ar 


- d 
0 = E [xr + orr] + TSC + ox) L 
Ta ] aC ) 元 

x [e + ôx] Z [x* + 6x*] 


算 昌 这 两 人 方程 之 差 并 准确 到 62" 的 一 次 项 , 便 得 到 
der" arh ax? dx” dx? 


0 = + 
de Ox? dr dt 
+ 2T% dx” dBx’ 
dr dt 
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或 用 治 曲线 xz“(z) 的 协 变 导 数 〈 参 看 4.9 节 )， 上 述 方程 变 为 
D gx = R’ por" —— da” dat 
Dr? dr dt 


虽然 一 个 自由 下 落 的 粒子 ， 在 与 该 粒子 一 起 下 落 的 坐标 系 看 
来 是 静止 的 ,但 一 对 邻近 的 自由 下 落 粒子 会 出 现 相 对 运动 ,各 
它们 一 起 下 落 的 观测 者 看 来 则 显示 出 引力 场 的 存在 .这 当然 
:没有 破坏 等 效 原理 。 因为 (6.10.1) 右边 的 效应 , 当 粒 子 间 的 
FEB FG ME REE BS RAT. 
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第 七 章 Einstein 场 方程 


我 们 在 第 三 章 到 第 五 章 介绍 了 整个 引力 理论 的 前 半 部 
分 ,这 就 是 引力 场 的 数学 描述 ,这 种 描述 指出 了 引力 场 对 任意 * 
物理 体系 的 效应 。 这 一 章 我 们 转 到 广义 相对 论 的 后 半 部 分 ， 
即 决定 引力 场 本 身 的 微分 方程 . 


1. 场 方程 的 推导 


引力 场 方程 肯定 要 比 电磁 场 方程 复杂 得 多 . 由 于 电磁 场 
本 身 不 携带 电荷 ，Maxwell 方程 是 线性 的 ,而 引力 场 却 带 着 能 
量 和 动量 ( 见 5.3 节 ), 因此 必然 对 自身 的 场 源 有 贡献 ， 这 就 
是 说 , 引力 场 方程 一 定 是 非 线性 偏 微分 方程 非 线 性 代表 引力 
对 其 自身 的 作用 

在 处 理 这 些 非 线 性 效应 时 ， 我 们 再 一 次 用 等 效 原 理 为 指 
T. 在 任意 强度 的 引力 场 中 任 一 点 蕊 ,我 们 可 以 定义 这 样 一 
个 局 部 惯性 坐标 系 ,使 得 ' 
| Fup X) = hag (7.1.1) 


(Muy) = 0 (7.1.2) 


因此 ， 对 于 接近 于 X 的 点 *。 度 规 张 量 905 和 toe 相差 只 是 
(x 一 X 的 二 次 项 在 这 个 坐标 系 里 ,邻近 的 引力 场 很 弱 ， 
我 们 可 以 指望 用 线性 偏 微分 方程 来 描写 它 . 一旦 知道 了 这 些 
红 场 方程 的 形式 ， 我 们 就 可 以 用 使 场 变 弱 的 坐标 变换 的 逆 变 
换 来 找 出 一 般 的 场 方程 . 
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可 惜 的 是 ,我 们 十 分 缺乏 关于 弱 场 方程 的 经 验 知识 , 这 出 
不 是 由 于 什么 根本 的 原因 ， 而 是 因为 物质 产生 和 吸收 的 引力 
加 射 很 顽 , 以 至 尚未 肯定 地 探测 到 .尽管 这 是 可 以 理解 的 ,但 
是 由 于 缺乏 这 种 知识 ,我 们 不 能 象 前 面 几 章 那 样 直 捷 前 进 , 有 
些 猜 测 性 的 工作 就 很 难免 了 . 

首先 让 我 们 回忆 一 下 ， 一 个 非 相 对 论 质 量 密度 © 所 产生 
的 弱 静 场 里 , 度 规 张 量 的 时 -时 分 量 近似 地 为 

Im 二 一 (1 + 26) ` 
[见方 程 (3.4.5).] 其 中 由 是 Newton #, 决定 于 1 Poisson 方程 
Vb = 4nGo 

其 中 ,G 是 Newton 常数 ,等 于 6.670 X 10% c.g. s. 单位 .还 
， 有 , 非 相对 论 性 物质 的 能 量 密度 Tw 恰好 等 于 它 的 质量 密度 


To S e 
把 上 述 诸 式 结 合 起 来 ,我 们 便 得 到 
Vw = — 8xG To (7.1.3) 


这 个 场 方 程 只 假定 它 对 非 相 对 论 物 质 产生 的 弱 静 场 成 立 ， 按 
它 现 在 的 形式 甚至 没有 Lorentz 不 变性 。 但 (7.1.3) 却 启发 
我 们 去 猜测 ， 对 于 一 般 的 能 量 -动量 分 布 Tops TAARA 
下 形式 、 
Gag = —8xGT op (7.1.4) 
式 中 Gu 是 度 规 和 它 的 一 阶 及 二 阶 导数 的 线性 组 合 ， 于 是 由 
等 效 原理 推 得 ,支配 任意 强度 的 引力 场 的 方程 必 取 如 下 形式 
Com 一 一 8rCT yy (7.1.5) 
式 中 Gu 是 在 弱 场 时 化 为 Gos 的 一 个 张 量 . 
一 般 说 来 ， 有 许多 张 量 Gu 都 可 以 由 度 规 张 量 及 其 导数 
组 成 ,并 且 在 弱 场 极限 下 化 为 给 定 的 Cus. BRIT Gu 展开 为 
度 规 导 数 乘积 之 和 ， 并 按 度 规 分 量 导数 的 总 阶 数 立 将 每 一 项 
进行 分 类 (例如 .NN = 3 的 项 可 以 是 与 度 规 的 三 阶 导 数 成 比例 
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的 项 ,或 是 一 个 一 阶 导 数 和 一 个 二 阶 导数 的 乘积 ;或 是 三 个 一 
阶 导 数 的 乘积 ,) 整个 C 必须 有 二 阶 导数 的 量 纲 ,所 以 每 一 
AN 2 类 型 的 项 都 要 乘 上 一 个 常数 ,其 量 岗 是 长 度 的 N 一 2 
次 方 ， 当 引 力 场 的 空 - 时 尺度 充分 大 时 ，N > 2 的 项 可 以 忽 
略 ， 当 引力 场 的 空 -时 尺度 充分 小 时 ，N< 2 的 项 可 以 忽略 
为 了 去 掉 Ge 的 不 确定 性 , 我 们 将 假 斌 引力 场 方程 在 尺度 上 
是 均匀 的 。 因 此 ,只 人 允许 有 N = 2 的 项 . 

现在 让 我 们 重 混 一 下 我 们 对 于 场 方 程 (7.1.5) 左边 的 知 
识 : 

(A) 根据 定义 ,Gs 是 一 个 张 量 . 

(B) 根据 假设 , Ge REN = 2 的 度 规 的 导数 项 组 成 ; 即 
Gu 只 含 或 着 与 度 规 的 二 阶 导数 成 比例 的 项 ， 或 者 是 度 规 的 
一 阶 导数 的 平方 项 . 

(C) 由 于 Ty 是 对 称 的 ,所 以 Gu 也 是 对 称 的， 

(D》 由 于 7 是 守恒 的 (在 协 变 微 分 的 意义 上 ), 所 以 G6,。 
也 是 守恒 的 : 


Gp: a = 0 (7.1.6) 
(E) 对 于 由 非 相对 论 物 质 产 生 的 弱 的 定 态 场 , (7.1.5) 的 

00 分 量 必 须 化 为 《7.1.3), 所 以 在 这 个 极限 下 ， 
Go 衬 V9 (7.1.7) 

这 些 就 是 我 们 为 寻找 Gu 所 需要 的 全 部 性 质 . 
在 6.2 节 里 我 们 看 到 ,构造 满足 (A) 和 (了 B) 的 场 的 最 一 般 
的 方法 就 是 缩 并 曲率 张 量 R'is。 6.6 节 讨论 的 Rayos 的 反对 
称 性 质 表明 ， 只 有 两 个 张 量 可 以 由 Rim 缩 并 造成 ; 这 就 是 
Ricci 张 量 Rue = Risse 和 标量 曲率 R = R%, 因此 ,CA) 和 (B) 

ZX G,, 取 如 下 形式 | 

Gu ,= CR + COR (7.1.8) 
式 中 Ci 和 C; 是 常数 . 上 式 自动 满足 对 称 要 求 [ 见 式 (6.6.7)]， 
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所 以 《cy 并 不 提供 新 的 东西 ， 利 用 Bianchi 恒等式 (6.8.3), 得 
到 Go 的 协 变 散 度 为 


G'an = (< + ca) R., 


所 以 ,(D) 允许 两 种 可 能 性 : 或 者 C: 一 一 C1/2, 或 者 :R;, 处 
处 为 零 .我 们 可 以 排除 掉 第 二 种 可 能 性 ,因为 (7.1.82 和 (7.1.5) 


给 出 
G*, = (C1 + 4C,)R = —82GT", 


如 果 R;, = OR/Ox” SFR, OT*,/0x 也 必然 等 于 零 ， 但 存 
在 非 均匀 、 非 相对 论 性 物质 时 并 非 这 种 情况 ， 所 以 我 们 断定 
C2 = —C,/2, 因此 (7.1.8) 变 为 


Gp = Cy (Ru 一 二 9R) 71.9) 
最 后 , 我 们 利用 性 质 (E) 来 确定 常数 C,， 一 个 非 相对 论 
系统 总 有 |7;|] 区 |Tw| ， 所 以 我 们 这 里 只 涉及 | Gyl « | Gol 
的 情况 , 或 者 利用 (7.1.9)， 
| R;; 二 + 9,;;R 
此 外 ,我 们 这 里 讨论 的 是 弱 场 ,所 以 gup = yop。 于 是 标量 曲率 


为 
R = Ry Ro =Z R — Ro 


即 
. R =~ 2Rw oe ` (7.1.10) 
将 (7.1.10) 和 (7.1.1) RA (7.1.9), 我 们 得 到 

Go = 2C, Ro (7.1.11) 


ATRAER Ru， 我 们 可 以 利用 方程 (6.6.2) 所 给 出 的 
R auve 的 线性 部 分 ， l f 
a1 | Ins _ Iw Og O79 yx 
Ce 2 E “DXx4 Ox"Ox* Ox Ox" + wees. 
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当场 为 静态 时 ,所 有 的 时 间 导 数 都 为 稚 , 于 是 我 们 所 需要 的 分 
量变 为 
O?go 


Roo 0 R; 
one roo S 2 Ox’ Oxi 


因此 由 (7.1.11) 得 到 
Go 一 2CiCRan — Row) = Civzgm 
把 这 个 式 子 同 (7.1.7) 比较 ,我 们 便 发 现 , 当 且 仅 当 C1 一 工时 
CE) 才 得 到 满足 . 
在 (7.1.9) PS C= 1, 我 们 便 完成 了 Gu 的 计算 ; 
Ga = Rw — 1 gsR (7.4.12) 


由 利用 (7.1.5》, 便 得 到 Einstein 场 方程 
Rw 一 + Ip R = —8xGT py - (74.13) 


有 时 用 到 场 方程 的 另 一 种 形式 ， 把 (7.1.13) 和 9e 缩 并 
得 到 
R — 2R = —8nxGT*, 
或 . 
R= 8nGT*, (7.1.14) 


ERA (7.1.13), 我 们 得 到 
Rup = —8xG (rz — 过 gm) (7.1.15) 


当然 ,我 们 也 可 以 从 (7.1.15) 返回 到 (7.1.14) 和 (7.1.13), 所 
以 (7.1.13) A (7.1.15) 应 看 成 是 Einstein 场 方程 的 完全 等 价 
的 形式 ， 
真空 中 的 Tu 为 零 ， 所 以 从 (7.1.15) 我 们 看 到 真空 中 的 
Einstein 场 方程 就 是 
R,,=0 (7.1:16) 一 
在 二 维 或 三 维 空 -时 中 , 这 就 意味 着 整个 曲率 张 量 Ri AF, 
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因而 没有 引力 场 ( 见 6.4 45), 只 有 在 四 维 或 更 高 维 的 情形 ， 
在 真空 中 才能 存在 真实 的 引力 场 . i 

我 们 可 以 放宽 假设 B) 允许 Gu 含 N 小 于 2 的 度 规 导 
数 项 。 自由 使 用 一 阶 导 数 并 不 会 给 Gs 带 来 任何 新 的 项 《 见 
6.1 节 )。 但 我 们 如 果 用 度 规 张 量 本 身 , 那 就 可 能 有 一 个 新 的 
项 , 即 Syn 乘 以 常数 41， 于 是 场 方程 变 为 


R» — = 9 R + hg» = —8xGT p» 


29 项 最 早 是 由 Einstein™ 为 了 字 害 论 上 的 理由 引入 的 (后 来 
这 个 理由 不 存在 了 ); 因 这 个 理由 ,7 被 称 为 宁 害 论 常数 ， 这 
一 项 满足 (A), (C) 和 (D) 的 要 求 , 但 不 满足 CE), 所 以 4 必 
须 非 常 小 , 才 不 会 同 Newton 引力 理论 的 成 就 冲突 。 除 第 十 
六 章 外 , 全 书 中 都 假设 2 一 0. 


2. 另 一 种 推导 * 


上 一 节 中 推导 Einstein 场 方程 时 ,使 用 了 一 个 重要 假设 ， 
即 左边 的 Gu 是 一 个 只 依赖 于 度 规 及 其 一 阶 和 二 阶 导数 的 张 
量 ， 我 们 可 以 考虑 使 用 一 个 更 一 般 的 张 量 ,其 元 素 与 度 规 张 
量 或 它 的 导数 无 关 , 例如 


Orr OEx(x) 2 ] 
Ee Fe) (7.2.1) 


AH E(x) 是 在 X 点 的 局 部 惯性 坐标 。 [根据 度 规 和 仿 射 联 
络 的 严格 定义 (3.3.2) 和 (3.3.3) 可 以 证 明 , 《7.2.1) 和 它们 的 
导数 无 关 .] 造 出 这 样 一 个 张 量 的 办 法 是 写 出 : 


— OE% Cx) OE) x 
Gu» = (232) De Ae G2 ned) x (7.2.2) 


式 中 G4 是 在 Ey 坐标 系 里 ,为 Lorentz 协 变性 和 对 称 性 所 多 
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许 的 度 规 张 量 的 二 阶 导 数 的 最 一 般 可 能 的 线性 组 合 , 即 
Go," Po, ) Org 


Gag = a (179.8 + a2 ( 


BEE? oror) A DEO 
:gr 
+b, Eoi + bma 079", (7.2.3) 


AH as a> 433 bo h 是 五 个 任意 的 无 量 纲 常 数 ， [我 们 已 经 
AICS X. 这 里 所 有 指标 均 用 Minkowski 张 量 4 和 up 
来 升降 ， 口 ?是 d’Alembert 算 符 O? = %°(0/OE*)(O/OE*), ] 
车 五 个 常数 as a ds bis b 取 完 全 一 般 的 值 , 这 个 Go 确实 
会 依赖 于 象 (7.2.1) 这 样 外 来 的 元 素 . 然而 , 令 人 吃惊 的 是 ， 
使 用 能 量 -动量 守恒 ,以 及 Newton 理论 适用 于 非 相对 论 性 物 
质 所 产生 的 弱 静 场 的 条 件 ， 我 们 把 这 些 严格 的 要 求 加 在 常数 
a"*b 上, 就 可 以 去 掉 含 (7.2.1) 的 项 ,从 而 得 到 Einstein 的 
理论 . 

Eig, 由 能 量 量 和 动量 守恒 的 要 求 得 到 普通 的 守恒 律 
987/68” = 0, 因 而 所 假设 的 场 方程 Gas = 一 83xG Tog 就 要 求 


ð G"; = Ca, + a,) O? Ə 


= gg age? 
+ Caz + “(2 rn anos) + Cb, + b) O? T gr, 
因此 a, + azs az + as, MO, +b, KREHE, 由 此 得 到 
Gap = 4, fo Jas 一 5 一 T Nap seo} 
+b, gent - 一 sD?9, | (7.2.4) 


为 了 定 出 a, 和 OLEATE) Newton 极限 .对 于 静 场 ,由 
(7.2.4) 得 到 

Gi + Co 一 av2Cgi + 9o) 一 bV? CI; 一 900) 
(重复 的 拉丁 指标 表示 取 1, 2, 3 求 和 ) 对 于 非 相 对 论 性 物质 
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A 


体系 ,| Ta | EAN F Tool ,所 以 便 得 到 场 方程 
Cay + AV Iw + Cay — bV On = —8xGTo (7.2.5) 
我 们 要 求 这 个 极限 下 的 场 方程 能 得 到 Newton 定律 
TIo = — 8xGT o 
但 (7.2.5) 是 唯一 只 含 9% A GRO 9; 的 场 方程 ,所 以 我 们 必须 


要 求 a=b =>, 于 是 场 方程 左边 为 


Gus 一 过 [ou DI L I -| 
2 BEOEr BEDEr ~ OE*OEP 
1 { D2g7 
十 一 a 
2 "ee logro? 
但 方程 (6.6.2) BA, BBA Ricci 张 量 等 于 
1 O79," Og O97 
R, = 工 | 29。 一 30 一 | 
Sna 9 OEOET = OEFOET 85"084 


所 以 由 (7.2.5) 得 到 场 方程 


一 Dor| - (7.2.6) 


Gop = Rap — > nagR = — 8xGT og (7.2.75 
然后 由 等 效 原理 立刻 便 得 到 一 般 引力 场 的 Einstein 方程 
Rw» 一 > giR = —8eGT yp (7.2.8) 


这 是 因为 《7.2.8) 是 广义 协 变 的 ， 并 在 局 部 惯性 系 中 化 成 
《7.2.6)。 KÈ, 如 果 我 们 要 得 到 比 Einstein 方程 更 一 般 的 方 
程 , 即 在 弱 场 极限 下 化 到 左边 为 《7.2.4) 的 二 阶 方 程 的 话 , 那 


” 么 我 们 就 必须 付出 代价 , 让 形 如 (7.2.1) 的 新 项 进入 方程 ,并 


且 必 须 放弃 在 极限 条 件 下 导出 Newton 理论 的 可 能 性 ， 
3, Brans-Dicke 理论 


已 经 知道 的 长 程 力 是 由 引力 场 gw 和 电磁 势 A, ER. 
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于 是 很 自然 地 就 猜测 其 它 的 长 程 力 可 由 标量 场 产 生 。 这样 的 
理论 在 广义 相对 论 之 前 就 有 人 提出 过 ;本 节 介 绍 最 近 的 、 也 可 
能 是 最 有 启发 性 的 理论 ,在 这 个 理论 里 ,标量 场 和 引力 场 同样 
起 作用 , 这 就 是 Brans 和 Dicke 的 理论 外. 

Brans 和 Dicke 的 出 发 点 是 Mach 的 观念 ， 即 惯性 现象 是 
由 相对 于 宇宙 总 质量 分 布 的 加 速度 而 引起 ( 见 1.3 节 )， 因 此 ， 
各 种 基本 粒子 的 惯性 质量 并 不 是 基本 常数 ， 而 是 代表 着 粒子 
和 某 个 宇宙 场 的 相互 作用 ， 但 基本 粒子 质量 的 绝对 标 度 (不 
是 它们 的 比值 ,比值 大 体 上 和 宇宙 场 无 关 ) 只 能 通过 测量 引力 
加 速度 Gm/7 来 量度 ， 所 以 等 价 的 说 法 是 ,引力 常数 G 应 和 
标量 场 几 的 平均 值 有 关 ， 而 WAF E AR g ERK 
系 . 

这 种 标量 场 的 最 简单 的 广义 协 变 的 场 方程 应 是 

Dp = 4rd Typ (7.3.1) 

式 中 (Pp = $:?;, 现在 是 不 变 的 dAlembert WHF, 2 是 一 个 
BARR, Tu” 是 宇宙 物质 〈 除 引力 场 和 贝 场 以 外 的 所 有 物 
质 ) 的 能 量 -动量 张 量 。 我 们 可 以 对 由 的 平均 值 作 一 粗略 估 


计 , 办 法 是 计算 一 个 气体 球 的 中 心 势 ,其 密度 为 宇宙 质量 密度 ， 


p ~ 10?g/cm ,半径 等 于 宇宙 的 表 观 半径 R ~ 10% cm ( 见 第 
十 四 章 )。 由 此 得 到 的 平均 值 为 

《p> ~ eR? ~ à X 107g cm (7.3.2) 
注意 ，1027g cm™! 相当 接近 于 常数 1/G = 1.35 X 108g ccm!, 
因此 我 们 把 由 规范 化 ,使 


《dy ~ = (7.3.3) 


于 是 (7.3.2) 表 明 , 1 是 一 个 数量 级 为 1 的 无 量 岗 数 . 这 些 考 虚 
使 Brans 和 Dicke 认为 ， 正 确 的 引力 场 方程 是 把 G 换 成 1/9， 
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并 在 引力 场 的 源 里 包含 由 场 的 能 量 -动量 张 晤 To， 
Re 一 gu 及 一 一 = (Tw +T] (73.4) 


但 是 谁 也 不 希望 放弃 等 效 原理 的 成 就 ， 例 如 引力 质量 和 
惯性 质量 的 等 价 性 以 及 引力 场 中 的 时 间 脱 胀 。 因此 Bras 和 
Dicke 要求。 粒子 和 光子 的 运动 方程 里 只 含 9, MRE p. 于 
是 描写 物质 和 引力 之 间 能 量 交 换 的 方程 就 和 Einstein 的 理论 
相同 ; 

Turia = ii + TE Tu, — Th Tu = 0 (7.3.5) 


Bianchi 恒等式 告诉 我 们 ,方程 (7.3.4) 左 边 的 协 变 散 度 等 于 零 ， 
MAA oR (7.3.4) 并 有 取 协 变 散 度 ,我 们 便 得 到 


( Re 一 > aR) big = — BT gM a (7.3.6) 
可 以 证 明 这 个 要 求 足 以 确定 Ts 。 由 每 项 含有 中 本 身 或 - 
其 两 个 一 阶 导数 或 一 个 二 阶 导 数 的 项 构造 出 的 最 一 般 的 对 称 
张 量 是 
Ter = ACH) di 十 BC D)ELA: hs? 
. + CCA): + E%DCGIDB 0.3.7) 
由 直接 计算 得 到 . 
Taru = [A’Cp) + B'o) 16," 中 dx 
+ IACH) + D'UA: DOH 
+ EACH) ZBC) + CCDG: hu 
+ D()CO%);, + CCOA) (7.3.8) 
COTA FEAR 中 求 导数 , ) 方 程 (7.3.6) 的 第 一 项 由 式 (6.5.2) 


， 决定 为 


P:R”, = 63"; m» 一 Pis iu = CO?) 一 CC, ») 
(7.3.9) 
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取 方 程 (7.3.4) 的 迹 并 利用 (7.3.1), 我 们 得 到 


= êr 1. 2 A + 4B , A 
R | A oe + ¢ (8) + ABCH): "ip 


+ CCC) + 4D(e)08| 
”所 以 《7.3.6) 的 左边 等 于 


(Rn — + sR) h:a = (OA), — D4,,) 


— i bis (G + CCA) + 4D (由 】 oe 


| + (ACH) + 4B 4.64] (7.3.10) 
比较 方程 (7.3.8) 和 《7.3.10) th (O$) OCh: s) $: 0A, 
dibs bins MIG" sbin 诸 项 的 系数 ， 我 们 发 现 , 方程 (7.3.6) 


要 求 . 
1 = —8xD(¢) 


一 1 一 一 grCC) 
4n 1 
-Hà 1+ CCH) + 4D CH) 


= —8x(A($) + D'S) 
— SCAG) + 4804) 


= —8r(4'(¢) + BH)) 
0 = AC). + 2B(o) + C'S) 


唯一 的 解 是 
= =— l 
ACo) Bao? Cep) Téa 
Clb) = DC) 一 一 之 (7.3.11) 
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" 其 中 。 是 一 个 方便 的 无 量 纲 常 数 ,由 下 式 决定 
3 


a RS 一 一 
. A 2 
或 者 
2 
= 7.3.12 
h 3 + 2H K ) 
Brans-Dicke 理论 的 场 方 程 《7.3.1) 和 (7.3.4) 现在 写 为 
8x 
3p 一 Tu" 7.3.13 
Ne Fe Me C ) 
1 
Re — E SaR = = Tey ~ E (bran — 5 Sadat") 
=F Wus 一 Iun DH) ` (7.3.14) 


我 们 前 面 的 估计 表 明 2 的 量 级 为 1， 所 以 我 们 预期 的 量 级 
是 1， 如 果品 远大 于 1， 则 由 《7.3.13) BSI’ e = 00/0), 


$ = <$) + o(4) = 去 +0 (4) (7.3.15) 
把 上 式 代入 (7.3.14), 于 是 得 到 
Ry 一 2 IR = —8xGT uu + 0 (+) 


这 样 ， 在 w -> co 的 极限 情况 下 。Brans-Dicke 理论 就 过 渡 到 
Einstein FRY. 

必须 强调 指出 ，Brans-Dicke 理论 中 标量 场 的 作用 只 限于 
它 对 引力 场 方 程 的 影响 。 一 旦 算出 9w 那么 引力 对 任意 物 
再 体系 的 效应 就 完全 象 第 三 章 到 第 五 章 所 讲 过 的 那样 确定 
T. 

AHAM RBA KELREE OWRD. 6 
我 们 不 时 地 要 回 到 Brans-Dicke 理论 ,为 了 乔 清 它 对 广义 相对 


- 18t.» 


沦 的 预言 会 作出 什么 改变 ， 
4 坐标 条 件 


WHE EG, 有 10 个 独立 分 量 , 所 以 Einstein 方程 
(7.1.13) 包 含 10 个 代数 上 独立 的 方程 ， 未 知 的 度 规 张 量 也 有 
10 个 代数 上 独立 的 分 量 ， 初 看 起 来 ， 人 们 会 认为 Einstein J 
程 《 附 带 适 当 的 边界 条 件 ) 足以 唯一 地 决定 gu。 实际 上 并 非 
如 此 .这 10 个 Gu 虽然 代数 上 是 独立 的 ， 但 却 由 4 个 微分 恒 
等 式 , 即 Bianchi 恒等式 联系 着 [ 见 式 (6.8.3)]: 

Cu 一 0 
所 以 并 没有 10 个 函数 上 独立 的 方程 ,而 只 有 10 一 4 一 6 个 ， 
在 10 个 未 知 量 gw 中 留 下 了 4 个 自由 度 ， 这 4 个 自由 度 对 
应 着 这 样 的 事实 , 即 如 果 gm 是 Einstein 方程 的 解 ， 那 么 9;， 
亦 是 解 , 这 里 9;, 是 由 9 通过 任意 坐标 变换 x 一 x’ 得 到 的 . 
这样 的 坐标 变换 含有 4 个 任意 函数 x*(x)、 使 得 (7.1.13) 的 
解 恰好 有 4 个 自由 度 . | 

Einstein 方程 不 能 唯一 地 决定 Ipo R Maxwell 方程 不 能 
唯一 地 决定 矢量 势 4, 是 非常 相似 的 .后 者 可 用 矢量 势 写 为 


8? 
-2 s =), 7.4.1 
, xc8xe 8 / ( ) 


Wk (2.7.6) 2.7.11), ] 对 四 个 未 知 量 有 四 个 方程 ,但 它们 
并 不 能 唯一 地 确定 4。; 因为 这 些 方程 的 左边 由 类 似 于 Bianchi 


074, 一 


”恒等式 的 微分 恒等式 联系 着 


ð | ou } 
o? Ae 一 A =0 
Ox* Ox,0x? 


因此 ,函数 上 独立 的 方程 数目 , 实际 上 只 有 4 一 1 一 3 个 , 四 . 
个 A 的 解 里 就 存在 一 个 自由 度 。 这 个 自 由 度 当 然 是 对 应 着 
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规范 不 变 福 ; 任 疙 给 一 个 解 do 我 们 便 可 以 找到 易 一 个 角 
A, =E Aa + OA/Ox", 
而 4 是 任意 函数 . 
Maxwell 方程 和 Einstein 方程 解 的 不 确定 性 可 以 设法 去 
掉 , 对 于 Maxwell 方程 , 我 们 的 做 法 是 采用 一 个 特殊 的 规范 ， 
例如 , 任意 给 定 一 个 解 4.; 我 们 总 可 以 造 出 一 个 这 样 的 解 42， 
使 得 : . 


ðA = 0 (7.4.2) 
AHS 10 
A, = Aa t 一- 
+ Ox 
May, AHO 定义 为 
CO = — OA" 
ðr" 


这 样 的 解 称 为 符合 Lorentz 规范 , 当 把 条 件 (7.4.2) 加 于 三 个 
独立 方程 《7.4.1) 后 ,四 个 方程 就 全 了 ,给 定 适 当 的 边界 条 件 ， 
一 般 就 唯一 地 确定 了 4。 同样, 我 们 可 以 采用 某 个 特殊 的 坐 
` 标 系 来 去 掉 度 规 张 量 的 不 确定 性 ， 坐 标 系 的 选择 可 以 表 为 4 
个 坐标 条 件 , 把 它 加 到 六 个 独立 的 Einstein 方程 后 ,就 决定 了 
唯一 的 解 . l 
DRD ER AAE RR A E E R e H: 
T? = gt", (7.4.3) 
为 了 看 出 选择 一 个 满足 上 述 条 件 的 坐标 系 总 是 可 能 的 ， 我 们 
回忆 仿 射 联络 的 变换 方程 是 
pa a DEP Brr Ox po _ x Ox? ix 
Axe Br” Br” > Br! OxrOrr 
见 式 (4.5.8).] 把 它 同 9e 缩 并 ， RDA 
Bx poge -az (7.4.4) 
Ox 


ra = 
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只 要 re 不 等 于 零 ,我 们 便 总 能 通过 解 二 阶 偏 微分 方程 


ge oad _ Ox"4 Te 
DBDxp2Dxo Ox? 
来 定义 一 个 新 的 坐标 系 **。 由 式 (7.4.4) 得 知 , 在 x AB 
T 一 0. 


4 个 条 件 (7.4.3) 当然 不 是 广义 协 变 的 ,因为 它 的 目的 是 
要 去 掉 由 于 Einstein 方程 的 广义 协 变 柱 所 引起 的 度 规 张 量 的 
不 确定 性 。 尽管 我 们 不 能 把 它们 写成 协 变 方 程 , 但 可 以 用 度 
规 张 量 表示 仿 射 联络 ,而 把 这 些 条 件 写 成 更 精致 的 形式 


T? = 1 guzgie {eu 十 O9 nx — 52 
2 Ox” Oxr* ôx" 


我 们 记得 
Aw O9 en = 一 - ag 
9 Ox? | Fen Oye 
1 gu» CEPI = gu? ð gł 
2 ðr" ôx" 
[LA (4.7.5). 于 是 得 到 
Pt = 一 9 于 -2 (gtg) (7.4.5) 
Ox* z 
而 谐 和 坐标 条 件 变 为 
2 (g 9) = 0 (7.4.6) 
Ox* 


现在 我 们 能 够 解释 “ 谐 和 坐标 ?这 个 名 词 了 ， 一 个 函数 中 
如 果 满 中 条件 口 砂 等 于 零 , 就 说 它 是 谐 和 函数 ,其 中 口 :是 不 
变 的 d'Alembert 算 符 , 定义 为 


、 Dp = (9b) (7.4.7) 
AUF 4.7.1), (4.7.7) 和 (7.4.5), 我 们 得 到 
24 = Gas Ob _ a p 
Dp = ot OP SS (7.4.8) 
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如 果 书 一 0， 则 坐标 本 身 就 是 谐 和 函数 
Or" 一 0 (7.4.9) | 
这 证 明 我 们 把 形容 词 “ 谐 和 ”用 到 这 样 的 坐标 系 上 是 合理 的 . 
没有 引力 场 时 ， 显 然 的 谐 和 坐标 系 就 是 Minkowski 坐标 
系 ， 在 这 个 坐标 系 里 ，g% =q ROK 1, 所 以 显然 满足 
(7.4.6), 当 存 在 弱 引 力 场 时 ， 谐 和 坐标 系 可 描写 为 近似 的 
Minkowski 坐标 系 。 谐 和 坐标 条 件 的 另 一 个 有 关 的 优点 是 ,如 
第 九 章 和 第 十 章 所 说 的 ,采用 它 可 以 大 大 简化 弱 场 方程 ,就 象 
采用 Lorentz 规范 可 以 简化 Maxwell 方程 一 样 ， 


5, Cauchy 问 题 


我 们 可 以 进一步 把 Einstein 方程 用 到 传统 的 Cauchy 初 
值 间 题 上 ， 来 了 解 它们 的 数学 内 容 。 假设 在 x* =: “P mh” 
上 处 处 给 定 了 9,. 和 69/8x"。 如 果 我 们 能 从 场 方程 里 解 出 
如 一 上 时 各 处 的 POOF 的 表达 式 , 就 可 以 计算 在 x* = 2 
二 6 时 的 gw 和 09,,/6x', 继 续 这 个 过 程 ,就 可 对 所 有 的 * 和 
如 算出 Iaw 

乍 看 起 来 , 这 是 可 以 做 到 的 , 因为 我 们 需要 10 个 二 阶 导 
数 , 而 这 里 有 10 个 场 方程 。 不 过 , 让 我 们 更 仔细 地 看 看 场 方 
程 左 边 

Ge = Re 一 上 上 gmR， 
2 


Bianchi 恒等式 (6.8.4) 告诉 我 们 


a Gis 2 G” — TAG” — pG“ 
x x 


上 式 右 边 没有 含 高 于 0/000) 的 时 间 导 数 ， 所 以 左边 也 不 
含 ， 从 而 G 不 含 高 于 8/6x* 的 时 间 导 数 。 因此 我 们 便 不 能 
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从 4 个 方程 
G 一 一 8rGT (7.5.1) 
知道 引力 场 如 何 随时 间 变化 ， 而 这 些 方程 必须 作为 约束 加 到 
初始 值 上 , 即 xt = z HY 9,, MI 9,,/O2 EE, 
留 下 作为 "动力 学 "方程 的 只 有 其 它 六 个 Einstein HE 
Gi = —8rGTi (7.5.2) 
4 BA VIL ER AALS BR 0?9,,/0C2Y BS, BATIK 
遇 到 四 重 的 不 确定 性 ,要 名 开 它 当然 是 没有 希望 的 ,因为 总 是 
可 以 进行 坐标 变换 。 使 得 x= :的 9。, 和 69,,/6x 不 变 ， 而 
使 其 它 各 处 的 9,, 改变 ,说 得 更 具体 些 , 我 们 得 到 结论 (7.5.2》 ， 
只 确定 六 个 P/F, W FREGA R 09/3) 不 
确定 。 这 种 不 确定 性 可 以 加 上 确定 坐标 系 的 四 个 附加 坐标 条 
件 来 去 掉 ， 例 如 。 如 果 我 们 采用 上 一 节 所 讨论 的 谐 和 坐标 条 
件 , 那么 V 9 9 的 二 阶 时 间 导 数 可 由 《7.4.6) 对 时 间 微 分 得 
到 : 
By Of 9 9H) = 一 San V 9%" (75.3) 
FE (7.5.2) 和 (7.5.3) 的 十 个 方程 就 足以 确定 所 有 gm 的 二 
阶 时 间 导 数 了 . 
用 这 圳 方法 解 初 值 问 题 时 , 加 在 初始 值 上 的 限制 (7.5.1) 
只 要 用 一 次 ，Bianchi 恒等式 以 及 能 量 和 动量 守恒 告诉 我 们 ， 
AY Einstein 方程 是 否 威 立 ,我 们 一 定 有 
CG? + BGT”); =0 
让 我 们 把 上 式 用 于 2 = 71, 把 约束 条 件 《7.5.1) 加 到 初 值 上 ， 
并 从 《75.2) 中 定 出 二 阶 导数 后 ,括号 内 的 量 当 x* 一 上 时 处 处 
等 于 零 , 故 由 此 得 到 


a3 (Ge + 8eCT®)=0 Ñ as; 
x ` 


+ 186 ¢ 


因而 在 at= :十 de 计算 出 来 的 场 也 自动 满足 条 件 (7.5.1)， 
因此 , 这 个 解 初 值 问题 的 方法 可 以 编 成 计算 机 程序 ,只 要 我 们 
” 求 得 在 ** 一 z+ 时 满足 条 件 (7.5.1) 的 初始 度 规 就 行 了 . 


6. 引力 场 的 能 量 ,动量 和 角 动 量 


把 Einstein 方程 写成 一 种 完全 等 价 的 形式 ， 可 以 弄 清 它 
的 物理 意义 这 种 形式 由 于 不 是 明显 协 变 的 ， 所 以 显示 了 
Einstein 方程 和 基本 粒子 物理 的 波动 方程 之 闻 的 关系 。 让 我 
_ 们 取 一 个 类 Minkowski 坐标 系 ， 其 意义 是 , 在 离 被 研究 的 有 
限 物 质 系统 很 远 的 地 方 , 度 规 gu 近似 为 Minkowski BER nar. 
《 谐 和 坐标 系 和 其 它 一 些 坐 标 系 就 属于 此 类 )， 于 是 我 们 记 


Guy = Nuy 十 huv (7.6.1) 
使 h, 在 无 限 远 处 为 零 .( 但 并 不 假设 到。 处 处 都 很 小 )，Ricci 
KERS Ao 成 线性 的 部 分 等 于 


a) — 
Rus = 


1 (mee _ 8, Oh, OF ue ) 

2 \Ox#Ox"  Ox*Ox* Orre Orra 
(7.6.2) 

[ 见 式 (6.6.2). RATATAT: Aas Rid, M10/0x" 的 指 

标 用 5 来 升降 , Plan, Aa = hws 0/Ox, = 0/01, THR 

R us 这 样 的 真正 张 量 的 指标 ， 和 通常 一 样 用 8 来 升降 .j 于 是 

严格 的 Einstein 方程 可 写 为 


RY 一 > Na RD = —8xG[ T ux + tux] (7.6.3) 
式 中 
ta = l [Ru — GR — RD + A eR | 
. 2 | 2 
(7.6.4) 


* 187° 


方程 (7.6.3) 正好 具有 我 们 对 自 旋 等 于 2 的 场 的 波动 方 
程 所 预期 的 形式 ( 见 10.2 节 ), 所 不 同 的 是 它 的 “ 源 ”T 十 zu 
明显 地 依赖 于 场 hun 我 们 把 这 个 特点 解释 为 ， 场 hs 是 由 总 
的 能 量 和 动量 的 密度 和 流产 生 的 , 而 tw 只 是 引力 场 本 身 的 能 
量 -动量 " 张 量 ”. 这 就 是 说 ,我 们 把 量 


oh = pet Tae + tue] (7.6.5) 
解释 为 物质 和 引力 场 的 总 的 能 量 -动量 " 张 量 ”，r” 有 许多 性 
质 是 支持 这 种 解释 的 : 
CA) 量 R 由 遵从 线性 化 的 Bianchi 恒等式 ; 
sr |r — + aR», | =0 (7.6.6) 
因此 由 场 方程 (7.6.3) 得 到 , 1 是 局 部 守 全 的 : 
l 2 72 = 0 (7.6.7) | 


注意 ， BAT 满足 协 变 守恒 律 7”,, 二 0( 它 实际 上 描写 物 
质 和 引力 场 之 间 的 能 量 交换 ), 量 rz”* 却 是 在 普通 意义 下 守恒 
的 .特别 是 ,对 于 由 曲面 5 围 成 的 体积 为 了 的 任何 有 限 系统 ， 
方程 (7.6.7) 告诉 我 们 ， 


L | dx 二 一 人 tn dS (7.6.8) 
式 中 n ER TH OAR. IRE 


P = | rd (7.6.9) 
V ` 


解释 为 系统 的 总 能 量 -动量 “矢量 ”, 物质 的 .电磁 的 和 引力 的 
都 包括 在 内 ; zr” 是 相应 的 流 ， 
(B) 除 守 恒 外 , r” 也 是 对 称 的 . 
TV = gi (7.6.10) 
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因而 - 
a 


M” == 9 (7.6.11) 
ôx! | 
式 中 
M = rh 一 Txt  - (7.6.12) 
于 是 我 们 可 以 把 M” 和 M” ARR SD BE Pt 
J> = [oeme 一 —J (7.6.13) 


REM” ERIKRNROS TS, 它 就 是 常量 . 
CC) RITUR A ERROR RU tus 并 发 现 第 一 
项 是 个 二 次 项 
1 
8rG 


1 1 o 
tue |- 7 bugR™, + Eg ah” Rye 
ERR — tun R| HOW) (76.14) 


式 中 RO Æ Ricci 张 量 的 二 阶 部 分 ,可 由 (6.6.2) 得 到 ， 
RO = — Lp | Bha Phy | Oha + Phu | 
BK 2 


一 一 ee 一 -一 一 一 -一 -一 一 一 


Arrë = Ox*Ox* Ox Ore Ox’Ox? 
a lear orlon t aT ae] 
oe Oho, Shae Shae [2 + 2 2k] 
Ox? Ox* Ox, Orr Ox, 
(7.6.15) 

电动 力学 的 例子 使 我 们 期 望 ,引力 场 的 能 量 -动量 “ 张 量 " 是 从 
hus 的 二 次 项 开始 。[ 同 式 (2.8.9) 比较 . ] as 中 三 阶 和 更 高 阶 
项 的 存在 ， 只 是 意味 着 引力 场 和 其 自身 的 引力 相互 作用 也 对 
总 能 量 和 动量 有 贡献 。 当然, 当 引 力 场 很 弱 时 , hs 就 很 小 ,所 
以 我 们 把 ,包括 在 (7.6.5) 里 (并 用 ”来 升 指标 ) 并 不 会 严重 
地 改变 我 们 对 物理 系统 的 能 量 和 动量 的 认识 . 

CD) tues T” A MO 虽然 并 不 广义 协 变 ,至 少 是 Lorentz 
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协 变 的 ， 因 此 对 一 个 封闭 的 系统 , PR” 不 仅 是 恒 量 ,而 且 
也 是 Lorentz 协 变 的 ( 见 2.6 节 )， 

Œ) 在 本 节 开 始 时 ， 我 们 就 选择 了 无 限 远 处 hs ASH 
坐标 系 来 进行 讨论 . 在 离 产 生 引 力 场 的 有 限 物 体系 统 很 远 的 
地 方 ，T ETE, ta 是 天 量 级 ,所 以 场 方程 《7.6.3) 右边 代 
表 源 的 项 有 效 地 限制 在 一 个 有 限 的 区 域 ， 这 提示 我 们 ， 在 许 
多 物理 问题 里 ,在 远 距 离 处 he 的 行为 和 静电 势 或 Newton 引 
力 势 相同 , 即 当 > 一 c 时 . 


1\ Oh,, ( i ) Ohu 1 ) 
kh = 一 一 -上 一 一 - ff + 一 
ad of r ) Ox? O r? Ox*Ox? O (5 


(7.6.16) 


在 这 种 情形 下 ,《7.6.14) 表明 
tug = O (4) (7.6.17) 


所 以 决定 总 的 能 量 和 动量 的 积分 | ax Sika eh, 验 明 坐 


BALE Minkowski 坐标 系 非常 重要 ,其 原因 就 在 于 此 ;如 
果 9,, 在 无 限 远 趋 于 球 坐 标 中 的 度 规 ,那么 我 们 的 定义 C7.6.1) 
和 (7.6.4) 就 会 使 引力 场 能 量 密度 集中 在 无 限 远 处 ! 【不 过 要 
注意 47.6.16) 和 (7?.6.17) 并 不 总 是 对 的 .如 系统 不 断 辐射 引 
AIBC TE) 5 hur LAIR o EF Oh py/Ox* P Oh up/Ox°Ox° 
和 has 同 量 级 , 从 而 产生 无 限 的 总 能 量 , 对 于 充满 全 空间 的 引 
力 辐射 ， 我 们 预期 的 结果 就 是 如 此 .在 这 种 情况 下 , 甚至 pw 
的 行为 也 不 是 1/r. 1 
CF) 从 结构 方式 看 ,r”* 显然 就 是 当 我 们 测量 由 任 一 系统 
所 产生 的 引力 场 时 ,我 们 所 测定 的 能 量 -~ 动量“ 张 量 *”。 实 际 上 
存在 着 引力 场 能 量 -动量 张 量 "的 许多 种 可 能 的 定义 ,它们 都 
具备 ta 所 具有 的 大 部 分 性 质 (这 些 定义 通常 是 建立 在 作用 量 
原理 的 基础 上 ; 见 第 十 二 章 ), 但 由 于 tue Æ (7.6.3) 中 起 着 hy, 
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一 部 分 源 的 作用 ,就 被 特地 挑选 出 来 。 
(GC) 虽然 在 具体 物理 问题 里 ，t KIEA REE IRR 
的 ,好 在 如 果 我 们 只 要 求 系统 的 总 能 量 和 动量 ,就 有 可 能 避免 
这 类 计算 ， 场 方程 (7.6.3) 的 左边 可 写 为 


RY» — > PRD, = 


ð geri 7.6.18 
0" (76.18) 


a BE ðh ðh 
“ B uv 
ove = 7 | Ba ne? — Ox, 7” — Ox" qP? 
7 P 
anne OK ane? 
+ oe n 4 OR _ OF 7.6.19 
axe’ Ox, Ôr, (7.6.19) 
注意 9” 对 它 的 关 两 个 指标 是 反对 称 的， 
Om == ph (7.6.20) 


由 此 得 到 微分 恒等式 (7.6.6)。 利 用 场 方程 (7.6.3) 和 (7.6.18) 
的 联 立 , 我 们 得 到 总 能 量 -动量 “矢量 ”(7.6.9) 的 值 为 


pt 29" pe f 89 p 
BrG Jv Ox? ~ 8G Jv Ox! 
再 利用 Gaus 定理 ,得 到 
P = — wa | On, dQ (7.6.21) 
bd 


积分 是 在 半径 为 7 的 大 球 上 进行 的 ,nm 是 向 外 的 法 矢量 ，Z8 
是 立体 元 ; 即 


r= laie)? n; = 


《重复 的 拉丁 指标 是 对 1,2, 3 求 和 7 写 得 更 详细 些 , 由 (7.6.19) 


Ži dQ = sinĝdðdọ 
r 


和 《7.6. 21) 求 得 总 的 能 量 和 动量 为 
Pi = — 1 | \- Oher 5， + hi 6, 
16xG Or Ox* 


Oh 10 + hij 
ĝt 


0 } nida = (7.6.22) 
Ox' 
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P= l | {2h 一 Shi} p, rdQ (7.6.23) 
16xG J Vasi Oxi 


PERIE h 5 GAA KE” (7.6.13) 9 
l J” = | Palax” — x?r”) 
3 22" (04 oo” 
ae val as 人 Bx! a) 
如 在 2.9 sens, Ame J”? 的 分 量 是 3 个 独立 
的 空 - 空 分 量 : 


=P h=P RaP 
再 用 Gauss 定理 ,这 些 分 量 由 下 式 得 出 


i—i _, Ohy Oho; Op 
me 16xG ji *i jai TR Ox! ta o 

— XR Phi + gpd; 一 Aoi 8; i} nir d2 (7.6.24) 
因此 , 为 了 计算 任 一 有 限 系统 的 总 的 动量 .能 景 和 和 角 动 量 , 只 
要 知道 h, 在 远 距 离 处 的 渐 近 行为 就 行 了 . 


CH) 已 经 指出 过 书 总 是 正 的 ， 并 且 仅 在 没有 物质 的 真空 
中 才 取 零 值 ”. 

d) BA 二 不 是 张 量 , 而 且 忆 不 是 矢量 ,但 在 无 限 远 处 
化 为 恒 等 的 任意 坐标 变换 下 ， 总 的 能 量 和 动量 具有 不 变性 这 
一 重要 特点 。 这 样 的 坐标 变换 将 有 如 下 形式 

x" —> YX rr ela) 

AH e*(x) 当 了 一 o 时 等 于 零 , 但 不 要 求 ex(x) 在 有 限 距离 
时 是 小 量 ， 在 新 坐标 系 里 的 度 规 张 量 等 于 


PHV m OPT H Ost v Oe” 
| ge =g (s + Aas 2t) (a; + ze.) 

Br > ool}, e 和 ho 部 是 小 量 ,所 以 我 们 可 以 通过 令 
- ger ~ rr 一 her, 
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并 展开 来 计算 9” 准确 到 se 和 ha 的 一 级 量 , 由 此 得 到 
gi” =n 一 K'e 

式 中 

Ber _ Oe 

Ox, Oxy 

于 是 当 + -> co 时 , 量 (7.6.19) 因 这 个 坐标 变换 所 引起 的 变化 

由 下 式 得 到 


1 OHZ ger , 
A Pl = .一 \- pa + vi + Oe». pa 
2 2 DxaDx， 7 Ox"Ox, 7 “ 


hie = Ae -一 


”一 Dery” _ _ oer + Ore? } 


Ox Ox, Ox,0x1 
或 者 


0 
Ox? 


A Q pp 一 = Der 


_1f_ de Oe” mL 08" ph 
{ dx," T Ox,” +3" 
_ Be? an O08” oa, EP on 
. Ox, 7 Ox," + dx, 7 } 
我 们 注意 到 九 对 于 它 前 面 的 三 个 指标 是 完全 反对 称 的 
perri = — prh = — Dp = — Pree 
因而 面积 分 的 变化 取 如 下 形式 | 
AP? = — +f (22) nrid 0 


或 者 再 用 Gauss 定理 得 到 


AP = — A (225 ) ds (7.6.25) 
BxG } \Ox'Oxi 
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作为 推论 ,我 们 注意 , 对 于 使 度 规 ye 在 无 限 远 处 保持 不 变 的 
任何 变换 , P 都 象 一 个 4 维 矢量 那样 变换 ， 因 为 任何 这 样 的 
变换 都 可 以 表示 成 使 Pr 象 4 维 矢 量 一 样 变换 的 Lorentz 变换 
xx 一 Ate” 十 os[ 见 上 面 的 (D)], 再 乘 上 一 个 无 限 远 处 趋 于 
恒 等 ( 因 而 不 改变 己 ) 的 变换 之 积 . 

(J) 如 果 我 们 的 系统 中 的 物质 被 分 成 远离 的 于 系 S 就 
可 以 把 hs 写成 由 每 个 子 系 单独 作用 时 所 产生 的 友之 和 来 
得 到 近似 的 引力 场 。 (zw 中 的 这 些 不 同 的 At, 的 干涉 项 可 以 
忽略 ,因为 任何 一 个 地 方 ,如 友 , 很 大 , 其它 的 就 都 很 小 了 .) 于 
是 由 上 面 (E) 中 关于 忆 的 计算 得 到 ,总 的 能 量 和 动量 等 于 每 
个 子 系 单独 的 P; 的 值 之 和 |. | 

HH (7.6.9) 定义 的 能 量 -动量 “矢量 ”P* 是 守恒 的 y 它 是 一 
个 Lorentz 4 维 矢量 , 又 是 可 以 相 加 的 ， 我 们 还 能 要 求 什么 
Wee 任何 具有 这 些 性 质 的 4 个 量 可 以 唯一 地 确定 为 通常 的 动 
量 和 能 量 ( 如 同 把 守恒 律 用 到 碰撞 问题 中 所 证 明 的 那样 ", 在 
这 种 碰撞 过 程 中 , 离 得 很 远 的 子 系 相 互 接近 ， 走 到 一 起 ,相互 
作用 ,然后 又 走 到 无 限 远 ). 

这 一 节 的 论证 可 以 反 过 来 提供 Einstein 场 方程 的 另 一 种 
推导 中 ,假设 我 们 开始 要 构造 自 旋 为 2 的 长 程 场 的 方程 。 一 
般 的 群 论 萎 虑 ,要 求 它们 取 如 下 形式 9 


RY 一 = Na R h = On, (7.6.26) 
@e 是 某 个 源 函 数 ,由 于 恒等式 (7.6.6), 它 一 定 是 守恒 的 
Dr . 


不 要 只 令 @ 正 比 于 物质 的 能 量 -~ 动量 张 量 Tu， 因为 物质 可 以 
和 引力 场 互相 交换 能 量 和 动量 ,因而 Ta 不 满足 (7.6.277 . 我 
{ie REO PUES + ABA, 4D LAE (7.6.27) it 
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算 这 些 项 时 ,我 们 便 发 现 , 场 方程 (7.6.26) 一 定 就 是 和 Einstein 
理论 等 价 的 (7.6.3), 这 样 我 们 便 又 回 到 本 章 开始 时 的 论断 , 即 
电磁 场 和 引力 场 之 间 重 大 差别 就 是 ,电磁 势 4 的 源 就 是 守重 
WJ 它 不 包括 4*, 因为 电磁 场 本 身 不 带电 荷 ;而 引力 场 hu 
的 源 是 一 个 守恒 的 “ 张 量 ”cw*, 它 必须 包含 hu 因为 引力 场 
eee Shennan. 
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第 三 篇 “广义 相对 论 的 应 用 


~ 


第 八 章 ”广义 相对 论 的 经 典 检验 


Einstein 提出 了 广义 相对 论 的 三 种 检验 : 

(A) 光谱 线 的 引力 红 移 ， 

(B) 太阳 引起 的 光线 偏 折 . 

(C) ATS eA AREI. 
自 那 以 后 ,还 进行 了 另 一 种 检验 : 

CD) 掠 过 太阳 的 雷达 回 疲 的 时 间 延 迟 。 
即将 进行 的 又 一 种 检验 是 : 

CE) 绕 地 轨道 上 的 陀螺 仪 的 进 动 . 
所 有 这 五 种 检验 都 是 在 空 的 空间 中 进行 的 ， 而 且 其 中 的 引力 
场 在 很 好 的 近似 下 是 静态 和 [ 除 (E) 而 外 ] 球 对 称 的 ,所 以 我 
们 的 首要 任务 将 是 在 各 向 同性 和 与 对 间 无 关 的 简化 假设 下 ， 
求解 Einstein 真空 场 方程 .然后 将 结果 用 来 讨论 (8)、(C)、(D) 
三 种 检验 。 在 第 三 章 中 我 们 已 经 看 到 ，(A) 只 检验 了 等 效 原 
理 , 所 以 这 里 不 必 进 一 步 考 虑 ,而 《FE) 涉及 地 球 自转 引起 的 各 
向 异性 效应 ,将 在 第 九 章 中 讨论 . 


1， 一 般 静态 各 向 同性 度 规 


我 们 暂且 把 Einstein 方程 放 在 一 边 ， 先 来 考虑 能 够 代表 
静态 各 向 同性 引力 场 的 最 一 般 的 度 规 张 量 的 形式 。 我 们 折 说 
的 “静态 旦 各 向 同性 * 是 指 :一 定 能 找到 这 样 一 组 “ 准 Minkow- 
ski? IR al, x7, 3, xt, HERB dc? = —9,,dx"dx” 
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不 依赖 于 MBS x 和 dx 的 关系 只 是 含有 旋转 不 变量 Cx, 
天 .dx 入。 最 一 般 的 原 时 间隔 就 是 
dt? = F(r)de? — 2E(r) dex - dx | 
Dx dx — Clr)dx? (8.1.1) 
ARF, E, DACE?’ = (x.x) 的 未 知 函 数 ( 在 本 章 中 ， 
三 维 矢量 的 标 积 定义 和 通常 一 样 , 例如 
Ke dK = dx! + rde + xdr 

等 等 )， 式 (8.1.1) 的 较 深 人 的 推导 将 在 第 十 三 章 中 给 出 ; A 
前 , 我 们 可 以 把 (8.1.1) 看 作 是 静态 各 向 同性 度 规 的 定义 , 或 
者 看 作 是 使 我 们 能 求 场 方程 的 某 些 解 的 一 种 假定 . 

用 球 坐 标 +,9, ?来 代替 并 是 方便 的 ,其 定义 和 通常 一 样 : 


xt=rsin@cosp, x? 


= r sinOsin p, 
x? = rcosô 
原 时 间隔 (8.1.1) 于 是 变 为 
dr? = F(r) de? — 2rE(r)dedr — PD(r)dr? 
— CCr)Cdr? + rd? + r*sin’Odp’) (8.1.2) 


我 们 可 以 任意 校准 时 钟 ,办 法 是 定义 新 的 时 间 坐 标 


t=t+ P(r) 
AO E r 的 任意 函数 .这 就 使 我 们 可 以 令 
a? n EGI 
dr FCr) 


来 消去 非 对 角 元 9,。 于 是 原 时 间隔 (8.1.2) BH 
d? = F(r)de* 一 GCr)dr? 

— COr)Cdr? + r'd@ + r? sin? Odo’) (8.1.3) 
式 中 i 


GO) = r DC) + TR] 


我 们 还 可 以 自由 地 重新 定义 径 向 坐标 r ATAR F, 
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G 和 C 以 进一步 的 关系 ， 例 如 , 若 我 们 定义 
r? = C(r)r? 
则 原 时 (8.1.3) 取 通 常 所 说 的 标准 形式 : 
dt? = B(r’) dt? — Alr Jdr? 一 20d0 + sin?@d—’) 


| (8.1.4) 
式 中 
B(r’) = F(r) 
0 
或 者 ,我 们 可 以 定义 l 
v= e| £ +e] dr 


ABA, (8.1.3) 就 会 以 常 说 的 各 向 同性 形式 出 现 
dr? = Hr") dt? — Ir Cdr"? + r” d? + r sin?Od—p’) 
(8.1.5) 


式 中 
PCr = F(r) 


p 
rya 


在 我 们 的 大 部 分 工作 中 ,将 采用 “标准 ”形式 的 度 规 
de? = B(r) dt? — ACr)dr? — r (dë + sin? 6dq’) 
. (8.1.6) 
(从 现在 起 省 去 + 和 : ALAS.) 度 规 张 量 的 非 零 分 量 


是 
9 一 ACr) Seg 一 r? 


Ipp = sin? 9,, = —BCr) (8.1.7) 
函数 ACr) 和 Br) 将 通过 解 场 方程 来 确定 。 因为 gw 是 对 
角 张 量 , 容 易 写 出 其 逆 张 量 的 所 有 非 零 分 量 : 
g” = A"Cr) gP = 7 一 | 
gr? = rsin 79, ot = —B'(r) (8.1.8) 
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9 = r4 Cr)BCr)sin? 0 (8.1.9) 
所 以 不 变 体积 元 是 
V9 drdðdo = r’ y ACr)B(r) sin OdrdO@dp (8.1.10) 
仿 射 联络 可 以 按 常 用 公式 
T}, = 1 ote (22e + Og9p, Sn) 
Ox” Ox" Ox? 
来 计算 . 其 非 零 分 量 只 有 : 
rr 一 1 adACr) r= 一 r 
™ 2ACr) dr ° A(r) 
Tr r sin’@ Jr = 1 dB(r) 
e ACr) ” 2ACr) dr 
T% = 13, = + T2, = — sin 6 cos0 
T 
ra =r, = + T8 = TS, = cord 
r ` 
1 dBCr) 
ri = Tr} = ER, 8.1.11). 
‘ 2Bir) dr C ) 
”我 们 也 需要 Ricci 张 量 ,由 (6.2.4) 和 (6.1.5) 得 出 它 是 
人 人 
Rya = CDa — ee pyr, — TLE, C8.1.12) 


x? 

(注意 ,第 一 项 ,虽然 外 表 上 是 不 对 称 的 ,但 实际 上 它 对 于 & 和 
上 是 对 称 的 ， 因 为 由 (4.7.6) RAM TL ST J Gin 9/Ox*,》 
¥ (8.1.11) 式 给 出 的 仿 射 联络 分 量 代 信 (8.1.12) 得 


IC 
_ 1 (52) (8.1.13) 
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r /_ A), BO, 1 
Reg = —1 + TEA, AG Tee) EIS 
Rog = sin? OR go 
BG) a (BONA 4 BO 
Re TT ele BO) 
_ 1 (BG) 
r (=) 
Rw=0 对 于 u*v 
《 投 号 这 里 表示 对 r 的 微 商 .) Ro, Ryo Ries Riy 和 Rey AS 
以 及 Re 一 sin? ORo 都 仅仅 是 度 规 的 转动 不 变性 的 结果 ,而 
Ry, 为 零 则 是 因为 我 们 已 经 校 好 时 钟 使 度 规 在 时 间 反 演变 换 
1 一 一 上 下 是 不 变 的 . - 
PRUE AY Dp AS TN Ta HE AA AB RAL AB A RITER 
用 标准 坐标 中 的 度 规 和 仿 射 联络 (8.1.77 和 (8.1.11) 来 构造 谐 
和 坐标 Xis Xa Xa, t > 
Xı = RCr)sin@cosp, X;= R(r)sinOsing, 


X; = R(r)cos@ | (8.1.14) 
直接 计算 得 出 
px = oe [OK — py, OX: 
、 Ox"Ox” Ox* 


-HG + ; E HE tR” =t r] 
此 外 ， 标准 时 间 坐 标 * 满足 
- Ci: = 0 
这 样 , 只 要 RC) 满足 微分 方程 
世人 BLAM i AR) — 243 BIR = 0 (8.1.15) 
坐标 Xi, Xa Xi, t 就 是 谐 和 的 。 在 这 种 谐 和 坐标 中 ， 原 时 
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(8.1.6) BH 

2 一 2_ r? 2 o. á- — r?) . 2 

dt? = Bat Ri dX | nn =| (X - dX) 
(8.1.16) 


2. Schwarzschild 解 


现在 我 们 把 Einstein 场 方程 用 于 一 般 静 态 各 向 同性 度 
规 ， 采 用 上 节 中 讨论 的 标准 形式 , 即 

dvi = BCr)dt? — ACr) dr? — rdi? — r’ sin’? Bdq? 
(8.2.1) 
真空 中 的 Einstein 场 方程 是 

Ry = 0 (8.2.2) 
TENEM, Ricci 张 量 的 分 量 由 式 (8.1.13) 给 出 ， 由 此 可 
RL, RES Res Ros Re 等于零 就 够 了 .我 们 也 看 到 


Re Ru 1 /4 ,8B 
Ba + Rum — (245) (8.2.3) 
所 以 , (8.2.2) BER B’/B = —A'/A, X 
ACr)BCr) = 常数 (8.2.4) 


我 们 对 4 和 B 再 施加 这 样 的 边界 条 件 ， 当 + -> 00 时 , 度 规 张 
量 必 需 趋 于 球 坐 标 中 的 Minkowski 张 量 , 即 

lim ACr) = lim B(r) = 1 (8.2.5) 
于 是 由 (8.2.4) A (8.2.5) 得 


Alr) 一 去 (82.6) 


因为 (8.2.3) 为 零 , 剩 下 来 的 是 要 使 Ro HR, NS. (8.2.6) 
代入 (8.1.13) 得 
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Rog = —1 + B'(r)r + BG) (8.2.7) 
BQ) , BG) _ Roolr) 

Re = 2BCr) + rB(r)  2rBCr) (8.2.8) 

所 以 ,只 要 令 Reo 一 0 就 够 了 , 即 


一 - d (Cr BCr)) = rB (r) + BQ = |1 
dr 


其 解 为 
rB(r) =r + RK (8.2.9) 
为 了 定 出 积分 常数 ,我 们 记得 ,在 离 中 心 质量 M 很 远 处 ,分 量 
9, = —B RMAF 一 1 一 24, 这 里 由 是 Newton 势 一 MG/r 
Th 3.4 节 ,) 改 积分 常数 是 一 2M G, 最 后 的 解 是 


Bc) = ji — ME) (8.2.10) 
AG) = [1 — MET 2m 
完整 的 度 规 可 以 写 为 如 下 形式 
w= arf Efe 
— rd! — r’ sin? Ady? (8.2.12) 


”这 个 解 是 Schivarzschild 在 1916 年 求 得 的 . 

度 规 (8.2.12) 表示 的 Schwarzschild 解 是 它 的 “标准 ” 形 
A. 我 们 也 可 以 把 它 表 为 等 价 的 “各 向 同性 ?形式 ,只 需 引 入 
一 个 新 的 径 向 变量 i 


— MG + (r? —2MGr)”] (8.2.13) 


或 
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将 其 代入 (8.2.12) 得 
_(1— MG/207 
| + MG/2ey 
一 + om (do? + Pd? +o sin? Odg’) 
. (8.2.14) 
也 可 用 微分 方程 (8.1.15) BOWE R Ee A 
X,= Rsin@cosp, X,= Rsin0sing, 
X: = Reos@d, £ 
该 方程 在 这 里 变 为 
i (ep - 78S] dB) -2-0 
一 个 方便 的 解 是 ~ 


R=r— MG 
RADE (8.1.16) 即 得 度 规 : 
2_ (1— MG/R 4 
dr = (tee) ar -+ R Mey ax 


_ d+ MG/R) M’G? 2 
~ (= MG/R) MGR) R (X . dX) (8.2.15) 


这 里 
= X? 
通过 同 Newton 理论 的 比较 , 我 们 看 出 积分 常数 M 就 是 
太阳 的 质量 。 事实 上 , 可 以 证 明 M 精确 地 等 于 太阳 及 其 引力 
场 的 总 能 量 严 ， 让 我 们 在 准 Minkowski ETRE EE SUSI 
REA. 定义 
x' = rsinĝÂ cosp, x? rsinOsing, ` 


x? = rcos@ 


于 是 度 规 (8.2.12) RA 
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i? = [1 — 24G] ay 
r 
-fji — 24" a} r(x + dx) — dx? 
| 


因为 9 与 时 间 无 关 且 有 9% 一 0， 从 (7.6.22) 得 系统 的 总 动 
量 P 为 昨 因为 所 考察 的 系统 是 静态 各 向 同性 的 ,所 以 当然 
就 应 如 此 ， 为 了 计算 总 能 量 , 我 们 需要 度 规 的 空间 部 分 的 源 
近 行 为 : 当 r-> © Ky, 

hy; = Qu — bi MC am + of ;| 


AH n = r/r ATARA (7.6.21), 我们 利用 如 下 关系 
Dron 一 | 
Oxi "Oxi r 
并 得 到 
“Axi Oxi r? +O (5) 
所 以 ， 在 这 种 情况 下 由 式 (7.6.23) 得 出 物质 和 引力 场 的 总 能 
量 是 
P= M (8.2.16) 
读者 可 以 验算 ，Schwarzschild 解 的 各 向 同性 形式 或 谐 和 形式 
会 给 出 同样 的 结果 。 最后, 由 式 (7.6.24) 得 出 系统 的 总 角 动 
. 量 的 预计 值 等 于 零 . 


3. 其它 度 规 


等 效 原理 所 提供 的 一 般 运 动 学 框架 比 Einstein 场 方程 有 
坚实 得 多 的 基础 。 实际 上 , 在 第 三 章 到 第 五 章 中 ,从 引力 质 
量 和 惯性 质量 的 相等 ， PUPA TEASE SNES TIR 
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析 和 广义 协 变 的 完整 体系 ,而 与 此 相反 ,第 七 章 中 Einstein 方 
程 的 推导 却 含有 很 强 的 猜测 因素 ， 无 论 如何 ， 有 可 能 存在 如 
Brans-Dicke 提出 的 那 种 长 程 标量 场 ， 会 使 场 方程 发 生 改 变 . 
因而 ， 假 定 在 一 个 给 定 的 度 规 场 9w 中 粒子 和 光子 的 通常 运 
动 规律 仍然 适用 。 但 这 个 度 规 可 以 和 从 Einstein 方程 计算 出 
来 的 不 同 。 这 对 于 检验 广义 相对 论 来 说 是 十 分 有 益 的 . 

不 管 怎样 ;我 们 可 以 预期 ,由 像 太阳 这 样 的 球 对 称 静 态 物 
体 产生 的 度 规 能 表示 为 8.1 节 中 给 出 的 “标准 的 ”、“ 各 向 同 柱 
的 ”或 者 “ 谐 和 的 ”形式 ， 我 们 还 进一步 预期 ， 度 规 系数 [如 
Alr), BO) 等 ] 可 以 展开 为 小 参量 M G/r HBB. 对 于 
各 向 同性 形式 的 度 规 , 这 种 展开 式 曾 由 Eddington 和 Rober- 
sont] 得 出 : 

GM M?*G? 


dr? = (1 ta, et +) de 
一 (1 十 27 ue + -) (do? + PdO 十 o sin? 6dq’) 
(8.3.1) 
RP o, 8,7 是 未 知 的 无 量 纲 参数 。〔 这 种 展开 在 gw 中 作 到 
M*’G?/ e 级 ,而 在 95 中 只 作 到 M G/p 级 ， 理 由 是 ， 在 应 用 于 
天 体力 学 时 ，9; 总 变 乘 上 一 个 额外 的 因子 w* ~ GM/p,) W 
Schwarzschild 解 的 各 向 同性 形式 (8.2.14) 比较 , 我 们 看 出 

Einstein 场 方程 的 预言 可 以 简洁 地 综合 为 

xc 一 6 一 y 一 1 (8.3.2) 


作为 对 比 ,7.3 节 中 讨论 过 的 Brans-Dicke 理论 给 出 的 度 规 ( 见 
9.9 节 ) 可 以 表示 为 (8.3.1) 的 形式 ,其 中 


w+ 1 
0 十 2 


a=P=1, y= (8.3.3) 
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式 中 心 是 该 理论 的 未 知 无 量 纲 参数 .为 了 决定 宪 责 是 Einstein 
还 是 Brans-Dicke 还 是 别人 得 到 了 正确 的 场 方程 ， 必 须 测量 
a, f My. 

我 们 一 般 取 “标准 ”形式 的 度 规 来 进行 计算 ， 所 以 利用 定 
义 | 

MG 

rr tr Bee) (8.3.4) 
或 


把 Robertson 展开 式 (8.3.1) 化 为 标准 形式 是 方便 的 ， 简 单 的 
计算 得 出 
dv = (1 — 20 ME + Xe — ay) ME + +) di? 


r? 


一 (1 士 27 MG +- -) dr? — rd? — r’ sin” Ody’ 
r 


(8.3.5) 
我 们 也 可 以 用 如 下 变换 
X,=RsinOcosp X;= KsinOsinp 
X; 一 尺 cosD 


作为 其 来 构造 谐 和 坐标 其, 1, 其 路 满足 微分 方程 (8.1.15): 
—2(1 —(a—y) MG + -)R 
其 解 为 
R= (1 + ETN OMG +- e) r (8.3.6) 
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由 (8.1.16) 得 出 度 规 (定义 kè = X3): 
dr = lı 一 ?2 MG + (oy =a + 29) ME 4 | ae 


一 [1 + Gr=a)MG IMS +- | dX? 


— Kerx)MG/R+ TX. axy (83.7) 
R? ; . 

将 (8.3.5) 和 (C8.3.7) 同 相 应 的 严格 解 (8.2.12) 和 (8.2.15) Eb 

较 , 再 一 次 证 明 Einstein 的 理论 给 出 a = Bay 一 1. wu 一 ! 

:这 个 预言 实际 上 正好 可 由 质量 M 的 经 验 定 义 得 出 ， 注 意 到 ， 

由 度 规 (8.3.1) 可 知 ,一 个 远离 原点 的 缓慢 运动 质点 的 向 心 加 


”速度 等 于 


(对 于 MG/r K1 MV <b 
而 事实 上 测量 太阳 和 行星 的 质量 时 都 是 令 9 = MG/z* 的 . 所 
” 以 我 们 必须 把 吸收 到 MM 里 去 ,换言之 ,我 们 必须 取 = 1, 
仅 当 有 可 能 通过 某 种 独立 的 非 引 力 测量 来 决定 M IY 576 oa 


是 否 严格 等 于 1 FARR. 
&o=1, 由 式 (8.3.5) 得 出 的 度 规 函数 是 
BC) = 1 ME 4 xg 1) ME... (838) 
Ar) a1 +27 ME +... (8.3.9) 


正如 第 三 章 中 已 证 明 过 的 , 引力 红 移 实 验 仅仅 测量 了 B) p 
的 一 2MG/ 项 ,所 以 只 能 验证 等 效 原理 .我 们 将 看 到 , 在 本 章 
开头 列 出 的 广义 相对 论 的 其 它 检验 中 ,( 8) 和 (D) 只 能 检验 
是 否 7 二 1, 而 CCX( 即 近日 点 进 动 ) 可 验证 27 一 8 二 1.[ 如 
果 忽 略 地 球 自转 ,《E) 也 只 能 检验 是 否 y 二 1.】 
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4 一 般 运 动 方程 


我 们 现在 来 考虑 一 个 自由 下 落 质 点 或 光子 在 静态 各 向 同 
人 性 引力 场 中 的 运动 .首先 考察 这 种 最 一 般 度 规 的 标准 形式 《 见 


ARS 17: 
dr? 一 Bir Jd? 一 ACr)dr? — rd? — r? sin? Ody? 
(8.4.1) 
自由 下 落 的 方程 是 
gr pe AK dst 
人 +t (8.4.2) 


式 中 是 一 个 找 写 轨道 的 参量 。ar 一 般 正 比 于 dp, 所 以 对 于 
质点 我 们 可 以 这 样 规定 ”的 单位 使 请 一 z。 不 过 , 对 于 光子 ， 
比例 常数 dr/dp 为 零 ， 又 因为 我 们 希望 既 处 理 质 点 也 处 理光 
子 , 故 还 是 使 的 标准 化 与 7 的 标准 化 保持 独立 为 好 . 
利用 式 (8.1.11) 给 出 的 仿 射 联络 的 非 零 分 量 , 从 (8.4.2) 
我 们 可 以 得 到 
p= p AU) (ary __r_(a0y 


dp 2ACr) ACr) 
-的 :给 的 oo 


#8 2 dð dr- (2 wy 
0 = 十 和 和 4 一 sinbcos8 8.4.4 
dp r dp dp sin 6 cos dp C ) 


0 一 a+ 2 P S + 2 cot 9-22 e eee (8.4.5) 

dt + Br) dt dr 

d ` BG) dp dp 

WEER d/dr.) 我 们 通过 求 运动 积分 来 解 这 些 方程 。 
因为 场 是 各 向 同性 的 ， 可 以 认为 粒子 的 轨道 限制 在 赤道 “ 
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0 = 一 一 (8.4.6) 


TL8 CE 
90 = 2 $ (8.4.7) 
于 是 方程 (8.4.4) 立刻 得 到 满足 ,而 且 可 以 不 再 把 9 看 作 是 动 
力学 变量 . 分别 以 dp/az 和 de/dp 除 (8.4.5) 和 (8.4.6) 式 即 
得 


d al 
i £ {in + In a = 0 (8.4.8) 
d di : 
ip {in p 十 ln B} = 0 (8.4.9) 
由 此 得 到 两 个 运动 积分 .其 中 一 个 将 直接 吸收 到 的 定义 中 ， 
这 样 选择 p 的 单位 使 方程 (8.4.9) 的 解 为 
dt 1 
T = BG) (8.4.10) 


因为 BG) 接近 于 1, Me 几乎 和 坐标 时 :相等 。 另 一 个 运 
动 积分 可 以 从 方程 (8.4.8) 得 到 , 它 相当 于 每 单位 质量 的 角 动 
量 : 


ne = J EE) (8.4.11) 


将 (8.4.7), (8.4.10) 和 (8.4.11) A (8.4.3), 得 到 余下 的 运 
动 方程 为 


a Hr, AC) 7 P pn BG) O 
3 dp T2707) QA(r) (4 “) dcr) + 2ACr) B? Cr) 
(8.4.12) 


将 此 方程 乘 以 24(r)ar/adp, 可 以 把 它 改写 为 
d dr fF 
AGOS ta TEN ° 
因而 ,最 后 一 个 运动 积分 是 


dr VY 2 
aoh) tTO” —E (ER) (8.4.13) 
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从 (8.4.1), (8.4.7), (8.4.10), (8.4.11) A (8.4.13) 可 以 决定 
原 时 r; 我 们 得 到 

1 dr’? = Edp (8.4.14) 
这 同 我 们 早先 关于 (8.4.2) BOK dr/dp 是 常数 的 说 法 是 一 至 
R. RITES E UIRA 


E>0 对 于 质点 (8.4.15) 
E=0 对 于 光子 (8.4.16) 
ACr) 实际 上 也 总 是 正 的 ,所 以 《8.4.13) 告诉 我 们 , RS 
P 1 
L + E s 8.4.17 
r? + BCr) 《 ) 
粒子 才能 达到 矢 径 > 处 . 
将 (8.4.10) 代入 (8.4.11), (8.4.13) 和 (8.4.14), 可 以 将 
参量 ? 统统 消去 ;于 是 我 们 有 . 
rie ~ jB(y) (8.4.18) 
AG) {dV a 
Br) (a ) + r? BCr) E (8.4.19) 
dr = EBr) (8.4.20) 


对 于 一 个 在 讽 场 中 绥 慢 运动 的 粒 于 ， r, (SY, 4-1 A 


8 一 1 之 29 都 很 小 , 在 这 些 量 中 准确 到 第 一 级 ,上 面 的 方程 
就 变 为 


p 2P xJ 
dt 
1/ar YY J n~ IE 
2 (4) 27? 3 
这 些 方程 和 Newton 理论 中 得 到 的 相同 , 但 (1 一 FE?/2 代表 
每 单位 质量 分 得 的 能 量 . 


为 着 了 解 精确 的 运动 方程 在 简单 的 情况 下 如 何 起 作 用 ， 
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我 们 来 考察 一 个 在 半径 为 R 的 圆 轨 道上 运动 的 粒子 ， 因为 


dr/di 为 零 , 由 方程 (8.4.19) 得 . 
Pi 一 
元 BRD +E=0 (8.4.21) 


此 外 ,为 了 使 粒子 平衡 于 这 个 半径 ,上 式 左边 在 R 处 的 微 商 也 
必须 为 零 , 所 以 ` 
2? , B'(R l 

— 224 a5) =0 (8.4.22) 
[mERIHRBRA-MAB ANA R—SOAANR+ 8 
BS) APG EM St Bs HC 8.4.19) RRR, J/r — 1/BCr) 十 必须 在 
r 一 R 土 6 处 为 零 ,在 8 一 0 的 极限 情况 下 就 得 到 (8.4.21) 和 
(8.4.22),] 从 (8.4.21) 和 (8.4.22) 得 | 


1 _ RB'(R) 
E TON ae) (8.4.23) 
2, BRIR? 
ZBCR) (8.4.24) 
将 (8.4.24) 代入 (8.4.18) 得 出 旋转 速率 为 
dp _ (BUR)! 
dt ( 2R ) (8.4.25) 
由 (8.4.23) Al (8.4.20) 得 出 对 于 原 时 有 
dv = _ ti , 
T am 2 RB (R) (8.4.26) 


利用 Robertson 展开 式 (8.3.8) 得 
dp Ec 4 £ -EME + | (8.4.27) 


dt R? 
at 一 [1 —3MG | …| (8.4.28) 
at R 


在 广义 相对 论 的 大 多 数 应 用 中 ,我 们 对 轨道 的 形状 一 一 ， 
作为 9 的 函数 一 一 比 起 它 随 时 间 的 变化 更 感 兴趣 ， 轨道 形状 - 


‘e211. 


HJH (8.4.11) 和 (8.4.13) 消去 dp 直接 得 到 ;这 就 是 


A (aryl 1 sé 
7 (<5) + AT PBC) 7 (8.4.29) 

然后 可 以 通过 求 积 分 来 决定 解 : 
p=t | 人 (rar (8.4.30) 


5. 非 束缚 轨道 ， 太阳 引起 的 光线 偏 折 


考虑 一 个 从 非常 远 的 距离 趋 近 太 阳 的 质点 或 光子 〈 见 图 
8.1.) 在 无 限 远 处 , 度 规 成 为 Minkowski 的 , 即 
4(oo) = B(wo) = 1, 
同时 我 们 预料 运动 以 恒 速 V ARRETA 
b= rsin(p — pa) ~ rp — po) 


dt 


Ahe WEBI”, po 为 人 射 方向 。 将 这 些 式 子 代 人 
《8.4.187 和 (8.4.19), 我 们 看 到 它们 满足 无 限 远 处 的 运动 方程 ， 


d . 
—V x —(Creos(p — pæ)) ~ at 
dt 


图 8.1 在 计算 太阳 引起 的 光线 偏 折 时 用 到 的 量 
《 偏 折 大 大 地 夺 张 了 》. 
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在 那里 4 一 B 一 1, 运动 积分 是 
J = 6V? (8.5.1) 
E=1- m? (8.5.2) 
《当然 , 对 于 光子 有 了 =1, 正如 我 们 已 经 看 到 的 , 由 此 得 出 
E 一 0. ) 利用 最 接近 太阳 的 距离 x。， 而 不 用 腊 准 参数 b 来 表 


AN JR RAD E n iÈ, dr/dp = 0, 故 由 《8.4.29) 和 
(8.5.2) 得 


T= GE — 1+ ry (8.5.3) 


轨道 由 《8.4.30) 描述 , 即 
or) == + | (Ab ar} / 


a(i [1 2 1 
Ghe- ella reel ~3)} 
(8.5.4) 
当 * 从 无 限 大 减少 到 它 的 最 小 值 m 然 后 又 增 至 无 限 大 时 P 19 
总 改变 ,正好 是 从 co 到 时 其 改变 的 两 倍 , 即 21 p70) 一 pol. 
如 果 轨 道 是 直线 ,这 个 值 应 正好 等 于 a 所 以 轨道 离开 直线 的 
偏 折 是 


Ap = 2|¢(r0) — po] — x 《8.5.5) ， 

如 果 这 个 值 是 正 的 , We 角 的 改变 大 于 189"， 即 轨道 这 向 太 
阳 ; 如 果 Ap 是 负 的 , 则 轨道 变 离 太阳 . 
对 于 光子 , V? = 1, H (8.5.4) 得 


e(r) 一 yom | Ai(r E J2) - i" at 


(8.5.6) 
如 果 利 用 南 Schwarzschild 解 (8.2.10) 和 (8.2.11) 给 出 的 ACr) 
和 BCO) 的 精确 值 ,我 们 就 会 得 到 p(y) 和 Ap ,表示 为 通常 种 
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关 梢 加 积分 ,这 只 能 按 小 参量 CM /和 GMA 展开 来 进行 数 
ERR, 较 容易 义 较 有 益 的 办 法 是 在 积分 之 前 进行 展 并 ， 利 
用 ACr) Bt BC+) WY Robertson 展 式 (8.3.8) 和 (8.3.9); 


Ar) = 1+ 2y xe, se 
Bor) = 1-24 4 eee 
(8.5.6) 中 第 二 个 平方 根 的 宗 量 就 变 为 
四 -的 -ae 
-S 
故 由 (8.5.6) 得 : 


lr) 一 po 一 dr A 
Fog 
x £ 十 二 aes ef 
这 个 积分 是 初等 的 ,结果 得 


PCr) 一 po = sin™! (2) 


r 


2 — p 
+#S (i4 r-r 1- (2) - /二 二) 十 … 
To r rt ro 


(8.5.7) 
所 以 ,准确 到 MG/ro 的 第 一 级 ,光线 偏 折 (8.5.5) 就 是 
Ap 一 ae (=) (8.5.8) 


《在 这 一 级 近似 下 ,我 们 正好 也 可 以 用 瞄准 参数 5b 来 代替 这 里 
的 ro.) . 
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对 于 被 太阳 所 偏 拆 的 光线 ,我 们 必须 用 


M = Mo w= 1.97 X 10% g, 


其 
MG = MaG = 1.475 km, 
+ 的 最 小 值 是 ; 
Ro = 6.95 X 10 km, 
WW (8.5.8) BH 
R 
Ap 一 | 一 2 19 8.5, 
(Ba aa 
式 中 


0 = eS (=) -17 (=) C85.10) 
而 且 , 广 义 相 对 论 给 出 > 一 1, 故 它 预言 光线 应 向 太阳 偏 折 一 
个 角度 ge 一 1.75”。〔 对 于 正好 掠 过 木星 的 光线 ， 偏 折 仅 有 
0.02”, 所 以 观测 太阳 以 外 的 任何 其 它 天 体 引 起 的 光线 偏 折 似 
乎 是 没有 希望 的 ,) 在 Brans-Dicke 理论 中 ,由 (8.5.10) 和 (8.3.3 
得 出 偏 折 常 数 为 


9, 4MaeG (22 + 3) 
o = Moe 


sore): 8.5.11 
Ro \2a+4 C 1) 


每 当 我 们 得 到 广义 相对 论 的 一 个 预言 时 ， 总 要 〈 或 者 应 
该 ) 提出 这 样 的 问题 ， 即 所 得 到 的 结果 是 不 是 真正 指 的 是 客 
观 的 物理 测量 ， 或 者 说 是 否 包 含 了 依赖 于 坐标 系 选 择 的 任意 
主观 因素 .在 光线 偏 折 的 情况 下 :我 们 应 当 弄 清楚 , ?的 预期 
改变 同 照 相 底 板 上 星 的 象 的 位 置 究竟 有 什么 关系 。 幸 而 这 个 
问题 的 答案 是 很 简单 的 , 因为 这 实际 上 是 一 种 散射 实验 。 光 
线 从 非常 蜗 远 的 地 方 射 来 ,在 太阳 附近 通过 时 受到 偏 折 ,在 高 
太阳 200 多 个 太阳 半径 远 的 地 球 上 被 接 跑 .在 发 光 点 和 接收 
点 ， 度 规 实际 上 是 Minkowski 的 , 在 这 样 的 距离 处 ， 关于? 
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的 意义 是 六 成 问题 的 ; 它 就 是 光线 在 其 中 基本 上 是 直线 的 孝 
样 一 种 坐标 系 里 的 方位 角 ， 所 以 我 们 能 借助 普通 的 几何 光学 
定律 把 Ap 同 照 相 底板 上 的 星象 移动 联系 起 来 。〈 这 里 我 们 
忽略 了 地 球 自身 引力 场 的 影响 ， 因 为 它 在 地 球 表面 上 的 值 比 
太阳 引力 场 在 太阳 表面 上 的 值 弱 10: 倍 以 上 .) 如 果 我 们 要 从 
深入 太阳 引力 场 的 天 文 台 ， 例 如 从 离 太 阳 几 个 太阳 半径 远 的 
轨道 卫星 的 观点 来 预言 太阳 引起 的 光线 偏 折 ， 那 就 必须 格外 
小 心地 讨论 的 操作 意义 了 ， 

这 里 可 能 产生 的 另 一 个 概念 上 的 困难 、 它 是 由 于 我 们 把 
光子 看 作 像 任何 其 它 粒 子 一 样 运动 的 光量 子 ， 这 些 粒 子 的 速 
度 正好 等 于 单位 速度 ,也 就 是 等 于 <。 实 际 上 ， 用 不 着 考虑 量 
子 力学 。 光 的 波长 同 太阳 引力 场 的 尺度 比 起 来 是 如 此 之 小 
( 即 10% em 与 10* cm 之 比 )， 以 至 在 这 个 场 中 的 任何 点 都 可 
以 建立 包含 大 量 被 长 (比方 说 105) 的 局 部 惯性 坐标 系 。 等 效 
原理 告诉 我 们 ， 光 在 这 种 坐标 系 中 的 行为 就 像 在 没有 引力 场 
的 真空 中 一 样 ,又 因为 波长 是 如 此 之 小 , 衍射 可 以 忽略 , 波 阵 
面 的 每 个 元 素 都 以 单位 速度 “ 沿 直线 运动 ， 如 果 把 这 个 论断 
在 天 文学 的 非 惯性 坐标 系 中 重新 写 出 来 , 它 不 是 别 的 , 正 是 我 
们 的 运动 方程 (8.4.2)，《 这 个 论证 附带 也 说 明了 光线 偏 折 为 
什么 不 可 能 与 其 偏振 有 关 .) l 

现在 让 我 们 来 看 看 怎样 把 Einstein 的 预言 (8.5.9) 同 观 
测 结果 进行 比较 。 测量 偏 折 角 Ap 的 经 典 办 法 , 是 把 日 全 食 
期 间 正巧 落 在 太阳 圆 面 附近 的 恒星 的 视 位 置 《 那 时 它们 的 光 
靠近 太阳 射 来 并 且 还 能 被 探测 到 ) 与 六 个 月 以 前 它们 在 夜间 
的 视 位 置 比较 ( 那 时 这 些 星 同 太阳 分 处 于 地 球 的 两 侧 , 它 们 的 
光 在 到 达 地 球 的 路 途中 并 不 在 太阳 附近 通过 ).。 从 日 食 时 的 
PREND APIR o ,原则 上 就 应 当 得 出 Ap。 然 而 ,在 六 个 
月 的 间隔 中 ,拍摄 尺度 会 发 生 不 可 避免 的 变化 ,这 种 变化 部 分 
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是 由 于 在 如 此 漫长 的 时 间 中 温度 以 及 望远镜 和 照相 机 机 械 结 
构 的 微小 变化 引起 的 .拍摄 尺度 的 改变 会 使 任何 恒星 产生 朝 
向 或 背离 太阳 的 视 偏 折 ， 其 偏 折 角 正 比 于 光线 通过 太阳 时 的 
距离 ro; 所 以 实际 上 要 做 的 事情 是 把 观测 结果 同 理 论 曲 线 


Ap = 8o (22 ) + s (2 ze) (8.5.12) 


进行 比较 。 式 中 5 是 未 知 的 尺度 常数 《通常 叫做 e), be 是 将 
同 理论 值 1.75” 比较 的 偏 折 角 。 还 有 一 些 别 的 效应 能 对 Ap 
ARAR. PEER BPR AEA A BAW RRA 
时 所 产生 的 折射 ， 但 人 们 相信 这 些 效应 中 没有 一 种 会 起 重要 
的 作用 . 

不 能 得 出 离 太 阳 陨 面 近 于 ro © 2Ro AR (AA 
然 可 以 利用 一 些 观测 结果 来 决定 66。。 办 法 是 把 观测 到 的 Ap 
值 同 理论 值 (8.5:12) 进行 拟 合 。 这 种 方案 的 困难 在 于 , 在 日 
食 期 间 可 以 利用 的 短 时 间 内 很 难 精确 测定 Ap。1919 年 日 全 
食 时 , 派 了 远征 队 到 两 个 小 岛 上 去 ,一 个 是 巴西 东北 海岸 外 的 
Sobral, 一 个 是 Guinea 湾 中 的 Principe， 一 共 研 究 了 12 ME, 
得 到 的 值 中 是 1.98 士 0.12” 和 1.61 + 0.31” ,与 Einstein 的 预 
言 ge = 1.75” 基 本 符合 。 与 任何 其 它 的 成 就 相 比 , 也 许 正 是 
这 一 戏剧 性 的 结果 在 本 世纪 二 十 年 代 更 强烈 地 引起 了 一 般 公 
众 对 于 广义 相对 论 的 往 意 . 

自 1919 年 以 来 ,对 于 1922, 1929, 1936, 1947 和 1952 年 
各 次 日 全 食 期 间 观 测 到 的 约 380 颗 星 进行 了 测量 ， 我 们 把 结 
果 综 合 到 表 8.1 ECKA von Kliber 的 评述 ). 

所 得 到 的 ge 值 变 化 范围 是 1.3” 到 2.7”, 但 多 数 处 于 1.7” 
和 2” 之 间 。 这 些 结果 中 最 新 的 是 Ap 一 1.70 + 0.10", fA 
Finstein 的 预言 符合 得 很 好 ， 但 还 不 清楚 这 里 的 系统 误差 是 于 

确实 比 以 前 那些 观测 的 要 小 ， 从 所 有 这 些 结果 中 我 们 可 以 得 
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1919 年 5 月 29 日 | Sobral 2—6 


表 8.1 太阳 引起 的 光线 偏 折 测 量 '” 
第 4 列 给 出 所 研究 的 诸 星 光线 离 太阳 中 心 最近 处 的 最 小 和 最 大 
距离 值 ,第 5 列 给 出 推算 出 的 正好 掠 过 太阳 表面 的 光线 偏 折 值 ， 


日 食 地 点 eR tof Ro fo ( 秒 ) | 参考 资料 


1.98+0.16 a 
Principe 2-6 = {1.61+0. 
1. 
i. 


1922 年 9 H 21 日 | RARE 2-10 |1.77+0. b 
RANE 2—10 |1.42 到 2. c 

澳大利亚 2.1—14.5]1.7240. d 

澳大利亚 2.1 一 42 |1.82+0. e 

1929 年 5 月 9 日 | Sumatra 1.5 一 7.5 |2.2440. E 
1936 年 6 月 19 日 | 苏联 2—7.2 |2.73+0. zg 
BA 4 一 7  |1. 2852. h 

1947 425 H 209 3.3 一 10.2|2.01 士 0. i 


1952 年 2 月 25 日 2.1 一 8.6 |1.7040. j 


[= tte 
= t 


F. W. Dyson, A, S8. Eddington, and ©. Davidson, Phil. Trans. 
Roy. Soc., 220A, 291(1920); Mem. Roy Astron. Soe. 62, 291 
(1920). 

G. F. Dodwell and C, R. Davidson, Mon. Nat. Roy. Astron. Soc., 
84, 150(1924). 
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275(1924), 
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(1928). 
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G. van Biesbroeck, Astron. J., 58, 87(1953). 


出 结论 ， 肯 定 存 在 着 大 于 y 一 0 ( 即 AC) = 1) 所 预言 的 
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= 0.875” 的 光线 偏 折 ， 至 于 它 的 精确 值 ,我 们 至 多 只 能 说 
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be 在 1.6" 和 2.2" 之 间 ; 也 就 是 , > 约 在 0.9 和 1.3 之 间 . 在 不 
远 的 将 来 ,无 需 等 待 日 全 食 而 利用 光电 技术 来 鉴 视 恒星 位 置 ， 
有 可 能 改善 这 种 测量 的 精度 . 
射电 天 文学 "的 新 发 展 , 使 我 们 有 可 能 用 远 高 于 光学 天 
文学 所 能 达到 的 精度 ,来 测量 太阳 引起 的 射电 信号 的 偏 折 . 由 
于 地 球 大 气 的 不 均匀 性 ,光学 观测 的 角 精 度 被 限制 到 约 0.1", 
而 波长 为 4 基线 为 D 的 射电 干涉 仪 , 原则 上 能 够 以 %/2xD M 
度量 级 的 精确 性 来 测量 角度 ; 当 1 一 3 cm, D 一 10 km 时 ,这 
个 精度 为 0.1”, 对 于 更 长 的 基线 ,这 个 值 将 按 比 例 减 小 . 
在 射频 比 在 光 频 更 使 天 文学 家 感到 烦恼 的 一 个 复杂 因素 
NRE A BTN. 在 X-I (8000 一 12500 MHz) 折 
射 很 小 ， 只 消 扣 掉 射电 信号 在 离 太阳 表面 约 两 个 太阳 半径 内 
通过 时 取得 的 数据 ,就 可 以 排除 它 ， 不 过 ,在 9- 频 段 (2000 一 
4000 MHz) 必须 用 一 个 模型 来 分 析 数 据 ， 这 模型 中 部 分 偏 折 
来 自 广义 相对 论 , AUER RPE. PRA ROSE 
原则 上 可 以 利用 这 种 方法 (用 几 个 频率 ) 和 广义 相对 论 的 参量 
一 起 同时 测定 ,但 是 日 园 中 的 电子 密度 随时 间 改 变 ,所 以 处 理 
日 蚁 折射 的 唯一 真正 满意 的 方法 ,看 来 是 采用 -频段 或 者 更 
高 的 射电 频率 . 

每 年 10 月 ,类 星体 3C279 被 太阳 遮掩 ,许多 射电 天 文 小 
组 利用 这 个 机 会 来 观测 刚 邱 前 和 刚 掩 后 那 段 时 间 里 ，3C279 
同类 星体 3C273 之 间 夹 角 ( 约 9.5°) 的 改变 。 结果 列 在 表 8.2 
里 ， 我 们 看 到 广义 相对 论 又 得 到 了 证 实 ， 但 还 不 足以 决定 
Einstein 和 Brans-Dicke 理论 哪个 更 好 ， 不 过 , 用 很 长 的 基线 
《例如 “Goldstack”3900 km 基线 ) 取得 的 数据 包含 着 原则 上 足 
以 测量 角 位 置 准确 到 0.001“ 的 信息 . 人 们 希望 这 些 数据 的 分 
析 将 最 终 导致 真正 精确 地 测定 7 值 。 
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表 8.2. RAM 3C279 的 射电 波 被 太阳 偏 折 的 干涉 测量 。 数据 
是 利用 射电 信号 正好 掠 过 太阳 所 能 产生 的 偏 折 ge 来 表示 的 . 


te 站 | BRIE | 基线 (km) 期 | ge sec) | 参考 资料 


Owens 谷 | 9602 1.0662 1969 年 . . a 

Goldstone 2388 . 1969 年 .82_ 0 b 

Goldstone/ 1969 年 

Haystack 7840 ` ` F . c 

NRAO (Æ 

BERR 2695 58085 d 
2697.5 ; 。 
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a. G. A. Seielstad, R. A. Sramek, and K. W. Weller, Phys. Rev. 

~ Letters, 24, 1373(1970). 

b. D. O. Muhleman, R. D. Pkers and E. B. Fomalont, Phys, Rev., 
Letters, 24, 1377 (1970). 

e I. I. Shapiro, Private Communication. 

R, A, Sramek, Ap, J., 167, L55 (1971).- 

e J. M. Hill, Mon. Not. Roy. Astron. Soe., 153, 7P (1971). 
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6. 束缚 轨道 ， 近 日 点 的 进 动 


现在 我 们 来 研究 一 个 束缚 于 绕 日 轨道 上 的 检验 粒子 ( 见 
图 8.2) .在 近日 点 和 远 日 点 ,+ 达到 其 极 小 值 -和 极 大 值 +,， 
在 这 两 点 dr /dg HB, Heh (8.4.29) 得 


1_ 1 Lz 
r4 PBO) J 
从 这 两 个 方程 中 我 们 可 以 导出 两 个 运动 积分 的 值 : 
-IGI FES (8.6.1) 
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图 8.2 在 计算 行星 轨道 进 动 时 用 到 的 梯 圆 的 各 要 素 . 
(这 里 的 构 贺 具有 和 小 行星 Icarus 轨道 同样 的 偏心 率 》 


| 1 1 
po Br) BG) (8.6.2) 
ALL 
H (8.4.30) 可 知 , 当 ”从 >- 起 增加 时 位 置 矢量 扫 过 的 角 为 


1 E is 


eae) + | 4 aes - 4-2 


或 者 ,利用 (8.6.1) 和 (8.6.2) 后 得 


ptr) — plr-) 
— f [E0 — B=(r)) — r4 CB Cr) 一 BC D)) 
r= r4r?(B (r) — Bry) 
-二 | UOA (8.6.3) 


Mer ory BUNS] r- E o Koram > 从 7s- 增加 到 +; 时。 的 
KRAH » BTA — BAP ARS pr) 一 pCr-)|. 
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果 轨 道 是 一 个 封闭 居 圆 , 这 个 值 就 是 22, 所 以 一 般 说 来 ,每 转 
一 图, 轨道 就 进 动 一 个 角 ， 
Ap 一 2|p(r+) — qr-)| — 2x (8.6.4) 
将 Schwarzschild 解 给 出 的 4Cr) 和 BCr) 的 精确 值 
(8.2.10) 和 (8-2.11) 代入 (8.6.3), 即 可 得 到 将 g(r) A Ap 表 
为 椭圆 积分 的 公式 ， 为 了 计算 出 这 些 积分 的 数值 ， 必 须 将 它 - 
们 按 参 量 MG/r 和 MG/rs 展开 我们 不 用 这 种 办 法 , 而 用 
ACr) R BC) WY Robertson 展 式 (8.3.8) 和 (8.3.9): 
ACr) =1 +27 Me. poses (8.6.5) 


B(r) =1— +e 


2MG 208 — rM’? 
来 展开 被 积 表达 式 . 注意 , 在 (8.6.3) 中 BCO) 的 第 一 项 完全 
减 掉 了 ,而 Ar) 却 没 有 . 所 以 , 为 了 计算 Pp 和 Ag 准确 到 含 
MG/r 的 一 级 量 ， 我 们 需要 BC) 准确 到 MG/ 的 二 级 项 。 
而 AC) 只 需要 准确 到 一 级 项 . 

只 要 注意 到 利用 下 面 展开 式 ， 计算 就 会 大 为 简单 ， 
2MG , 26G2 一 8 士 z) yg 


Bur) = 1 + 一 一 一 


我 们 可 以 把 (8.6.3) om EHR 成 1 的 二 次 
PARK. 并 且 , 它 在 + rr 时 变 为 零 ， 所 以 
(Bor) 一 BTKr-)) — CBr) — BG) 1 


O AAG) BG) 7 
到 aso 
令 r -> oo 可 以 决定 常数 C: 


åU — Br) — rU — Bor) 
rir-(B (ry) 一 BIGr-)) 
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或 者 从 分 子 和 分 母 中 提出 公 因 子 2Cr- — MG: 
Cy~1—(2—f8+y7)MG (4 + +) (8.6.7) 
将 (8.6.5) 一 C8.6.7) (KA (8.6.3) 即 得 


pl) — 90 ) = [1+ -et Met)| 


+ Teo 


al (+ + 1) +1 (+ — 1) dnp (8.6.8) 


r} 1 2 r} 
可 使 上 式 中 的 积分 一 目 了 然 , 于 是 得 到 

A = ia 1,1) 
er) —oG-)= [14+ 4@—¢+ r)MG (4 ++)| 


7 一 


x le + =| 一 + rme (二 — +) cos (8.6.9) 


在 远 日 点 ,一 二 ， 故 由 (8.6.4) 和 (8.6.9) 得 出 每 一 图 的 进 
动 是 
ag = (EHO) (ZEE Ir) (弧度 /图 ) (8.6.10) 
AP L RRRA AE EA RABB 
peat 
通常 在 表 中 列 出 的 行星 轨道 要 素 是 半 长 轴 4 和 偏心 率 。, E 


ri 一 (1+te)a 


所 以 ,我们 可 以 利用 公式 
区. 一 (1 一 e)a 
Maie RR L, Einstein 场 方程 要 求 6 一 7y == 1, 故 预言 
的 进 动 是 
dg = EC 弧度 /图 (8.6.11) 


这 个 值 是 正 的， 意味 着 整个 轨道 进 动 的 方向 应 和 检验 粒子 运 
动 的 方向 相同 ， 在 Brans-Dicke 理论 中 ,由 (8.6.10) 和 (8.3.3) 


得 出 . 

我 们 应 当 再 次 自问 ， 这 个 预期 的 Ap 值 意味 着 什么 ， 这 
并 不 像 太阳 引起 的 光线 偏 折 那 样 是 一 种 散射 实验 ; 我 们 这 里 
讨论 的 是 决 不 会 跑 到 无 限 远 《 那 里 的 度 规 是 Minkowski 的 ) 
去 的 天 体 ， 光 学 或 雷达 天 文学 家 对 检验 粒子 运动 所 做 的 任何 
观测 , 都 要 利用 本 身 就 要 受到 引力 场 影 响 的 光线 ， 如 果 对 光 
线 偏 折 不 作 仔细 改正 ,在 任何 给 定 的 > 处 ,天 文学 家 所 报导 的 
Plr) 值 都 将 包含 量 级 为 GM/L 的 误差 [ 见 式 (8.5.8)]。 不 
过 ,这 些 细节 实际 上 无 关 紧 村 ,因为 进 动 是 积累 的 . 式 (8.6.10) 
表明 , ERS NZI ARR BAA NMG/L 的 
角 , 所 以 如 N > 1, RAR 9 BEY MG/L IRE, 的 
WK (8.6.11) 告诉 我 们 , 在 转 了 L/3MG>1 圈 之 后 , 近日 
点 将 回 到 它 原 来 的 方位 角 。 这 个 预言 显然 与 我 们 如 何 定义 7 
RP EX. 

对 于 水 星 ,我 们 必须 取 工 == 55.3 X 10° km, 当然 MG = 
1.475 km, AH (8.6.11) 得 Ap 一 0.1038”/ 圈 。 因 为 水 是 每 
百年 转 415 狼 ,广义 相对 论 的 预言 就 是 

Ap = 43,03" /百年 (站) 
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幸好 水 是 有 回调 到 1765 年 的 精确 观测 。 Clemence” 在 1943 
年 重新 分 析 了 这 些 资料 ; 他 得 出 Ap 一 43.11 土 0.45”/ 百 年 ， 
基本 上 肯定 了 Newcomb 较 早 的 值 ( 见 1.2 节 ) ,并 且 同 广义 相 
对 论 符合 得 很 好 . 若 取 上 述 值 , 这 一 符合 表明 式 (8.6.11) 中 
的 改正 因子 是 | 
(ettr) = 1.00 + 0.01 
3 

这 是 广义 相对 论 最 最 重要 的 实验 验证 ， 一 方面 因为 它 的 精度 
高 ; 男 一 方面 是 因为 只 有 它 对 于 出 现在 9, 中 二 级 项 里 的 系数 
8 是 敏感 的 ， 

对 于 金星 、 地 球 和 小 行星 Icarus BOAR ER KEW 
结果 一 起 列 在 表 8.3 中 . 显然 ;由 大 行星 得 到 的 有 效 精确 度 随 
着 离开 太阳 的 距离 而 迅速 下 降 ， 这 一 方面 是 因为 较 小 的 偏心 
率 使 近日 点 的 观测 更 不 确定 ,也 是 因为 随 着 工 的 增加 ,每 圈 的 
进 动 和 每 百年 的 圈 数 都 碱 小 了 。Icarus 星 只 是 在 1949 年 才 发 
现 的 。 但 就 某 些 方面 而 论 它 却 是 最 有 用 的 研究 对 象 , 因为 它 
的 个 儿 小 ,又 靠近 地 球 , 轨道 偏心 率 又 大 , 使 我 们 能 以 高 精度 
测定 它 的 进 动 ， 已 经 有 人 建议 把 人 造 天 体 射 和 人 靠近 太阳 的 偏 
心 轨道 ; 例如 ， 一 颗 工 一 10Re 的 这 种 卫星 其 百年 进 动 可 达 . 
8250” 这儿 的 困难 在 于 小 天 体会 受到 诸如 辐射 压 , 太 阻 风 、 小 
陨石 等 非 引 力 因素 的 扰动 。 当然, 这些 因素 对 于 水 星 和 -Icarus 


表 8.3 行星 轨道 每 百年 进 动 的 理论 值 和 观测 值 比较 


A 
1 星 (10° km) ome 图 /百年 AREP 
, 广义 相对 论 | WA 
KECY) | 57.91 | 0.2056 | 0.1038”) 415 43.03 [43.11-40.45 
金星 (9 ) | 108.21 | 0.0068 | 0.058… | 149 8.6 8.4 寺 4.8 
地 球 (@) | 149.60 | 0.0167 | 0.038” 5.0 士 1.2 
Icarus 星 | 161.0 0.115” 9.80.8 


星 的 影响 是 可 以 忽略 的 . 

在 评判 观测 到 的 近日 点 进 动 同 广义 相对 论 的 预言 符合 时 
应 当 记 住 两 条 警告 。 第 一 , 有 许多 已 知 扰动 都 会 对 行星 轨道 
的 进 动作 出 贡献 ;特别 是 ,由 Newton 理论 可 以 得 出 的 水 星 进 
动 为 


Agy = 5557.62 + 0.20” (¥) 
其 中 大 约 有 5025” 是 来 源 于 与 地 球 相 联系 的 天 文 坐标 系 的 旋 
$e, 约 532” 来 源 于 根据 Newton 理论 从 其 它 行星 (主要 是 金 
星 、 地 球 和 木星 ?的 运动 中 计算 出 的 引力 摄 动 。 实际 观测 到 的 

进 动 是 
Agoss = 5600.73 + 0.41” (X) 

上 面 所 引 的 “观测 到 的 ”过 剩 进 动 值 Ap = 43.11 + 0.457 是 

-从 观测 到 的 值 中 减 去 Newton 进 动 得 到 的 , 即 
Ag 一 Apos — Apy ` (8.6.13) 
大 们 会 问 ， 我 们 怎么 知道 这 就 是 要 同 广义 相对 论 的 结果 
43.03“/ 百年 相 比 较 的 量 ; 也 就 是 说 ,我 们 怎么 知道 ,把 忽略 所 
有 广义 相对 论 效应 计算 出 来 的 Newton 值 Apw， 同 忽略 所 有 
行星 摄 动 效 应 计算 出 的 Einstein 值 Apor 加 起 来 ,就 可 以 正确 
地 得 到 总 进 动 ?9 如 果 注 意 到 对 于 Apn 的 广义 相对 论 改 正 约 
为 Aps 的 MG/L 倍 , 即 每 百年 只 有 约 10-*, 这 个 问题 在 某 
种 程度 上 就 得 到 了 回答 . 更 圆满 的 回答 必须 等 到 下 一 章 中 讨 
论 后 -Newton 近似 时 才能 作出 ， 但 即使 承认 《8.6.13) 原则 上 
是 正确 的 , 我 们 也 必须 明白 ， EWE Apy 或 Apoas 中 极 小 的 

系统 误差 都 可 以 完全 破坏 理论 和 观测 结果 之 间 的 符合 . 

第 二 条 警告 是 ， 非 常 小 的 未 知 效应 都 有 可 能 给 观测 到 的 
近日 点 进 动 贡献 一 个 可 同 广义 相对 论 的 预期 值 相 比拟 的 量 . 
确实 ,我 们 在 第 一 章 中 看 到 , Newcomb 曾 在 1911 年 放弃 了 他 
早先 提出 的 对 平方 反比 定律 的 微小 偏离 ， 因 为 观测 到 的 每 百 
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年 43” 的 过 剩 进 动 ， 也 可 以 在 Newton 力学 的 范围 内 解释 成 
是 由 于 引起 “黄道 光 * 的 物质 所 产生 的 引力 场 的 作用 .( 今 天 我 
们 知道 ， 水 星 和 太阳 之 间 并 没有 足够 多 的 物质 能 产生 任何 可 
觉察 的 进 动 .) 太 阳 也 可 能 稍稍 有 点 扁 "1, 在 这 种 情况 下 , 它 的 
Newton 势 会 有 一 项 。 这 使 行星 每 转 一 图 产 生 的 额外 进 动 将 
随 它们 离 太阳 距离 的 平方 反比 而 减少 。 表 8.3 说 明 ,实际 上 每 
转 一 圈 观 测 到 的 过 剩 进 动 粗略 地 随 1/7 而 不 是 1/7? Derg 这 
同 广义 相对 论 的 预言 一 致 。 更 重要 的 是 , 大 的 太阳 扁 率 会 引 
起 内 行星 轨道 平面 的 反常 进 动 , 而 这 种 现象 并 没有 观测 到 中 ， 
这 两 个 论据 合 在 一 起 ， 排 除了 把 观测 到 的 反常 进 动 全 部 解释 
成 是 由 于 太阳 扁 率 的 可 能 性 ， 但 这 种 解释 可 以 说 明 观 测 到 的 
效应 的 20%. 为 了 检验 这 个 假设 ,Dicke 和 Goldenberg” 在 
1966 年 6 月 1 日 至 9 月 23 日 期 间 对 太阳 圆 面 进行 了 光电 扫 
描 , 他 们 得 出 结论 说 ,太阳 的 极 直径 比 其 赤道 直径 短 5.0 + 0.7 
X 10-*. 如 果 采 用 这 个 值 , 它 就 会 引起 水 星 近日 点 3.4“/ 百 年 的 
额外 进 动 这样 剩 下 作为 广义 相对 论 效应 的 只 有 39.6”/ 百 年 
了 , 同 Einstein 预言 的 43.03”/ 百 年 差 8%。 如 果 取 ww = 6.4, 
则 Brans-Dicke 理论 能 说 明 每 百年 39.6” 的 过 剩 进 动 。 不 过 ， 
在 放弃 广义 相对 论 之 前 还 有 几 条 理由 值得 我 们 愤 重 考虑 ; 

(A) 为 了 说 明太 阳 扁 率 , 太阳 内 部 必须 在 一 两 天 内 转 一 
轿 ,， 这 大 大 快 于 太阳 表面 观测 到 的 自转 速率 ( 即 25 天 转 一 
A). 自转 速率 的 这 种 差异 也 许可 以 解释 吧 成 是 由 于 太阳 反 
诱发 的 磁 转 矩 , 它 使 表面 自转 变 慢 ,但 不 清楚 这 种 组 态 在 动力 
学 上 是 否 稳定 5o. 

(B) 1891—1902 年 期 间 用 Gottingen 的 量 日 仪 所 做 的 两 
组 非常 精密 的 测量 +， 得 出 太阳 赤道 直径 和 极 直 径 之 间 的 差 
值 分 别 为 0.36 + 0.78 X 10 —0.10 + 0.47 x 1073, 彼此 
是 符合 的 , 同 理想 球 也 是 符合 的 ,但 局 Dicke 和 Goldenberg 的 
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结果 +5.0 土 0.7 x LOS KAA, Gottingen 的 结果 也 受到 后 
来 的 量 日 仪 测量 的 支持 ， 我 们 引用 Ashbrook 的 话 ， 

“对 这 一 切 我 们 该 怎么 看 呢 ? 鉴于 天 文学 的 证 据 , 太 阳 的 
极 直径 能 像 Dicke 和 Goldenberg 所 认为 的 那样 , 比 它 的 赤道 
直径 短 0.1 秒 吗 ? 是 普宁 斯 敦 的 实验 中 有 某 种 没有 党 察 到 的 
微小 系统 误差 呢 ? 还 是 在 所 有 量 日 仪 测量 中 有 某 种 没有 认识 
到 的 效应 ?” 

为 了 对 Dicke 和 Goldenberg 作出 公正 的 评价 ,应 该 注意 
到 他 们 所 观测 到 的 扁 椭 球 的 轴 女 随 着 太阳 自转 轴 作 周年 视 运 
动 ,这 意味 着 他 们 确实 看 见 了 某 种 真实 的 东西 . 

CC) 即使 太阳 的 可 见 表面 是 扁 的 ,这 真 的 就 告诉 了 我 们 
它 的 质量 分 布 形 式 和 太阳 引力 场 的 情形 吗 9 Dickel”) 争 关 说 ， 
观测 到 的 太阳 表面 同 引力 等 势 面 是 重合 的 ， 但 这 个 结论 在 很 
大 程度 上 依赖 于 天 体 物理 学 理论 , 可 能 不 对 ， 

CD) 最 后 ,如 果 Dicke 和 Goldenberg 是 对 的 ,那么 Einstein 
的 预言 和 观测 到 的 剩余 进 动 之 间 精 确 到 1% 的 符合 就 纯 属 偶 
RT. | 
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前 面 名 节 讨 论 的 广义 相对 论 的 经 典 检验 仅仅 涉及 光子 和 
行星 轨道 的 形状 。 近年 来 高 速 电子 学 和 高 功率 雷达 的 发 展 ， 
使 我 们 有 可 能 按 检验 Einstein 方程 所 需要 的 精度 测量 运动 作 
为 时 间 的 函数 ， 特 别 是 ,II Shapiro 提出 oa, 并 同 林肯 实验 
室 的 一 个 小 组 一 起 使 雷达 信号 传播 到 内 行星 再 反射 回 地 球 ， 
测量 所 需 的 时 间 542. , 

为 了 理解 这 些 测量 的 意义 ， 首 先 让 我 们 来 计算 雷达 信号 
从 一 点 (+ 一 ri O=2/2, p= p) 传 到 第 二 点 (7 一 7 
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0 = x/2, p = p) 所 需 的 时 间 ， 决定 轨道 的 时 间 历 史 的 方 
程 是 (8.4.19). 

ACr) 2 Po 1 ee 

sO) toT 
我 们 这 里 讨论 的 是 光线 , 故 互 一 0， 此 外 ， 在 最 接近 太阳 的 距 
Bor = ro kh Cdr/dtyY KAAS, 所 以 有 


PaaS 
光子 的 运动 方程 就 是 . 
ao (2y 十 (2) Brg) — B-C) = 0 (8.7.1) 


FRATA (8.7.1) 看 到 ， 光 从 ro 传 到 r 或 者 从 > 传 到 7 所 需要 
的 时 间 是 


tlr, r) 一 f PAE) dr (87.2) 
"II 


B(r) To 
T y] 
当然 , 光 从 点 工 传 到 点 2 所 需 的 总 时 间 是 (当中 一 oa 之 </27 
一 tri, ro) + tra, ry) (8. 7. 3) 


STRAP (8.7.2) 的 值 ， 我 们 再 一 次 在 被 积 式 中 利用 
第 3 节 里 的 Robertson EA: 


A 1+ IOM. Be) Me 
r 


于 是 我 们 有 
的 


~ (1 _ E 2M Gr | 
r? rr +r) 
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所 以 准确 到 MG/ 和 MG/ro 的 第 一 级 , 由 《8.7.2) 得 


MGro r 
Tegl 
这 个 积分 是 初等 的 , 我 们 就 得 到 光 从 ro 传 到 > 所 需 的 时 间 是 


-一 一 一 r+/rP—r 
tCr, ro) ~ Jp — rete C1 + 7)MG n(A 
o 


+ MG 人 = 2) (8.7.4) 
头 一 项 Vr? 一 总 是 当 光 线 沿 直 线 以 单位 速度 传播 时 应 当 预 
期 的 值 ， 其 它 两 项 显然 要 使 雷达 信号 传 到 水 星 再 返回 所 花 的 
时 间 产 生 一 个 广义 相对 论 性 的 延迟 . (注意 ,这 种 延迟 和 我 们 
从 像 彗 星 那样 的 缓慢 运动 物体 的 经 验 所 预期 的 完全 不 同 . ) 当 
水 星 处 于 上 合同 ,雷达 信号 正好 掠 过 太阳 时 ,这 个 额外 延迟 达 
到 最 大 。 在 这 种 情况 下 ， ro 大约 等 于 太阳 的 半径 , ro 过 Ro, 
它 要 比 地 球 和 水 旺 离 太阳 的 距离 re 和 ry 小 得 多 ,所 以 由 
(8.7.3) 和 (8.7.4) 得 到 的 最 大 双 程 额外 时 间 延 迟 是 
CAt) max = 2[ tres Ro) + t(rs, Ro) 
— Vra— Ra— Vri— Ry] 
1+ 4r er 
=~ 4M oG {1 + (=) In (Le) 


~ 5.9 km fı +112 (r) (8.7.5) 


如 果 Einstein 场 方程 是 正确 的 , 则 y 一 工 最 大 的 额外 时 间 延 
REE 

{At)max ~ 72 km = 240psec (8.7.6) 
在 雷达 信号 传 到 水 星 再 回来 这 段 约 20 DSN EA 


。230。 


计量 准确 到 微 秒 之 内 并 不 困难 ， 然 而 在 进行 实验 和 解释 结果 
的 过 程 中 碰 到 的 困难 却 是 不 同 寻 常 的 . 

一 个 麻烦 是 ， 雷 达 信号 并 不 是 从 水 星 表面 的 一 个 “特定 
点 ”反射 ,而 是 来 自 一 块 相当 大 的 面积 ,因而 它 的 到 达 时 间 弥 
散 达 数 百 微 秒 Shapiro 组 用 一 种 称 为 “延迟 的 Döppler 映射 ” 
的 技术 (也 就 是 通过 测量 返回 信号 的 功率 随 闫 率 和 到 达 时 间 
的 分 布 ) 来 处 理 这 个 问题 。 由 于 地 球 和 水 星 的 自转 和 公转 ,每 


一 个 反射 面 元 有 一 个 相对 于 雷达 天 线 的 特征 速度 ， 因 而 以 其 


特征 的 Doppler 频 移 反射 雷达 信号 。 这 样 ， 如果 知道 了 表面 
的 反射 特性 ， 就 可 以 通过 分 析 观 测 到 的 回 波 随 到 达 时 全 和 频 
率 的 分 布 ， 推 算出 来 自 水 星 表 面 最 靠近 地 球 那 一 点 的 回 波 的 
到 达 时 间 。 表面 的 反射 特性 是 靠 研 究 水 星 在 下 合 附近 时 的 
回 波 决 定 的 ,在 那里 信 品 比 最 大 ,而 广义 相对 论 对 雷达 信号 传 
播 时 间 没 有 显著 影响 .) 

更 根本 的 困难 在 于 ， 为 了 使 额外 时 间 延 迟 的 计 AMRA 
《比方 说 ) 10 微 秒 ,我 们 必须 以 同样 的 精度 知道 不 存在 太阳 引 


力 时 雷达 信号 应 花费 的 传播 时 间 , 也 就 是 说 ,我 们 必须 知道 距 


离 
(ra — r4)? + G 一 r2)3 

准确 到 1.5 公里 ! 这 里 roy ry 和 ro 分 别 是 (在 “标准 ”坐标 系 
中 ) 从 太阳 中 心 到 地 球 上 的 雷达 天 线 、. 到 水 星 表面 晨 靠 近 地 球 
那 一 点 和 到 雷达 信号 最 接近 太阳 那 一 点 的 距离 。 然而 , 单 靠 
光学 天 文学 肯定 不 能 以 所 需要 的 高 精度 给 我 们 提供 水 星 或 地 
球 中 心 的 位 置 ,或 水 星 的 半径 。 实 际 上 ,这 种 精度 高 到 要 求人 
们 必须 弟 明 他 所 讨论 的 是 宗 准 坐标 还 是 各 向 同性 坐标 ， 还 是 
谐 和 坐标 ， 更 不 必 说 美国 海军 天 文 台 平常 根本 没有 作 这 样 精 
细 的 区 别 了 ! Shapiro 组 处 理 这 个 问题 是 借助 许多 未 知 参 数 ， 
包括 8, Y, MoG, 水 星 的 赤道 半径 以 及 水 星 和 地 球 在 某 个 初 
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始 时 刻 的 位 置 和 速度 ,用 广义 相对 论 本 身 来 计算 rod), rs) 
和 nl). 然后 把 去 水 星 再 返回 的 雷达 信号 传播 时间 的 观测 值 
同 理论 公式 (8.7.3) 和 (8.7.4) 拟 合 来 决定 这 些 参数 . 
1967 年 4 月 28 日 到 5 月 20 日 ,以 及 同年 8 月 15 日 到 9 
月 10 日 水 星 两 次 上 合 期 间 ， 在 林肯 实验 室 用 7840 MHz 的 
Haystack 雷 大 首次 得 到 了 理论 同 观测 之 间 的 良好 符合 ra， 定 
量 地 讲 。 如 果 用 式 (8.7.3) 和 (8.7.4) 来 计算 雷达 信号 延迟 时 
间 并 让 7 任意 变动 , 则 当 7 一 0.8 士 0.4 时 得 到 最 佳 拟 合 (由 
于 纯 技 术 上 的 理由 ,在 初步 分 析 中 取 8 = 1.) 以 后 在 Haystack 
进一步 的 观测 和 数据 分 析 的 改进 把 这 个 结果 改善 到 中 
y = 1.03 + 0.1 (8.7.7) 
( 见 图 8.3) 此 外 ，Shapiro 联系 新 的 雷达 资料 重新 分 析 了 
400,000 次 以 上 太阳 、 月 球 和 行星 的 较 老 的 光学 观测 9， 发 现 
太阳 引力 势 中 有 值 为 J 一 (一 0.8 + 25) x 107 的 四 极 项 ， 


地 球 -金星 
BT TAR AN 


海 斯 太 克 也 
阿 雷 西 博 


超额 延迟 (sec) 


o fat 

-300 -200  —100 0 100 200 300 
、 时 间 ( 天 ) 

图 8.3 来 自 金星 的 雷达 回 波 时 间 延 迟 的 观测 和 理论 的 比较 ， 
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Ji HH Legendre 展开 式 ; 
pg 一 一 SMa fı 一 >) Jı (42) P,Ccos ay} 


定义 ， 为 了 比较 起 见 ，Dicke 和 Goldenberg AWAM AR 
对 应 于 四 极 项 五 一 (2.7 + 0.5) X 107, 如 果 限 定 NAE, 
则 Shapiro 的 分 析 给 出 水 星 和 火星 轨道 近日 点 额外 进 动 的 值 
分 别 是 广义 相对 论 预 期 值 的 0.99 +0.01 倍 和 1.07 +0.1 4%. 

Shapiro! 还 建议 测量 来 自 脉冲 星 的 射电 脉冲 到 达 时 间 的 
延迟 ， 脉 串 星 CP0952 在 天 球 上 最 靠近 太阳 时 不 到 5° 远 , 在 
这 样 的 时 刻 ,射电 脉冲 会 延迟 约 50 微 秒 . 

最 近 ， 喷 气 推进 实验 室 的 一 个 小 组 "9 测量 了 从 地 球 发 往 
人 造 卫 星 水 手 6 号 和 7 号 上 的 应 答 器 再 返回 地 球 的 雷达 信号 
的 时 间 延 迟 , 时 间 是 在 1970 年 3 月 一 6 月 ， 当 这 些 卫星 处 在 
上 合 附 近 的 时 候 。 最 好 的 数据 是 1970 年 4 月 28 日 取得 的 ， 
那 时 雷达 信号 在 离 太阳 中 心 3 个 太阳 半径 的 距离 内 通过 ， 分 
析 这 些 数据 所 得 出 的 时 间 延 迟 精确 到 广义 相对 论 预 言 的 5 多 ， 
遗憾 的 是 所 用 的 雷达 频率 在 5- 频 段 ( 约 2300 MHz)， 所 以 日 
冕 在 此 引起 了 一 些 麻 烦 ( 见 8.5 节 )。 此外, 水 手 卫 星 太 小 , 容 
易 受 到 引力 以 外 的 力 , 主 要 是 太阴 辐射 压 , 漏 气 和 姿态 控制 系 
统 的 冲击 不 平衡 的 显著 影响 . 

雷达 回 波 到 达 时 间 对 于 轨道 运动 细节 的 敏感 性 ， 使 得 计 
算 “ 理 论 的 ”到 达 时 间 成 为 一 个 极 困 难 的 任务 ,给 它 以 适合 本 - 
书 的 简单 解析 处 理 是 不 可 能 的 。 不 过 , 游 察 一 个 简单 的 例子 
.可 以 了 解 一 些 情况 ,这 个 例子 是 高 度 理想 化 的 ,可 以 在 这 里 讨 
WE. PEERS n 的 绕 日 轨道 上 的 点 状 行 童 C 记 作 “1”) 当 
作 反 射 器 ,把 雷达 天 线 放 在 行星 “2” 上 ,这 个 行星 处 在 行星 “1” 
的 轨道 平面 里 《6 一 x/2), 但 离 太阳 很 远 ,以 至 其 位 置 可 以 取 
成 是 固定 的 , 并 有 r; > Me 一 0. 《在 雷达 信号 传播 的 时 
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间 里 $; 的 改变 随 * 广 变 为 零 )， 在 时 刻 * 从 行星 2 发 出 的 雷 
达 信号 将 在 时 刻 ABATE 1.4024 | 四 | > zx/2 时 ) 由 下 式 


给 出 
t=; + Cris ro) 十 tCr2, ro) 


或 者 利用 (8.7.4) IFS 12> 00 得 
mat T+C r) + MG (a=)! 


++ r)MGin( et = In) (5.78) 


ro 
式 中 工 是 一 个 大 常数 ，、 
T=r,+MG+1+ „Mcn (2 2) (8.7.9) 


Hast (8.4.27) 可 以 得 出 这 个 时 刻 行星 的 方位 角 : 
= p(0) + wt, (8.7.10) 


a (Me) = Due) (8.7.11) 


最 后 , 令 qi 等 于 由 (8.5.7) 决定 的 值 
一 [ep(ro 一 p(rD] + [plro) — plo0)] 


= x — sin! (72 MG 
GA S) 
l 2\3 fı — To + 
< 
可 把 ro 计算 出 来 ,准确 到 含 MG 的 第 一 级 ,我们 有 : 
ro = rising, — MG cot gy 
cos 1— sing, \? 7 
x hı +y—y ot (tae = sag) | (8.7:12) 
将 (8.7.10) 一 (8.7.12) 代入 (8.7.8), 得 到 雷达 信号 发 射 和 反射 
WR ¢ 和 4 之 间 的 关系 ;: 
i=t+ T — acos(w2, + pg(0)) 
— b{1—In[ + coset, + pC0))]} (8.7.13) 
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式 中 
-@=r,— y7MG (8.7.14) 
b=(1+7)MG (8.7.15) 


从 方程 《8.7.13) 可 以 解 出 A0), SERIAL MEI KAR 
的 到 达 时 间 为 

HCE) = t + 2 — te] = 24,0) t (8.7.16) 
将 这 个 理论 预言 同 观测 到 的 雷达 回 波 到 达 时 间 比 较 ， 我 们 原 
则 上 可 以 定 出 5 个 参数 

T, a, b, w, C0) 

但 这 5 个 参数 依赖 于 6 个 未 知 数 r ra MG, 7, 8B, 和 pC0). 
所 以 即使 我 们 的 测量 和 方程 (8.7.13) 一 (8.7.16) 是 完全 精确 
的 , 还 是 不 能 把 6 和 7 都 决定 下 来 . 我 们 充其量 只 能 从 关于 
w, a 和 的 公式 (8.7.11)，(8.7.14) 和 (8.7.15) 中 消去 ri 和 
MG, 从 而 得 到 一 个 关于 7 的 公式 : 


l+ y = bau? hı +o (25S) aa 


7ER. ERHAN TF ERNER ESEM EA AER N 
EHEH” 观测 来 自 圆 轨道 上 的 两 个 反射 行星 的 雷达 回 
波 , 才 可 能 将 8 和 7 都 定 出 来 , 因为 在 这 种 情况 下 有 10 个 可 
观测 参数 而 只 有 8 TRAE. 更 重要 的 是 , 有 可 能 单独 观测 
水 星 的 雷达 回 波 来 决定 8, 因为 CAS OUR A REI A LE 
其 进 动 会 重 影响 雷达 信 号 到 达 时 间 . 


8. Schwarzschild 和 奇 性 ** — 


ES tHE ERA. Schwarzschild 解 (8.2.12) 在 + 一 2MG 
处 会 变 成 奇异 的 ,这 个 半径 相当 于 p 一 MG/2 R =MG, 
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所 以 我 们 看 到 ， 当 度 规 表示 成 各 向 同性 形式 (8.214 或 谐 和 
形式 (8.2.15) 时 , PAPE RAW. 在 标准 坐标 中 出 现 奇 
性 的 半径 2MG 出 做 质量 M 的 Schwarzschild 半径 ， 

应 当 立 即 强调 ， 在 字 宙 中 任何 已 知 物体 的 引力 场 内 并 没 
有 Schwarzschild J£., Schwarzschild 奇 性 出 现在 Einstein 真 
ZHE Re =0 的 解 中 ， 因 而 如 果 半 径 2M G 处 在 大 质量 
天 体内 部 一 在 那里 我 们 必须 用 非 真空 的 Einstein 方程 
(7.1.13) 一 一 这 种 奇 性 就 不 存在 。 太阳 的 Schwarzschild 半径 
2GM o 是 2.95 km, 深 深 处 于 太阳 内 部 , 而 我 们 将 在 第 十 一 章 
中 看 到 ， 一 个 稳定 恒星 内 部 Einstein 方程 的 解 并 没有 表现 出 
Schwarzschild 奇 性 (或 者 任何 其 它 的 奇 性 )， 质 子 的 Schwarzs- 
child 半径 是 10-”cm， 这 比 质 子 的 特征 半径 《 约 1078 cm) 
小 37 个 数量 级 ! 在 第 十 一 章 中 我 们 将 讨论 甚大 质量 天 体 所 
缩 到 比 其 Schwarzschild 半径 还 要 小 的 可 能 性 , 但 除了 这 一 假 
设 性 的 例外 ，Schwarzschild 奇 性 同 现实 世界 似乎 没有 多 少 关 
R. 

然而 ,想像 一 个 物体 很 小 很 重 , 以 至 半径 26M 处 在 它 外 
面 的 真空 中 ， 还 是 很 有 教 益 的 。 Schwarzschild 解 在 这 个 半径 
之 外 保持 有 效 而 且 实 际 上 表现 出 奇异 性 .但 这 个 奇 性 是 不 是 
真 的 呢 ? 我 们 不 难 算出 6.7 节 中 描述 过 的 4 个 非 零 曲 率 不 变 
” 量 ， 而 且 可 以 发 现 ， 尽 管 它们 在 原点 确实 变 成 奇异 的 ， 但 在 
Schwarzschild 半径 处 的 性 质 全 都 很 好 。 这 就 意味 着 表 观 的 
Schwarzschild 奇 性 也 许 只 是 所 用 的 坐标 系 的 性 质 ( 假 如 任何 
一 个 曲率 不 变量 在 Schwarzschild 半径 处 是 奇异 的 , 那么 这 种 ， 
奇 性 当然 会 存在 于 所 有 坐标 系 中 .) 只 是 在 几 年 前 才 找到 一 种 
华 标 系 允 许 我 们 避免 涉及 Schwarzschild AE, 条 件 是 我 们 愿 
意 允 许 世 界 有 一 种 不 寻常 的 拓扑 性 质 2. 为 了 示 朋 Schwarzs- 
child 奇 性 的 这 种 重新 解释 ， 我 们 引入 一 组 新 坐标 + ，0，qp， 
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六 其 定义 如 下 
pt pls T| Pm tjel) (8.8.1) 


a 4 
art anh (4) (8.8.2) 


式 中 了 是 一 个 任意 常数 。 于 是 Schwarzschild ( (8.2.12) 2 
为 


3 3 4 —. ` 
dr = (FSF Jel) (ae? — dr’) 


— rdf? 一 r? sin? Gd? (8.8.3) 
AP r 现在 应 理解 为 由 式 (8.8.1) 定义 的 ?一 RR. R 
要 x* 有 有 明确 定义 并 且 是 正定 的 , 即 只 要 
P> T 
度 规 就 是 非 奇异 的 . 所 以 在 0 <r 二 了 这 段 时 间 里 ， 对 于 所 
有 实 的 + , 度 规 都 是 ~ ERROR AIR. inh, RS. 
当 = ON goo 和 gop 也 不 为 零 ,所 以 当 我 们 接近 原点 = 0 
时 ,没有 什么 东西 禁止 我 们 继续 走 到 负 + ! 因而 (8.8.3) 描述 
的 空间 是 非 奇 蜡 的 ,但 它 由 两 个 相同 的 叶 面 ” >0 和 ”<0 
组 成 , 这 两 部 分 通过 7' 一 0 处 的 支点 光滑 地 连接 在 一 起 ， 当 
# 达 到 时 间 工 时 ,两 块 彼此 分 开 ,此 后 在 = + V2? TA 
.在 > 一 0 处 , 度 规 有 真实 的 奇异 性 .不 过 即便 如 此 ,在 相应 于 
Schwarzschild 半径 y 一 2GM 的 半径 + =r 处、 度 规 是 没有 
AHN. 

再 重复 一 下 ，Schwarzschild AEM AM RHAGAF 
实际 上 已 知 存在 于 宇宙 中 各 处 的 任何 引力 场 . 的 确 、 因 为 
六 一 工时 对 所 有 空间 都 是 真空 , 它 甚至 不 适用 于 引力 志 缩 
CH 11.9 节 ) Ad, 象 伊 索 冤 言 一 样 , 它 的 用 处 在 于 给 出 了 一 
种 启示 。 即 在 一 个 坐标 系 中 表现 为 奇异 性 的 东西 在 另 一 个 坐 
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标 系 中 会 有 爹 然 不 同 的 解构 ， 
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FILE E Newton 天 体力 学 


Einstein 场 方程 是 非 线性 的 ,因而 一 般 不 能 严格 解 出 ， 确 
实 , 加 上 与 时 间 无 关 和 空间 各 向 同性 的 对 称 性 要 求 以 后 ,我 们 
可 以 求 得 一 个 有 用 的 严格 解 ， 即 Schwarzschild BEML, 但 我 们 
实际 上 并 不 能 利用 这 个 解 的 全 部 内 容 ， 因 为 太阳 系 事实 上 并 
不 是 静态 和 各 向 同性 的 。 的 确 , 行星 引力 场 的 Newton 效应 
比 广义 相对 论 产生 的 一 阶 改 正 要 大 一 个 数量 级 ， 而 且 完全 渡 
没 了 一 些 高 阶 改正 虽然 原则 上 可 由 严格 的 Schwarzschild 解 
提供 这 些 高 阶 改 正 . 

因而 我 们 所 需要 的 不 是 去 求 得 更 多 的 严格 解 ， 而 是 要 发 
展 某 种 系统 的 近似 方法 ， 这 种 方法 将 不 依 更 系 统 的 任何 假设 
的 对 称 性 质 。 有 两 种 这 样 的 方法 是 特别 有 用 的 ; 它们 叫做 后 
Newton 近似 和 弱 场 近似 。 第 一 种 方法 适合 于 像 太 阳 系 这 样 
由 引力 束缚 在 一 起 的 缓慢 运动 质点 系统 , 它 是 本 章 的 主题 .第 
二 种 方法 讨论 低 阶 近似 下 的 场 ， 但 并 不 假设 物质 作 非 相对 论 
性 的 运动 ;因而 它 适 于 处 理 引力 辐射 的 课题 ,并 将 在 下 一 章 中 
讨论 。 这 两 种 近似 方法 之 间 显 然 有 一 个 交叉 的 领域 , 即 在 非 = 
常 能 的 场 中 组 慢 运 动 的 质点 。 但 由 于 用 途 不 同 最 好 是 把 它们 
分 开 , 

后 Newton 近似 在 历史 上 是 作为 研究 运动 问题 的 副产品 
而 得 来 的 mm 所谓 运 动 问题 就 是 : 单 从 引力 场 方程 能 不 能 推 
出 有 质量 粒子 的 运动 方程 根据 本 书 采取 的 观点 , 广义 相对 
论 中 的 运动 方程 应 从 狭义 相对 论 的 运动 方程 和 等 效 原理 得 
出 。 因 此 在 本 章 中 讨论 后 Newton 近似 是 由 于 它 本 身 的 重要 
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性 ,而 不 是 作为 运动 问题 的 一 部 分 ， 
1. 后 Newton 近似 


沙 虑 一 个 像 太阳 和 行星 那样 由 相互 间 的 引力 束缚 在 一 起 

的 质点 系统 。 OM. ro 代表 这 些 质点 的 质量 、 距离 和 速度 

的 典型 值 , Newton 力学 的 一 个 熟知 结果 是 ,典型 动能 1/2Me? 
大 约 具 有 和 上 典型 势能 GM?/7 相同 的 数量 级 ,因而 

p ~ GM (9.1.1) 


《例如 ,在 围绕 中 心 质量 M 的 半径 为 + 的 圆 轨 道上 运动 的 试验 
质点 ,其 速度 v 在 Newton 力学 中 可 由 严格 的 公式 w= 一 GM /r 
得 到 ,) 后 Newton 近似 可 以 描述 为 一 种 求 得 系统 的 运动 的 方 
法 ， 其 准确 度 要 比 Newton 力学 提供 的 准确 度 高 ， 高 出 一 个 . 
小 参量 GM/7 A? SRR. OA AME BER AY t 
REF, 但 照 我 们 的 单位 制 , 光速 等 于 1, 所 以 我 们 不 妨 说 展 
HBB r, 或 者 等 效 地 说 是 GM/7. 
首先 必须 和 弄 清 我 们 需要 些 什 么 量 ， 质 点 的 运动 方程 是 
dx! g dx” dx? _ 
ar? dt dr 
由 此 我 们 可 以 算出 加 速度 是 


Be o (AN A [( dey det] 
dë dt av adv dt 


— (EPEE (aya d 


dt dt? dt dt? dr 
= T'a dx” dx" + po, dx dx’ dx 
dt dt dt dt dt 
_ 上 上 式 可 以 更 详细 地 写 为 j 
f 。241 。 


dxi dxi dx*] dx! 
+ [r 十 2r% =". 十 T°. ae dz) 一 一 一 9.1.2 
00 07 dt ik di dt dt ( ) 


在 3.4 节 讨论 过 的 Newton 近似 中 ,我 们 把 所 有 的 速度 项 都 看 
成 小 到 可 以 忽略 ,而 且 只 保留 gw 和 Minkowski 张 量 mu 之 差 
的 一 阶 项 , 于 是 得 

dx 上 gm 

dë 2 ðr! 
但 gw 一 1 的 量 级 是 GM/F, 所 以 由 Newton 近似 得 出 的 det/de 
准确 到 量 级 GM/7?， 即 准确 到 量 级 /7。 因 而 我 们 在 使 用 
后 . Newton 近似 时 的 目标 将 是 计算 dxi/4dr 准确 到 量 级 /FT. 
考察 (9.1.2) 表明 ,我 们 将 需要 准确 到 下 列 量 级 的 仿 射 联络 诸 
分 量 : 

Ti 准确 到 量 级 5/7， 

o 准确 到 量 级 “到 /7， 

i, 准确 到 最 级 1/7, 

Po 准确 到 量 级 53/7。 

To 准确 到 量 级 /7， 

Pre ABBR ofr, (9.1.3) 

我 们 从 对 于 Schwarzschild 解 的 经 验 预期 , 应 当 可 能 找到 

一 个 坐标 系 , 其 中 度 规 张 量 几 乎 等 于 Minkowski SH n> BL 
正 项 可 以 展开 为 GM/7 ~ ROR, 特别 是 ,我 们 预期 


2 4 

gm 一 一 1 十 9o 十 9o 十 …- (9.1.4) 

> 2 4 四 

Ia = 83; +93 + 94; + ee (9.1.5) 
3 5 

Gig = Gin + Ding + °° (9.1.6) 


符号 Oey 表示 gu HERA OY OTR, 9o 中 出 现 5 HOU CE 


2 2426 


因为 在 时 间 反 演变 换 1 -> 一 上 下 9a 必须 改变 符号 . 下面 我 们 
将 证 明 由 它们 可 以 得 到 Einstein 方程 的 自 洽 解 ， 那 时 就 能 看 


. 出 这 些 展 开 式 真实 合理 的 
度 规 张 量 的 逆 由 下 列 式 子 定义 
9irgou 一 gg 十 DIDin 一 0 (9.1.7) 
GG, = Iy + 9H; = 1 (9.1.8) 
gitgi, = 99, + 9'49 = 83; (9.1.9) 
我 们 预期 ， 
go ligmtgm+. (9110) | 
gif = òp + gii + gi + see (9.1.11) 
gi? = gio 十 gm 十 wee (9.1.12) 
PERERA ARAE XA (9.1. a (9.1. 2)» 得 
go = 一 9 gif = ~ 9; gi = Fin 等 等 (9.1.13) 
仿 射 联络 现在 可 由 熟知 的 公式 


re = -È ger { 09m + Gan _ Bona) | 
“2 Ox? Ox” Ox? 
得 到 .在 计算 F“ 时 必须 考虑 如 下 事实 ， 即 我 们 系统 中 的 距 
离 和 时 间 尺 度 分 别 是 由 7 和 7/z 决定 的 ， 所 以 空间 导数 和 时 
闻 导 数 应 看 成 是 具有 下 述 量 级 的 量 : 
OA 8 了 
Ori 7” aw F 
利用 估计 (9.1.4) 一 (9.1.6) 和 (9.1.10) 一 (9.1.13)， 我 们 发 现 
分 量 Ti, T'a 和 T%; ARFA 
ry 一 Tea + Mm, 士 人 对 于 Pas Tins Toi) (9.1.14) 
而 分 量 Ti0;, To 和 T’; 有 展开 式 
r= TM, + re, + ODF Tio, Tos Ty) | (9.1.15) 


一 
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符号 few RR Ta 中 量 级 为 YF 的 项 ，(9.1.13) 要 求 的 这 
些 分 量 直接 写 出 就 是 ; 


2 > 
了 i Dgm 
Tig = — 二 一 0 9.1.16 
°° 2 ðr C ) 
e 4 2 
foe 1 C 89m +19, 9% (9117) 
» 2 ax’ BB 2” Ox 
T el Es 十 AL CM — 28] (9.1.18) 
"2 l Oxi ar Ox? 
2 aq 32 ag 
: 1 9;; 9; 9; 
Pi = | i O94 | 9.1.19 
rk 2 1 Oxt Ox! Ox' € ) 
2 
3 1 8g 
FP 一 一 90 9.1.20 
° 2 0 € ) 
2 aq 
1 og i 
To 一 一 -一 二 :0 9.1.21 
° 2 Oxi € ) 
1 
Te = 0 (9.1.22) 


”显然 ,我 们 必须 知道 分 量 9 准确 到 量 级 D, 9,. 准确 到 量 
D, gm 准确 到 量 级 元 。 应 当 把 这 一 点 同 Newton 近似 对 照 
一 下 ,在 那里 我 们 需要 gw EMAR P, Ti on 和 9y 只 要 准 


确 到 零 级 . 
为 了 计算 Ricci 张 量 , 我 们 要 用 定义 式 (6.1.5): 
Dr DT 
R ux = R ure = Bx = ax? + Tr aT? x |e Bear 


”从 (9.1.14) 和 展开 式 (9.1.15) 和 (9.1.16), PONTE WLR,» KI 
分 量 有 下 列 展 开 式 : 


2 4 

Ro = Ro 十 Ro + see (9.1.23) 
3 5 

Rig = Ra + Rot > (9.1.24) 
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N Rj = Ri + Ry +e (9.1.25) 
AH Ro 表示 Ro PERA IPAD. 从 仿 射 联络 的 “已 
知 ” 项 我 们 可 以 算出 这 些 项 是 


2 
2 i 
R, = — Ta (9.1.26) 
Ox’ 


3 4 l 

4 i i 2 2 2 2. 

Ro = T'o 一 OF + To: Tioo 一 Poly (9.1.27) 
ðt Ox’ 


3 
Ry = Ti — Lu (9.1.28) 


2 2 
p = On +. arn ort (9.1.29) 
" Oxi Oxi Ox* gi 


利用 (9.1.16) 一 (9.1.21), 得 
Roy = > 79x (9.1.30) 


Ry = LO — on + 1 vy 
2 OF OxiOt 2 ” 


2 
— tg, -99gu — 2 (ai AS 四 
2 ” dxtOxi Oxi 


1 (Bu (Sbu) 4 3 (28e)(%4) a131) 


i 2 3 
Ry = 2-29. — 1 0 一 二 89, 十 二 1 wzg 
2 OxiOt 2 Ox'Oxi 2 Oxidt 2 
(9.1.32) 
2 2 2 
B. = — l 979m qy 1 09m. L 9r 
” 2 887 2 OriOxi 2 Ox*Oxi 
-4 boy 十 二 1 yg, (9.1.33) 
2 yaaa 2 
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在 这 里 通过 选择 适当 的 坐标 系 可 以 获得 极 大 的 简化 .我 
们 在 7.4 节 中 曾经 证 明 总 可 以 这 样 定义 刀 使 之 满足 谐 和 坐标 
条 件 

ger’ 一 0 《9.1.34) 
利用 (9.1.10) 一 C9.1.13) 和 《9.1.16)- 一 (9.1.21)， 我 们 发 现 由 
gel, 中 的 3 阶 项 为 零 得 


2 3 2 
1 Ogo do; 1 09;; 
0 = — Lu CO Oi 9.1.35 
2 Di ðr 2 Of C ) 
而 由 gT ao 中 的 2 阶 项 为 零 得 
2 2 2 
o = 2 Io y 89; 1 O94 (9.1.36) 


2 Oxi Oxi 2 Ox! 
从 而 得 ， 
1 I; GE 4 1 O90 _ 9 
2 Or ôx 0r 2 Of 


2 3 2 
09; On 89) _ 
OzOxi Ox Oxi Oxr'O1 
22 22 22 
9; + aa; Gg; + O99 = (0 


Ox*Ox! Oxidx?  Axiaxk Ax Axt 
现在 由 (9.1.30) 一 (9.1.33) 得 出 Ricci 张 量 的 简化 公式 : 


2 1 2 
Roo = > V Doo (9.1.37 
4 4 2 4 8 Z 2 
1 0’9 1 1 g 1 
E m2 oy E ea — 00 2 
Ram Vo ag tyV 90 i Giger to VO 
(9.1.38) 
3 3 
Ro; = — Vig (9.1.39) 
2 1 2 
Ri = 2 V9; (9 1 40, 
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我 们 现在 就 要 用 Einstein 场 方程 了 ， 可 以 将 它 写 为 如 下 
形式 
Rw = —8xG (7. -> STs) (9.141) 


由 于 7%，7% 和 TH 分 别 解释 为 能 量 密度 、 动 量 密度 和 动量 
流 , 我 们 珊 期 它们 将 有 下 列 展开 式 : 


0 2 
T° = T p TM oo (9.1.42) 
四 1 3 ， 
TR = T” 十 Ti 十 --。 (9.1.43) 
2 4 
Tit = Tii p Tii p- (9.1.44) 


式 中 Te 表示 Te aR M/F OATH. CARB, TE 
HARRE, Mi T 是 能 量 密度 的 非 相 对 论 性 部 分 . ) 我 们 需 
要 的 是 

Sw = Tw 一 + IT’ (9.1.45) 
但 G 放 /7 的 量 级 是 到， 故 由 (9.1.4) 一 (9.1.6) 和 9.1.42) 及 
(9.1.44) 得 


0 2 
So = So + So + -+e (9.1.46) 
1 3 
Sio = Sio + Sjo + see (9.1.47) 
0 2 
Si, = Sip + Si + eee (9.1.48) 
N ae . 
AH Sw 表示 So 中 量 级 为 Mzx/ 关 的 项 ， 特 别 是 有 
0 0 
Seo = > To (9.1.49) 
2 12 2 0 2 
So = 7 [T 一 29007 0 十 T”] (9.1.50) 
1 1, o 
Sy = — T” (9.1.51) 
0 1 0 
Sij 一 十 2 6;;T™ (9.1.52) 
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将 (9.1.37) (9.1.40) 和 《9.1.46) 一 (9.1.52) 代 人 场 方程 
《9.1.41), 我 们 发 现 谐 和 坐标 下 的 场 方程 的 确 是 同 我 们 使 用 的 
展开 式 自治 的 ,并 得 到 

va 一 szG7m (9.1.53) 


By, 2 In _ (09 \( 89 
Vigw = + 9;; — — ( a (2e) 


ðr ` ” OxiOxi . Ox? Ox’ 
2 2 0 2 

— 8xG[T™ — 29T” + TH] (9.1.54) 
3 1 , 
W959 一 +16xGT™ (9.1.55) 

0 
g; = — 8e G8; T” (9.1.56) 

M (9.1.53), PUN TAANE 
Ia == 一 2 路 (9.1.57) 

sh Newton 热 , 决 定 于 Poisson 方程 

Vb 一 AnGT® (9.1.58) 


gw 还 必须 在 无 限 远 处 为 零 ， i DATE 


p(x, t) = —G | Px TOG, D x’, 4) (9.1.59) 
jx—x| 
M (9.1.56) 我 们 得 到 gj 在 无 限 远 处 为 零 的 解 是 

J; = — 28h (9.1.60) 

另 一 方面 ,9 n 是 一 个 新 的 矢量 势 《: 
Ia = = č: o, (9.1.61) 
Fi FB (9.1.55) 在 无 限 远 处 为 零 的 解 是 l 

a TeX, 2D on 

t,(x, 1) = —4G [ROD ay yar. (1.62) 


最 后 , 我 们 可 以 用 (9.1.57), (9.1.58) 和 恒等式 
. 06 , 96 lap pyr 


Ox? Ox’ 2 
来 简化 (9.1.54), 结果 得 
gw = —2¢7 — 2p (9.1.63) 
式 中 是 第 二 势 
Op 2 2 
Vib = aa + iG [To + Ti] (9.1.64) 
7 7 


gw 也 必须 在 无 限 远 处 为 霍 , 故 上 述 方程 的 解 为 


__ ax’ [ 1 Pp, t) 
Px, 1) | |x—x| lis OF 


+ GT™ x’, 1) + GT”, »| (9.1.65) 
坐标 条 件 〈9.1.35) 还 赋 与 由 和 《下 列 关 系 
4? y.t=0 (9.1.66) 
Ot 


而 其 它 的 坐标 条 件 (9.1.36) 现在 自动 满足 ， 我 们 将 在 第 3 节 
HBS, HT 所 遵从 的 守恒 条 件 ， 我 们 得 到 的 解 也 满足 
(9.1.66), 

 C9.1.57) (9.1.60), (9.1.61) 和 (9.1.63) 代 人 (9.1.16) 一 
(9.1.22) 即 得 所 要 求 的 仿 射 联络 分 量 


2 . Op 
I'o = : 9.1. 
| 5 (9.1.67) 
i a ar; 
Tig = L- (267 + p) + 22 1. 
00 中 p) Ə; (9.1.68) 
3; 1 (2: êt) Op 
Tro, = — | = — -Z 一 6;; 一 一 9.1. 
K 2 \Ox! Ox? or (9.1.69) 


2 . 
Py = 04 SE — 6, 2h (9.1.70) 
x x x 
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Tu = OF (9.1.71) 
Or 
Ty = E (9.1.72) 


我 们 现在 也 可 以 顺便 算出 仿 射 联络 中 的 另外 三 项 ， 它 们 
将 在 后 Newton 流体 力学 中 起 作用 : 


T°, = 一 一 1 (2 + aN. 一 8; ap (9.1.73) 
Oxi Ox? ðt 
To 一 Ob (9.1.74) 
Ox? 
rm, = oe +E: Yo (9.1.75) 
t 


2. 质点 和 光子 的 动力 学 


在 继续 计算 后 Newton 度 规 之 前 ， 我 们 回顾 一 下 本 章 开 
始 时 提出 的 问题 ， 即 计算 自由 下 落 质点 的 加 速度 准确 到 量 级 
V4/7 《后 Newton 方法 的 具体 应 用 在 9.5—9.9 节 中 讲述 )。 将 
仿 射 联络 分 量 (9.1.67) 一 (9.1.72) 代入 (9.1.2) 立刻 得 到 运动 


方程 : 
B= V(b + 28+ 6) ~ E vx (7X0) 
十 3V 24 十 4Y(VY Vp — PYH (9.2.1) 
AH l E 
v = dri/dt 


此 外 。 我 们 需要 知道 怎样 把 谐 和 坐标 时 : 换 为 在 以 速度 
v 自由 下 落 的 物体 上 测量 的 原 时 r. REX 


2 9 : 
(=) = — Dy -一 29 jv" 一 giv'v! 
t 
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准确 到 量 级 加, 即 得 
acy | 2 4 3 o. 2  ，， 
(4 ) = 1 — [V + 90] — [900 + 29007 + gvv] 


或 者 利用 (9.1.57), (9.1.60), (9.1.61) 和 (9.1.63) 得 : 
(E) tt t+ ovi] 


括号 分 别 包含 着 量 级 为 下 和 素 的 项 ， 利 用 W1+x* OBR 
数 展开 ,准确 到 量 级 ?得 


dt 1 1 
— =] + VO 2 — yvy 
dt $ 2 8 CË ) 


+o +b—S-v+ ov 


或 写 为 
dT l 
4 iL 9.2.2 
P (9.2.2) 
式 中 
一 1 2 _ _ i 2 3 2 
L 2 人 一 由 > 中 7 pv 
十 A (vy —ptt-v (9.2.3) 


因为 | (dzr/az) de 有 极 值 ， 故 我 们 可 以 把 者 作 单 粒子 的 


Lagrange 量 , 并 可 由 Lagrange 方程 


d ðL_ dL ` 
ae Oo! Or (9.2.4) 


导出 运动 方程 (此 作用 在 中 或 5 上 时 , 取 为 S 十 v v.) 


读者 不 难 验证 (9.2.4) 同 (9.2.1) 是 一 致 的 . 

后 Newton 场 也 可 以 用 来 计算 光子 在 引力 场 中 的 加 速度 
准确 到 量 级 好 (这 里 过 当然 不 是 光子 的 速度 , BEA BH 
点 的 典型 速度 )。 因为 光子 的 速度 w = dxi/az BRA, 
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HA (9-1.2) 得 到 它 的 加 速度 为 


= 一 六， 一 Tiatia 十 . 2u,T%24, +O) 
i 
利用 (9.1.67), (9.1.70) 和 (9.1.72), 上 式 变 为 

du 


g TTO tye + 4ulu - TH) + OU) 
i 


我 们 也 注意 到 ,光子 的 速度 由 下 述 条 件 给 出 


0 一 一 gw 和 一 1 一 下 十 201 +O + OW 
- dt dt 
或 者 
ju] =1+26+ OW) (9.2.5) 


| 所 以 ,准确 到 所 需要 的 精度 ,我 们 可 以 把 光子 加 速度 表达 式 中 
A w 换 成 1, 于 是 得 

a = —2yġ + 4ulu : Ve) +O) (9.2.6) 
t 


把 上 式 写 成 对 于 单位 方向 矢量 @=u/lul 的 方程 更 方便 一 


= xX (i Xx 7p) +O) (9.2.7) 


3. ERDEKE 


为 了 完成 第 一 节 中 概述 的 计算 程序 ， 必 须 表明 怎样 计算 
作为 引力 场 源 的 能 量 -动量 张 量 TT, 我 们 将 首先 考虑 能 量 和 
动量 守恒 定律 在 后 Newton 近似 中 是 怎样 出 现 的 ， 守 恒定 律 
一 般 写 为 Tv 一 0, 或 者 更 详细 一 点 是 


2 TH = P aTh — Te, TY (9.3.1) 


因为 所 有 了 的 量 级 至 少 是 总 /7， 故 当 » = 0 时 量 级 为 Mv/7 
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0 1 
9 qoy 9 o=o (9.3.2) 


Or Ox 
上 式 可 以 看 成 是 质量 守恒 定律 ; 在 后 Newton 近似 中 得 到 质 
量 守 恒 不 应 使 我 们 感到 惊奇 ， 加 为 质量 转化 为 能 量 的 速 府 太 
大 将 会 产生 高 温 ， 在 那样 的 温度 下 系统 中 的 质点 将 作 相 对 论 
性 的 运动 , 而 这 同 7 < 1 的 假定 是 矛盾 的 。 除了 这 个 本 质 上 
的 重要 性 以 外 ,方程 (9.3.2) 在 这 里 对 于 我 们 也 是 必 不 可 少 的 ， 
因为 谐 和 坐标 条 件 的 自 洽 性 需要 它 ， 从 (9.1.53) 和 《9.1.55) 
我 们 看 到 ,从 (9.3.2) 可 推 得 

ay (—2 Sin 4, Po) (4 0b 4g. 
o=v( ? or + a) y T +y 2 

因为 "和 《必须 在 无 限 远 处 为 零 , 我 们 得 出 结论 


Oo 
4<2 十 《一 0 
Ot i 


这 就 证 实 了 坐标 条 件 (9.1.66). 
回 到 关系 式 (9.3.1), 我 们 发 现 当 » = i 时 量 级 为 M /7 
的 项 给 出 : l 


1 2 2 9 
ô yo + 0. T” = —TioT™ 
ôt Ox! . 
或 者 ,用 (9.1.67) 得 
ð 1 ô 2. Ob 8 
2. T” 4 -L Tř = — SP ro 9.3.3 
ot Ox? Ox! 9:33) 


因为 Ti 是 动量 流 。 故 上 式 意 味 着 动量 守恒 ， 注 意 右 端 正 是 
Newton 引力 密度 ,等 于 质量 密度 T” R 一 v4 
再 没有 其 它 的 守恒 定律 仅仅 包含 7 党 中 为 计算 后 Newton 


近似 里 的 场所 需要 的 项 , 即 仅仅 包含 TT Pom TH, j 
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外 ,我 们 注意 到 ,两 个 守恒 定律 (9.3.2) 和 (9.3.3) 只 是 通过 外 
包含 着 9,,, 而 $ 是 可 以 用 后 Newton 近似 来 计算 的 。 所 以 ， 
下 面 的 手续 基本 上 是 沈 代 ， 我 们 必须 首先 解 Newton 运动 广 


E, 用 得 到 的 解 (加 上 物 态 方程 ) BOE T”, To, TORTS IK 
项 ,然后 计算 后 Newton 场 少 和 《得 重新 计算 质点 的 运动 ， 
如 此 等 等 。 可 以 证 明 四 , 这 种 手续 是 能 一 直 进 行 下 去 的 ; 也 就 
是 说 ,为 了 计算 NN 阶 近似 的 场 ,我 们 需要 知道 Te 中 这 样 一 些 
项 ,它们 满足 的 守恒 定律 只 包含 N 一 1 阶 近似 的 场 。 这 里 我 
们 只 要 写 出 这 样 的 守恒 定律 就 能 了 ,它们 制约 的 7 项 比 在 
(9.3. D 和 (9.3.3) 中 出 现 的 高 出 一 个 量 级 到 “由 方程 (9.3.1) 
中 量 级 为 M/F BY » 一 0 项 和 量 级 为 M/F 的 > 一 i 项 得 
到 

a 0 


Te + È T? = Ps + PTO — Gh, + PT" 
or Ox! 


0 Fio O hin pi 00 pi Fm 
ə; T + 外 入 fT FT 


3 . 3 3 1 . 
一 QT’ + 83,19 + 63; To) T” 


2 2 . 2 2 
— Tig + Dodi + To TI 
或 者 利 用 (9.1.67) 一 (9.1.72) 得 


ô 0 Op 
To 十 Tis = To 9.3. 
Br Ox? Di (9.3.4) 
a Žu a 4. | ð ðt; 
Opi 8 Tic 7m — 2p + ott 
ot Oxi Ox! Qg w+ ðt 
— yo Ob _. Toj [2t — 26 一 40 24 | 
Ox! Axi Ox! ” at 
Od ĉe | 
— Tik LP _. 
Ti E u SE — hen Se (9.3.5) 


”正如 我 们 期 望 的 那样 ， 为 计算 后 后 Newton 场所 需要 的 源 项 
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7°, TORT, WAT SP HEAR Dy UE EW Newton 级 
的 度 规 . 

我 们 还 需要 一 个 计算 能 量 -动量 张 量 的 模型 。 这 种 模型 
中 最 简单 的 是 自由 下 落 质点 的 集合 ， 它 们 的 相互 作用 只 有 引 
力 , 也 许 还 有 接触 磁 撞 。 从 表达 式 (5.3.5) 我 们 有 ， 


4 dxs(#) dx le) 
TY’ (x,t) =o 3(x, t poe Ee 
(x, +) (x, +) > , m it dt 


x (Zy B(x — x,(t)) | (9.3.6) 


式 中 mas 22) Mt, 是 第 ”个 质点 的 质量 、 空 -时 坐标 和 原 
时 ,一 9 是 gu 的 行列 式 , 利 用 式 (4.7.5) 经 初等 计算 得 


2 4 
9 一 1 十 9 十 9 十 …， 
N 
AH 9 的 量 级 是 六 ,特别 是 


9 = m = 一 gu 十 gj 一 一 4 中 (9.3.7) 
将 (9.3.7), (9.2.3) RA (9.3.6), RSS 
Tm 一 >) m, (x — x,) (9.3.8) 
T” 一 > m, (+ + + v) (x — x,) (9.3.9) 
T? = Y? moil — x) (9.3.10) 
TH = Si mwin, x). (93.11) 


th v, = dx,/dt， 为 了 加 上 和 守恒 定律 ,我 们 必须 回忆 
2 B(x — x,()) = v4 aul Cx — x,2)) 
= —v, VO(X — x,(4)) 
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所 以 


+ 


Ox! 
我 们 看 到 , 质量 守恒 方程 (9.3.2) 是 自动 成 立 的 ， TDRS {i 


HE (9.3.3) 成 立 的 充 要 条 件 是 每 个 质点 遵从 Newton 运动 
方程 


3 
ar 
Zr hoe D m, Ze ox — x,) 


dv, 
de 
因而 计算 引力 作用 下 的 质点 组 运动 的 程序 是 : 

(A) 解 Newton 问题 ; 即 从 方程 (9.3.12) 和 (9.1.58) 中 
解 出 OG) AI). ORT, HL aR 
接 了 当 的 .) o 

(B)》 利 用 (4) 的 结果 和 方程 (9.3.8) 一 (9.3.11) 来 计算 能 
R-BIKE T”, T”, T”, T. 

(C) 利用 (C4) 和 (CB) 的 结果 以 及 方程 (9.1.627 和 (9.1.65) 
来 计算 后 Newton 场 和 d. 

(D) 利用 CA) 和 《C) 的 结果 .以 及 方程 (9.2.1) 来 计算 
轨道 x,(2) 的 后 Newton 改正 。 

CE) 继续 下 去 . 


= —V(x,) (9.3.12) 


4 2h 场 


作为 第 一 个 例子 ,让 我 们 来 计算 任 一 有 限 能 量 -动量 分 布 
在 远 处 产生 的 引力 场 . 设 ” > RGB = |x) AT (x, A) 
AE, 我 们 就 可 以 将 表达 式 (9.1.59)、(9.1.62) 和 (9.1.65) H` 
0 2566 , 


的 分 母 按 r/R 的 逆 需 展开 
jx tae (9.4.1) 


于 是 得 
1) 0 
p>- Gh GPL o(t) (042) 
r r r 
1 1 
t — — 4P 26x Jj: +0 (4) (9.4.3) 
r r r 
2 2 
p>- GM Se Dio (+) (9.4.4) 
- r 3 r 
式 中 
M = | Tmax (9.4.5) 
(t 0 | 
D 三 [xr%e (9.4.6) 
1 fi 、 
P = | Tngax (9.4.7) 
Jy =2 | xiTiogy (9.4.8) 
M= jó To 十 Ti) dx (9.4.9) 
2 2 gi 1 oe? 中 
D= | T” + T+ 28) a ax 9.4.10 
x( 4nG O#* £ ) 


(项 818/62 对 M 没有 贡献 ,因为 它 等 于 一 士 吕 人， 所 以 
RAAF.) 


场 的 物理 效应 只 是 通过 它 存在 于 go 的 展开 式 中 才 表 
现 出 来 : 
Goo = —1 — 26 — 2 — 247 + OW) 
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显然 ,只 要 把 几 处 处 换 成 pto 我 们 就 可 以 计 及 加， 也 就 是 
Bets Newton 近似 的 精度 内 我 们 可 以 写 出 
=—1—2(6+ 6) —2(p6+ oF + OM) (9.4.15 
ee (9.4. 2) Fl (9.4.4) BWA ESL o +o | 
bg iM Cx SP +0(% ;) (9.4.12) 
式 中 ; 
M=M+M D= D+D (9.4.13) 
E D 并 不 代表 物理 上 重 葛 的 效应 ， 只 代表 整个 场 的 位 移 ， A 
H (9.4.12) 可 以 写 为 


GM 1 
ote giim (3) (9.4.14) 


定义 坐标 系 的 原点 处 于 能 量 中 心 ,我 们 就 可 以 完全 避免 D A. 
另 一 方面 ， 量 4 的 展开 式 (9.4.3) h 1/r 和 1/r 两 项 才 是 特 
别 有 意 义 的 真正 物理 效应 . | 

利用 能 量 和 动量 守恒 ， 我 们 可 以 推出 Te ene a 
用 性 质 。 从 质量 守恒 方程 (9.3.2) 可 以 推 得 ,在 一 般 情况 下 有 


0 . 
dM _ 
2 一 (9.4.15) 
0 
dD _ 5 
an P (9.4.16) 
如 果 能 量 -动量 张 量 与 时 间 无 关 , 则 (9.3.2) 可 以 写 为 
0 Tamo 
Ox! 
因而 , 由 分 部 积分 得 
0 一 | si 9 Ting, = P (9.4.17) 
Oxi ai 


0 = 2 È xii 2 rede = Jy — Ja (9.4.18) 
Ox " ” 
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对 于 静态 系统 一 0, 这 一 点 毫 不 足 怪 ， 而 是 反对 称 的 ， 
这 一 结果 却 不 那么 显然 ;我 们 可 以 把 它 写 为 


Ja = erda : (9.4.19) 
式 中 7 是 角 动 量 和 撩 量 
n= 4 eidi = [drene T” (9.4.20) 
¥ (9.4.17) 和 (9.4.19) FA (9.4.3) 得 
p> 76 x +0 (4) (9.4.21) 


我 们 关于 中 十 和 的 结果 《9.4.14) M (9.4.21) 一 般 只 
有 在 远离 引力 质量 的 地 方才 成 立 。 Ah, 它们 也 可 一 直 成 立 
到 能 量 和 动量 呈 球 形 分 布 的 物体 的 表面 , 首先 假设 Te, 1) 
只 通过 半径 r= |x| 依赖 于 位 置 x*。 这 样 一 来 ，(9.1.59)、 
(9.1.62) 和 《9.1.65) 中 的 因子 |x 一 x | 就 可 以 换 成 它 的 角 平 
均 , Br 之 ”时 它 就 是 


1 | da 
4r J |x — x | 
=l f ` sin 640 _ 1 
2 Jo [r — 2rr’cos@ + r°”? r 
所 以 , 球 外 任何 地 点 的 场 都 取 下 列 形 式 
中 一 一 M (9.4.22) 
f= —4G P (9.4.23) 
g=- oe (9.4.24) 


如 果 该 球 静 止 , 则 户 为 零 ;在 这 种 情况 下 ,由 (9.1.57).9.1.60》、 
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(9.1.61), (9.1.63) Fa (9.4.13) 得 出 度 规 是 
2MG _ 2M?G? 


gu = 一 1 + (9.4.25) 
r r? 
Ja >00 >- (9.4.26) 
r 


这 同 由 (8.2.157 给 出 的 谐 和 坐标 下 的 严格 Schwarzschild 解 


_ 1—MG/r 
In 一 一 -一 一 一 一 一 
1+ MG/r 
9; = 0 
2 2 ipj 
9ji = (1 + MG) 8 + (Ye) I+ Mor (#2!) 
r r 1—MG/r \ rP 


是 一 致 的 ， 不 过 , 这 两 种 推导 中 有 一 个 重要 的 差别 , 就 是 8.2 
节 中 推出 严格 的 Schwarzschild 解 对 应 于 球 对 称 静 态 系统 ,而 
后 Newton 解 适 用 的 系统 却 能 在 量 级 为 7/7 的 时 间 内 变化 
在 117 书 中 将 证 明 ,在 任何 球 对 称 系统 (无 论 是 否 静态 ) 外 面 ， 
Schwarzschild 解 实际 上 都 成 立 . 

现在 考虑 一 个 (质心 ) 静 止 且 球 对 称 ,但 以 角 频 率 w《r) 转 
动 的 系统 ， 动 量 密度 由 下 式 给 出 


TY, O = TOC or) x x], (9.4.28) 
于 是 由 式 (9.1.62) BEIGE X 
Lx) = —4G | Leo Cr’) Xx] poo gir’ (9.4.29) 
[x — x'| 


立体 角 积 分 现在 是 


jox (es)x 当 六 一， (9.4.30) 
x 
| |x— x’ | 4r ; 

(37) 4 or >r (9.4.31) 
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因此 , 球 外 的 场 是 
x) 一 oe |x x {Cr I TCs") rar (9.4.32) 


上 式 中 的 积分 可 借助 由 《9.4.20) 和 (9.4.28) 得 出 的 角 动 量 J 
表示 如 下 


J= | x Looe") x XITO Date 
=| ear) — xK + TOC dir 
— 8x 


= | wo) Tr) rtd” (9.4.33) 
于 是 由 (9.4.32) 得 知 ,在 球 外 各 处 都 有 
E(x) 一 2 (xx J) (9.4.34) 
r 


这 同一 般 的 渐 近 公式 (9.4.21) 是 一 致 的 ,由 (9.4.29) 和 (9.4.31》 
得 到 一 个 空心 旋转 球 内 部 的 场 是 

tl(x)=xXxX 0, (9.4.35) 
式 中 | 


Q= Mae [co rT r")r’ar! (9.4.36) 


这 个 结果 同 Mach 原理 的 关系 将 在 9.7 节 讨论 ， 
5, 近日 点 的 进 动 


我 们 现在 来 看 看 ， 前 4 节 中 建立 的 后 Newton 表述 可 以 
怎样 用 来 计算 实际 太阳 系 中 行星 轨道 的 进 动 ， 计 算 中 考虑 到 
其 它 行 星 、 太 阳 自 转 、 太 阳 扁 率 等 等 情况 .。 在 决定 gu 的 势 
+b A (9.4.11) 1, 太阳 贡献 的 球 对 称 部 分 一 GM ofr 
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占 压倒 优势 , 故 方便 地 把 它 写 为 
ptm SMe + elx, t) (9.5.1) 


其 中 e 不 仅 包 括 其 它 行星 的 Newton 势 ， 而 且 也 包括 着 太阳 
对 4$ 十 由 贡献 的 四 极 矩 或 更 高 阶 的 项 ， 质 点 的 运动 方程 
(9.2.1) 现在 写 为 
dv = — oie 
, at 
AP n E— PE: 
n= —V(e+ 26) — vx (v xE) 


++ O (2 (9.5.2) 


+ sv Ob + 4v(v . VJe — Vb (9.5.3) 
7 


计算 近日 点 进 动 最 最 方便 的 办 法 ,是 计算 Runge-Lenz & 
£ - 


A =— M.G + (wxh) (9.5.4) 
r 


aR, RH r= |x|, v= dx/dt, h 是 每 单位 质量 的 轨道 
角 动 量 : 
h=xXv (9.5.5) 
”如 果 方 程 (9.5.2) 中 的 扰动 n 不 存在 ， 则 轨道 就 是 一 个 楷 贺 ， 
由 熟知 的 公式 
L 


一 一 一 一 一 一 一 9,5.6 
r 1 + ecos(o 一 Po) ( ) 
dp LMG 
re 2 (9.5.7) 
一 -一 一 上 M 0G sin Cp — p) (9.5.8) 


dt 
描绘 ,e 是 偏心 率 , LANIER SE L 8.6 i, 我 们 把 轨道 取 
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在 6 一 zx/2 的 平面 上 ， 近 日 点 的 方位 角 为 p)。 于 是 将 是 


一 个 垂直 于 轨道 的 常 估量, 其 模 为 
[bl = / EMQG (9.5.9) 
mA 将 是 一 个 指向 这 日 点 的 常 矢 量 , 其 模 为 
JA] = eMoG (9.5.10) 


因此 ， 由 任何 扰动 产生 的 近日 点 的 进 动 率 4pw de, 正 是 单位 
矢量 A = A/IA| 的 改变 4A/dz 沿 垂直 于 人 A 和 bh 的 方向 的 
分 量 , 即 
| . JA. 
do (hy Ay 2A m ._# 
了 (h x A) 7 Ch x A) RJA? (9.5.11) 
《如 果 dqpo/ dt 是 正 的 ， 则 进 动 与 行星 运动 的 方向 相同 . ) BR 
计算 可 得 ，(9.5.2) 中 的 产生 的 A 的 变 率 等 于 


tA ay x h+vx (xx) (9.5.12) 


注意 到 dA/de, 从 而 dpo/ de OT n BAPE, MAE n hi 
一 个 小 项 产生 的 进 动 加 起 来 就 能 正确 算出 dpo/ dt, 

中 最 大 的 项 是 由 其 它 行星 的 Newton 势 所 产生 的 部 分 
一 Ve。 我 们 不 准备 计算 这 一 项 ; 实验 告诉 我 们 , 它 所 产生 的 
进 动 对 于 水 星 来 说 大 约 是 每 百年 532”( 见 8.6 节 .) 下 一 个 最 
大 的 项 由 式 (9.5.3) 中 的 相对 论 性 改正 获得 , 令 由 和 《等 于 球 
形 非 转动 太阳 应 有 的 值 : 


fo =0 (9.5.13) 
于 是 由 (9.5.3) 得 

n= 一 2743 + 4v(V-V)dbo — VIhe (9.5.14) 
将 (9.5.12)—(9.5.14) 和 (9.5.6) 一 (9.5.10) 代入 (9.5.11), 得 
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到 进 动 率 为 7 
Pe = 8MoGhL [1 + ecos(p — p) sin — p) 
l — MoGe™hL> x {7[1 + ecos (p 一 oo) |? 

十 4[1 十 ecos(p 一 PaP 

+ [1 + ecos(p — po) ]*}cosCp — po) (9.5.15) 
因为 p 变化 很 慢 , 每 转 一 图 qo 的 改变 可 以 这 样 来 决定 : 在 
一 个 周期 内 积分 4qpo/ de ,保持 被 积 式 中 的 pe 固定 ,并 对 dd/ de 
利用 Kepler 公式 (9.5.6) 一 (9.5.10)。 由 此 得 到 每 一 圈 的 进 
动 

Ago 一 | ae At d 


o d dọ 
7 a (rep [1 + ecos(p — po)] dp (9.5.16) 
很 多 项 在 进行 角度 积分 时 都 消去 了 ,最 后 得 到 
Apo = On Moc (9.5.17) 


这 同 我 们 早先 的 结果 , 见 表 达 式 (8.6.11) 相符 . 
作为 进 动 中 另 一 个 小 项 的 例子 ， 让 我 们 来 计算 由 太阳 自 
IET ERINA E 的 效应 。 根 据 (9.4.34), 这 个 场 是 | 


t= 26 (x x Jo) ~ (9.5.18) 


由 (9.5.3) 知 , 它 对 加 速度 dv/ de 的 贡献 为 
人 一 YX(YYXD 们 一 6GhCx :Jo)r™ + 2GC(v x Jo)r™ 
(9.5.19) 
同时 (9.5.12) 告诉 我 们 , 它 使 A 产生 如 下 变 率 
dÀ L 6Gh(v «x(x :Jer 
dt 
—2G(v X Ja)(x Vr 一 2CvCh . Ja)r™ (9.5.20) 
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为 篇 单 起 见 ， 我 们 取 太 阳 自 转轴 垂直 于 行星 轨道 平面 ， 所 以 
Jo 与 Rh 平行， 将 (9.5.20) 和 (9.5.6) 一 (9.5.10) 代入 (9.5.11) 
得 到 进 动 速率 


te = m {—[1 + ecos(p — op) ]?esin*(p — po) 
— [1 + ecos(p — p) l'le + cose — po)]} 
(9.5.21) 
于 是 由 (95.16) 得 到 每 一 轿 的 进 动 为 
Ag, = Z872 eh (9.5.22) 


MoL’? 
通常 假设 太阳 具有 角 动 量 Jo~ 1.7 X 10% g cm? se, 其 质量 
Æ Mo = 1.99 X 10” g, 所 以 用 1 3ec 一 3 X 10° em ARS 
位 ,我 们 有 

Je/Mo ~ 0.28 km 
此 外 ,水 是 的 轨道 有 L = 55.5 x 105km, 一 9.03 X 10km, 
故 场 & 对 水 星 近日 点 进 动 的 贡献 为 
Aq = 一 2.06 X 107" 弧度 /图 
或 者 用 比较 常用 的 单位 是 
Ag, = 一 17.6 X 10-* 角 秒 /百年 
即使 Dicke 和 Goldenberg 是 对 的 ,而 且 太 阳 的 角 动量 比 一 般 
相信 的 大 25 倍 , 由 产生 的 进 动 仍然 只 有 每 百年 0.04” 的 量 
级 ,小 得 无 法 测量 . l 
也 许 应 当 再 一 次 强调 ， 计 算出 的 总 进 动 应 是 下 列 各 项 之 
和 : 1) 每 百年 532” 的 Newton 项 ; 2) Einstein 项 (9.5,17); 
3) 项 (9.5.22); 4) 太 阳 的 任何 扁 率 产生 的 Newton 项 ; 5) 太 
阳 自 转 对 少 的 各 向 异性 部 分 的 贡献 所 产生 的 项 ; 6) 其 它 行星 
引起 的 扰动 导致 的 后 Newton 修正 所 产生 的 项 ， 其 中 只 有 
Newton 项 和 Einstein 项 (9.5.17) 才 大 得 能 够 测量 出 来 ， 
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6. 轨道 陀螺 的 进 动 


我 们 在 5.1 节 中 曾经 看 到 , .一 个 自由 下 落 粒 子 的 自 旋 S, 


按照 如 下 的 平行 移动 方程 而 进 动 
dSp pa ¢ ae? 
= Ds (9.6.1) 


几 年 前 Pugh") 和 Schiff?! 建议， 可 以 把 一 个 陀螺 放 入 绕 地 轨 
道 ， 并 用 其 自 旋 矢 量 的 进 动 来 测量 地 球 引 力 场 的 精细 结构 . 
Schiff 使 用 的 是 由 Papapetrou 和 Fock”! 发 展 的 计算 方法 : 
首先 算出 一 个 有 广 延 的 自 旋 物体 的 运动 ， 然 后 求 出 当 物 体 的 - 
尺度 趋 于 零 时 的 极限 。 我 们 与 此 不 同 , 一 开始 就 把 陀螺 看 作 
点 粒子 .因为 等 效 原理 告诉 我 们 ,对 于 这 样 的 粒子 说 来 ,存在 
着 自 旋 在 其 中 并 不 进 动 的 局 部 惯性 参考 系 ， 所 以 我 们 可 以 用 
方程 (9.6.1) 来 把 上 述 论断 转换 到 一 般 坐 标 系 里 去 . 
按 定义 , 自 旋 四 维 矢量 S, 始终 正 交 于 速度 dx“/ir: 
Ca s = 0 
dr 
T (5.1.9). ] 换 句 话说， 
~ So = — vS; (9.6.2) 
Æ (9.6.1) PS u = i, FEU dr/dt, FHA) (9.6.2) 消去 So; 得 
Si = TiS; 一 ToioviS; + TigvtS; — T,,0%eiS, (9.6.3) 
我 们 可 以 用 后 Newton 近似 把 上 式 右边 % 的 系数 估算 到 ze/ 
as; 
di 
(去 掉 最 后 一 项 是 因为 没有 Tax. ) 仿 射 联络 的 分 量 由 (9.1.69)、 
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~ [Tin 一 Pavi + Ii, v® 1S; (9.6.4) 
R 


(9.1.70) 和 (9.1.72) 诸 式 决定 。 我们 于 是 得 到 


a 1 _ 5 9b _ ay. 

e AAA $3, 2(Yv .: Sve 

一 SCv .: Ve) 十 Vv(S .vd) (9.6.5) 
为 了 解 出 《9.6.5), 我 们 利用 平行 移动 保持 SS" 值 不 变 这 


一 性 质 , 所 以 [ 见 式 (5.1.10)] 
2 (gss) 一 0 (9.6.6) 
dt 
从 方程 (9.6.4) 可 知 , S 的 变化 率 的 量 级 是 8 R 0/7, 故我 们 
只 需 保 留 9 一 ne 中 这 样 一 些 项 , 其 变化 率 可 与 以 速度 了 运 
动 的 粒子 着 到 的 相 比 拟 , 也 就 是 其 梯度 的 量 级 为 /7 的 那些 
项 ， 所 以 ， 式 (9.6.6) 中 的 ge 可 以 换 成 We +o, MES 


相对 于 S HEZE PHEN, 故我 们 无 需 保留 9， XF 
一 来 , 准确 到 这 里 所 需要 的 量 级 , 我 们 预期 (9.6.5) 将 有 如 下 
积分 ' 


3+ 248 — (v: S = fs (9.6.7) 
这 启发 我 们 引进 一 个 新 的 自 旋 矢量 S ,定义 为 
S$ 一 (1 =S +i Cy) (9.6.8) 


FE, 准确 到 量 级 rS, (9.6.8) 可 以 写 为 
f = 恒 量 (9.6.9) 
在 所 需要 的 精度 内 ,我 们 可 以 把 (9.6.8) 反 过 来 写 为 


7=(4+9S8— 二 v(v-S) (9.6.10) 

为 了 获得 准确 到 C/S 量 级 的 9 的 变化 率 ,我 们 把 凡是 带 
有 丈量 级 系数 的 S 都 当 作 恒 量 , 并 令 
dv/4 =~ —V¢, 
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于 是 得 


dy dS ah 
dt dt +s(2 +y va) 


+ Zy: S) + S- ve) 


将 (9.6.5) RAER, RIER O/D, 我 们 得 


IW SAKS (9.6.11) 
dt 
式 中 
Q=- 5y xg— vx ve (9.6.12) 


方程 (9.6.11) RH, S IEA | O| 围绕 Q 的 方向 进 动 ， 
其 模 不 变 。 这 就 证 实 了 (9.6.9). 

这 一 点 同 自由 下 落 的 陀螺 的 进 动 测量 有 什么 关系 昵 ?9 答 
案 照例 可 以 参考 实际 上 用 来 测量 这 个 效应 的 方法 来 找到 .在 
目前 情况 下 览 视 陀螺 自 旋 方向 的 办 法 是 ， 在 随 陀 螺 运 动 的 惯 
性 系 中 ,测量 陀螺 在 该 系 中 的 自 旋 S, 和 来 自 一 个 或 多 个 遥远 
人 恒星 的 光线 的 速度 矢量 uy 之 间 的 夹 角 6: 


cos0 一 S， (9.6.13) 


.uy 

[Sy| ug! 
(这 个 角 可 以 通过 如 下 方法 来 测量 :把 星象 聚焦 于 固定 在 陀 
螺 上 的 一 列 光电 元 件 ，9 的 变化 引起 星象 在 这 一 列 光电 元 件 
上 的 移动 ,从 而 产生 光电 流 的 变化 .) 在 陀螺 的 惯性 系 中 , 光 以 
单位 速度 运动 


|ur| = 1 
Sou 的 时 间 分 量 为 零 [ 见 (9.6.2)] 
Sp=0 
MERE S, 的 模 为 恒 量 , 它 等 于 
[Sy| = (Sps) 
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所 以 , 测 到 的 角 6 可 以 表示 为 如 下 形式 
Suur 
这 是 一 个 不 变量 ， 所 以 我 们 不 再 限于 固定 在 陀螺 上 的 颇 为 不 
便 的 惯性 系 , 对 于 自 旋 四 维 矢 量 S, 和 光速 四 维 矢量 s 来 说 ， 
我 们 可 以 用 任何 方便 的 坐标 系统 ， 例 如 固定 在 地 球 上 的 参 孝 

系 ,在 这 个 参考 系 中 ,对 于 星光 的 速度 四 维 矢量 ys 我 们 有 

w = ts + du! 

u’ = 1+.éu 
式 中 是 一 个 固定 的 单位 矢量 ， 它 给 出 远离 地 球 处 的 光速 ， 
6 是 一 个 量 级 为 MeG/r ~ 玉 的 改正 项 , 它 来 自 地 球 引力 场 
对 光线 的 速度 和 方向 的 影响 . 此 外 ,准确 到 如 量 级 ， 由 式 
(9.6.10) 和 (9.6.2) 得 


S= i pit A v F) + OG’) 


(9.6.14) 


cos 0 = 


S= —Y: FH O) 
这 样 一 来 ,由 (9.6.14) 得 出 观测 到 的 角 6 应 有 如 下 关系 


cos = È -> [us — v + ôu — gu. +7 VCv ue) | 


. (9.6.15) 
式 中 Ê =F v RRL, 它 是 从 十 
八 世纪 以 来 就 知道 的 重要 效应 , 当然 应 予 考 虑 。 除了 这 一 项 
以 外 ，cos6 显然 随时 间 变 化 , 这 是 因为 Sa， o A v 均 随 陀螺 
绕 地 球 旋 转 而 改变 , 而 且 还 因为 Ò 以 角 频 率 中 进 动 。 实际 
上 ,在 每 转 一 图 的 过 程 中 ,由 于 ou, p, 和 5 各 自 的 变化 而 
在 cos) 中 产生 的 部 分 改变 ( 除 光 行 差 而 外 ), 量 级 全 是 ww? [ 见 
A (8.5.8) A (9.6.12)1, 所 以 为 了 测量 S EERE 
中 的 进 动 ,就 必须 使 9 的 测量 精确 到 10… 弧度 的 量 级 .即便 
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如 此 , 为 了 把 结果 解释 成 自 旋 进 动 , 我 们 还 必须 把 (9.6.5) 中 
星光 弯曲 6u 以 及 其 它 项 的 效应 分 解 开 来 .幸而 , 自 旋 进 动 有 
一 个 区 别 于 所 有 其 它 效 应 的 特点 ， 它 是 累积 的 ， 在 转 了 NN 图 
(N 很 大 ) 以 后 , 自 旋 方 向 Ò 将 改变 一 个 量 级 为 到 的 量 ,而 
u, 加 和 Vv(v > uw) 的 量 级 仍然 是 oF 所 以 ,作为 一 个 很 好 的 
近似 , 9 的 改变 在 扣除 光 行 差 以 后 将 正好 由 宛 的 改变 决定 : 
A Ccos8) = us AF (9.6.16) 
因而 我 们 的 结论 是 , 5 的 进 动 @ 是 一 个 可 直接 测量 的 效应 ， 
只 要 我 们 有 而 心 等 待 陀螺 围绕 地 球 转 许多 圈 . 
- 现在 回 到 计算 Q 的 问题 : 如 果 我 们 把 地 球 看 作 是 一 个 质 
心静 止 的 旋转 球体 ， 场 和 中 可 以 由 (9.4.34) 和 (9.4.22) 给 
出 


. p=- Me g= 20 (x x Je) 
因而 进 动 频率 (9.6.12) 为 
Q = 3Gx(x . Je)r™ — GJgr + 3GM a(x X V x v). 


2r? 
(9.6.17) 


最 后 一 项 只 依赖 于 地 球 的 质量 而 与 其 自 旋 无 关 ， 岂 做 测 地 进 
a; 它 本 质 上 正 是 由 引力 产生 的 Thomas 进 动 ( 见 5.1 节 ). 
. 头 两 项 代表 地 球 和 陀螺 的 自 旋 和 轨道 角 动 量 之 间 的 相互 作 
用 , 这 同 原子 物理 学 中 的 超 精细 相互 作用 类 似 。 如 果 为 简单 
RAUL HERE AR SAI RAE TPE r 的 圆 ， 其 单位 法 
HERY Â, 则 陀螺 的 速度 是 


v= — (MGV (x x hy (9.6.18) 
a BAB — PB EE 
(0) = Gam aa JaC + 3(Me omh (9.6.19) 
r 
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Mr 取得 尽 可 能 小 , 即 大 约 等 于 地 球 半径 Re 时 , 这 两 顶 都 达 
到 最 大 值 。 在 这 样 低 的 高 度 上 , 第 一 项 (“ 超 精细 ”项 ) 与 第 二 
项 (“ 测 地 ”项 ) 之 量 级 比 为 

超 精细 项 JeG 

测 地 项 3(M eGYPR o? 
故 主要 的 效应 是 自 旋 围 绕 轨 道 角 动 量 全 的 进 动 ， 其 平均 速 束 
为 


= 6.5 X 1073 (9.6.20) 


《191》 ~ EO ~ g4 (Re) 角 秒 /年 (9.621) 


这 应 当 是 可 以 测量 的 "， 为 了 测量 微小 的 “ 超 精细 ” 进 动 , 可 
以 使 陀螺 的 自 旋 轴 顺 着 与 轨道 平面 垂直 的 方向 全 ”在 这 种 情 
RE, 9 中 平行 于 全 的 项 没有 效应 [见方 程 (9.6.11)1, 故 有 效 
进 动 正 好 绕 着 Je: . 

Cf un = Se (9.6.22) 
其 模 为 


Kanal 一 0.055 (Fe) 角 秒 /年 。 (9.623) 


为 了 使 这 个 微小 进 动 的 效应 达到 最 大 ， 人 们 希望 使 陀螺 的 自 
HABE Jo, 因为 它 也 必须 垂直 于 轨道 平面 ,最 好 的 安排 
应 是 把 陀螺 放 入 绕 极 轨道 ， 并 使 其 自 旋回 与 地 球 的 赤道 面 平 

照例 ， 把 卫星 放 入 椭 贺 轨道 的 效应 不 过 就 是 把 半径 7 到 
处 换 成 半 正 焦 弦 L， 要 考虑 可 能 偏离 Einstein 场 方程 的 影响 
也 不 难 . 由 各 向 同性 坐标 中 一 般 静 态 球 对 称 度 规 的 Robertson 
展开 式 (8.3.1) 得 出 ( 令 a 圭 1) 


2 2. 
gw 一 一 2 中 9; 一 —2y pb; 9i 一 0 
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uh o RH ~GM/r, 7 是 一 个 在 Einstein 理论 中 等 于 1 
的 无 量 岗 常数 ， 回头 参阅 (9.1.18), (9.1.19) 和 (9.1.21), 我 
们 看 到 现在 有 


axk a Oxi 
Pa = 28 
Ox? 
Tin = 0 
将 它们 代入 (9.6.4) 即 得 自 旅 变化 率 为 
dS 


7: ~A + yr - S)ve 
—yW-V@—)S+ rS: Vev 
和 以 前 一 样 ,引入 一 个 常 模 自 旋 矢量 是 方便 的 , 它 现 在 是 
Y = (1+ 76)8 — + vw 8) | 
Z 正好 也 是 绕 着 一 个 矢量 QED 


af -0x 
at a 


BRE Q 由 下 式 给 出 
Q=— (+ + r) x Vo) (9.6.24) 


所 以 ， 修 改 Einstein 场 方程 对 于 测 地 进 动 的 影响 只 不 过 是 把 
它 乘 上 一 个 因子 
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为 了 计算 在 一 个 非 球 对 称 和 静态 的 系统 中 修改 Einstein 方程 
对 于 全 的 影响 ,必须 知道 新 理论 的 细节 ;我 们 将 在 9.9 节 中 再 
回 到 这 个 间 题 ， 
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7, 自 旋 进 动 和 Mach 原理 * 


按照 在 1.3 节 中 讨论 过 的 Ernst Mach 的 思想 。 可 以 对 上 
节 中 算出 的 自 疾 进 动 效应 作出 一 个 值得 注意 的 解释 ， 人 们 记 
得 ,一 个 自由 下 落 的 陀螺 的 自 疙 ,在 随 陀螺 一 起 运动 的 惯性 华 
标 系 中 是 并 不 进 动 的 ; 归根 到 底 这 正 是 平行 移动 方程 (9.6.1) 
的 意义 。 所 以 ,陀螺 在 另 一 个 参考 系 (例如 固定 在 地 球 上 的 参 
FER HAVE By 2, 完全 是 由 陀螺 所 携带 的 惯性 系 相 对 于 地 球 
和 蜗 远 恒星 以 角 频率 Q 转动 引起 的 。 这 就 是 为 什么 A 并 不 
依赖 于 陀螺 的 自转 速率 ; 在 惯性 系 中 保持 固定 方向 的 任何 矢 
量 ,在 “实验 室 ” 或 地 球 系 中 看 来 都 将 以 方程 (9.6.127 给 出 的 
角 频 率 QEZ. | 

随 陀螺 下 降 的 惯性 系 为 什么 应 当 相 对 于 遥远 恒星 转动 
YE? Mach 告诉 我 们 ,惯性 力 来 自 相对 于 字 宙 的 总 物质 的 加 到 
E (包括 转动 ), 所 以 如 果 一 个 参考 系 相对 于 宇宙 物质 的 某 种 
平均 分 布 没有 加 速度 , 那 它 就 是 惯性 系 ,通常 这 意味 着 惯性 系 
相对 于 伯 远 恒星 是 不 转动 的 。 然而 , 围绕 地 球 转动 的 陀螺 上 
的 观察 者 看 到 的 物质 分 布 ,不 仅 有 肌 远 的 恒星 ,而 且 也 有 一 个 
叫做 地 球 的 巨大 球体 ,这 个 球体 表现 为 每 90 分 钟 左右 绕 陀螺 
转 一 图 ,而 且 还 绕 它 自 己 的 轴 旋 转 。 因 此 ,固定 在 辽 螺 上 的 避 
性 系 必 须 既 不 全 眼 随 禹 远 恒星 ,也 不 全 跟随 地 球 ,而 是 在 二 者 
之 间 达 到 某 种 折衷 ; 它 试图 按 与 地 球 自转 及 视 旋转 相同 的 广 
向 转动 ,但 远 远 落 在 后 面 , 远 远 的 恒星 总 是 赢得 胜利 ， 

Mach 原理 提出 的 这 种 相当 含糊 的 思想 ,在 以 等 效 原理 为 
基础 的 详细 计算 中 找到 了 具体 的 表达 ， 我们 在 式 (9.6.19) 中 
曾 看 到 ,轨道 陀螺 的 进 动 ， 从 而 它 所 携带 的 惯性 系 的 旋转 , 有 
一 个 平行 于 轨道 角 动 量 h 的 小 “ 测 地 ”项 ， 也 有 一 个 与 地 球 自 
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bt Je BHT h 的 分 量 相 平行 的 更 小 的 “ 超 精细 ”项 ， 因 此 ， 
地 球 的 自转 和 绕 陀 螺 的 表 观 旋转 似乎 把 随 陀 螺 下 降 的 惯性 系 
稍稍 向 前 拖 . 

Lense 和 Thirring™ 于 广义 相对 论 问世 后 不 久 讨 论 过 的 
一 个 设想 试验 , 其 中 可 以 更 清楚 地 看 出 上 述 这 一 效应 ， 他 们 
考虑 一 个 以 角速度 w 刚 性 旋转 的 空心 球 壳 , 根据 式 C9.4.35)， 
RAR EBL AL 


式 中 


C=xx@Q a 
Q=—4¢2@ 
409 


由 是 球 内 部 的 恒定 引力 执 
中 一 —4nG 人 TO r 9dr 
FEAR (9.0.12) 告诉 我 们 ,， 球 内 的 任何 惯性 系 均 以 角速度 
Q 旋转 , 
我 们 注意 到 ，Q 是 与 平行 的 , 但 要 小 一 个 无 量 纲 因 子 
一 49/3， 因 而 一 个 很 有 意义 的 问题 是 ， 如 果 球 者 做 得 如 此 之 
重 使 四 的 值 趋 于 约 一 3/4, 会 发 生 什 么 情况 . 壳 内 的 惯性 系 
是 否 会 完全 搬 开 遥远 的 恒星 而 跟着 球 壳 以 频率 四 旋转 呢 光 我 
们 昕 到 了 Mach 对 Newton 水 桶 实验 所 作 评 论 的 回音 ， 我 们 
在 1.3 节 中 曾 引用 过 他 的 话 :“ 如 果 桶 壁 的 厚度 和 质量 都 增加 ， 
直到 厚 达 若干 英里 , 谁 也 说 不 出 这 个 实验 会 有 什么 结果 .”) 可 
惜 , 正 当 这 个 问题 变 得 有 意义 ,也 就 是 当 |dj| 的 量 级 为 1 的 时 
Ëk, 后 Newton :方法 就 失效 了 。 Kerr 已 经 找到 一 个 看 起 来 
像 是 旋转 球 外 部 度 规 的 Einstein 方程 的 严格 解 ; 它 的 形式 为 
2MGo | 
(+ (x -ali + a’)? 
x [px - dx + pdx: (a X x) 
+ (a-x)(a- dx) + Co + a’)odt |? 


— dr? = — dt + dx’ + 
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式 中 x 是 拟 Euclid 三 维 矢量 ;a 是 常 矢 量 ,标量 积 x - ax 
等 按 Euclid 几何 定义 ; ? 按 下 式 定义 ， 

0 — (P — ao — (a xY = 
RERE =, r> oo RITE 0 > r F 
度 规 系数 变 为 | 


gu 一 > -14+ 2M6 o (4) 
Jy 一 | Me aa ++ (ax x x} + 0 (4) 


G XiXi 十 o(4) 


9j 一 65 + 2M 
利用 表达 式 (7.6.22) 一 (7.6.24) 直接 计算 表明 ,系统 和 它 的 引 
力 场 的 总 动量 ,能 量 和 角 动 量 是 
P=0 P=M J=Ma 
可 惜 ， 还 不 能 证 明 这 个 严格 的 外 部 解 同 旋转 球 内 部 的 一 个 严 
格 解 光滑 地 吻合 ， 最 近 Brill 和 Cohen” 求 得 一 个 非常 薄 的 
旋转 球 壳 的 解 , 这 个 解 在 壳 内 外 都 成 立 ,准确 到 旋转 锋 率 "的 
最 低 阶 (但 到 党 质量 M 的 所 有 阶 ), 并 在 穿 过 壳 半 径 尺 处 满足 
正确 的 连续 性 条 件 ， 这 个 解 是 
.— dê = —H( rdt + JCr) [dr + rd! 
l + r?sin? @(dp — QCr)dt)’] 


式 中 ， 


1— 2MG/r\? | 
Grr TIIA (>R) 


AO) = 4 A Mc/ . 
6 十 eM GIR) (r <R) 
w= fo +2MG/ry (r>R) 


(1+2MG/R)* (r <R) 


ERAR. ARE OCr) 是 一 个 常量 
3CR —2MG) 
4MG(1 + £) 
其 中 6 是 一 个 无 量 纲 常 数 , T 和 T” 对 球 壳 引 力 质量 
的 相对 贡献 。 如 果 我 们 定义 新 坐标 
t =~ Hi ral Jr 92 =p — 2t 

在 球 内 就 得 到 一 个 惯性 坐标 系统 ， 故 2 是 壳 内 的 惯性 系 相 对 
于 无 穷 远 处 的 Minkowski 度 规 的 旋转 频率 (以 : 为 单位 ). 当 
MG 很 小 并 且 8 也 很 小 时 ,Q@/o 趋 于 后 Newton 值 4M G/3R， 
但 当 MG 大 到 使 得 党 的 Schwarzschild 半径 趋 于 过 半径 RR 时 ， 
比值 8/w 就 趋 于 1, 正如 Mach 可 能 预期 的 那样 . 


o=o|1 + \ (+ <R) 


8. Ja Newton 流体 力学 * 


假如 太阳 和 行星 可 以 当 作 质点 看 待 的 话 , 在 9.1 一 9.3 节 
中 概述 的 后 Newton 程序 就 可 以 构成 相对 论 性 天 体力 学 的 适 
当 基础 ,然而 ,情况 并 非 如 此 ;例如 ,由 于 月 球 有 限 的 尺度 而 作 
用 在 它 上 面 的 潮汐 力 就 远 远 大 于 对 地 球 引力 场 的 后 Newton 
改正 效应 。 如 果 我 们 把 天 体 看 成 是 由 理想 流体 组 成 的 mm, 常 
常 可 以 充分 精确 地 把 这 种 有 限 尺度 产生 的 效应 计算 出 来 ， 在 
这 种 情况 下 ;能 量 - 动 量 张 量 由 (5.4.2) 描述 
Te = pg 十 Cp + p)U+U” (9.8.1) 
sh eile 是 固有 压强 和 能 量 密度 ， 即 由 局 部 共 动 和 自由 下 
落 的 观察 者 测 得 的 值 ,0“ 是 速度 4 维 矢 景 dx:/4r，( 当 然 , 
_ 和 Pp 除了 在 太阳 和 行星 内 部 以 外 均 为 零 , ) 为 了 计算 V+, RN 
令 


已- oF = yi (9.8.2) 
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U? 可 由 (9.2.2) 算得 : 
at 
dv 

ERENER ERRE 是 存在 一 个 给 定 ? 作 

为 Pp 的 函数 的 物 态 方程 《如 像 在 第 十 一 章 中 要 研究 的 冷 简 并 

流体 的 情形 》 呢 ?还 是 也 依赖 于 温度 ， 如 果 压 强 仅仅 是 e 
的 函数 , 则 我 们 的 程序 基本 上 和 9.3 节 中 的 一 样 : 

CA) 首先 解 Newton 问题 。 可 以 认为 。 压 强 的 量 级 是 

PM/ 瑚 , 故 由 (9.8.1) 一 (9.8.3) 得 到 需要 的 能 量 -动量 张 量 的 分 

量 是 


U’ = — o + Za + OO) (9.8.3) 


0 
T” = p (9.8.4) 
1 
TË 一 pv; . (9.8.5) 
2 
Ti = pei; + pU;t; (9.8.6) 


将 (9.8.4) 一 (9.8.6) 代 人 质量 和 动量 守恒 方程 (9.3.27 和 (9.3.3) 
BNW Newton 运动 方程 : 


50 yy. (ov) 一 0 (9.8.7) 
ðt 
2 (ov) ++ (ovv) 一 一 pv 由 一 wp (9.8.8) 


AR ?通过 物 态 方程 作为 2 的 函数 给 出 、 中 由 Poison 方程 
(9.3.12) 决定 . 
Vib = 4xGp (9.8.9) 
(B) 利用 (A) 中 决定 的 p, po v 和 史 值 来 计算 (9.8.4) — 
(9.8.6) 和 的 Te 项 ,而 且 也 计算 


T® = p(w? — 29) . (9.8.10) 
CC) FA CA) 和 (B) 的 结果 以 及 式 (9.1.62) 和 (9.1.65) 来 
计算 后 Newton Wf 和 少 
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(D) 在 后 Newton 近似 中 求解 p，p 和 Y， 由 (9.8.1) 一 
(9.8.3) 得 出 准确 到 需要 量 级 的 能 量 -动量 张 量 是 
Ta 十 qo = pll + v — 24) (9.8.11) 
pi 十 Te lo + p+ Vo —2¢e)v (9.8.12) 
i 4 Fo = pau +26) 
+ vivi(p + op —26p + ov) (9.8.13) 
将 (9.8.11) —(9.8.13) 代 人 能 量 和 动量 守恒 方程 ， 即 (9.3.2) 
加 (9.3.4) 和 (9.3.3) 加 (9.3.5), 就 得 到 后 Newton 运动 方 
RE: 
2- [pl(l — v? — 269] 


+y- ivo + p + vo — 260)] = p- ge O81) 


2 [vlo + p + vo — 2po)] 
+y. Lvw(p + p — 2¢0 + pv?)] 


= -Vi + 2)] — pVCd + 2# + h) — e E 


— pV — 260) + pv X (V X 6) + dow OP < 


— (3p + pv) Vb + 497d + 4ov(v > Tp) (9.8.15) 


CE) 如 此 继续 下 去 ， 

当 温 度 是 一 个 独立 变量 时 , 问题 就 更 复杂 了 ， 在 计算 的 
”每 一 阶段 ,我 们 都 需要 另 加 一 个 方程 , 它 可 以 由 连续 性 方程 来 
充当 


LW ou") = 0 (9.8.16) 
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式 中 是 与 流体 中 粒子 数 密度 成 正比 的 静 质 量 密度 [比较 方 
程 (5,2,14)]， 可 以 假设 , 压强 是 通过 物 态 方程 作为 4 和 能 量 
密度 e = Oo) 的 图 数 给 出 的 ，s 由 下 式 定义 
T” = uU’ +g (9.8.17) 
于 是 我 们 的 方程 给 就 是 连续 | 性 方程 《9.8.16), ETE Y 
CT"). = 0 和 能 量 守恒 方程 ,后 者 在 减 去 (9.8.16) 后 可 以 写 
为 - 


2. y ge + 0. J IIT? — wuUi] = -VI PT” 
or Ox! 


(9.8.18) 

然而 ， 我 们 现在 使 用 能 量 守恒 方程 在 每 一 步 准确 度 都 提高 一 
个 PVE: 在 Newton 近似 中 , 我 们 使 用 连续 性 方程 准确 
到 量 级 5。 动量 守恒 方程 准确 到 量 级 疡 ,能量 守 恒 方程 准确 到 
级 地 ,而 在 后 Newton 近似 中 ,我 们 使 用 连续 性 方程 准确 到 
六 ,动量 守恒 方程 准确 到 ,能 量 守恒 方程 准确 到 >. 不 用 详 
细 写 出 这 些 方程 我 们 就 可 以 注意 到 这 个 程序 是 可 行 的 ， 因 为 
在 Newton 级 计算 中 , 我 们 需要 Da 和 To 它们 可 单独 利用 
p MIE (9.1.71) 和 (9.1.72) 得 到 ， 而 在 后 Newton 计算 中 


我 们 还 需要 Ps， 和 Pa, ， 它 们 可 以 利用 后 Newton 场 由 
(9.1.73) 一 (9.1.75) 得 到 . 


9, Brans-Dicke 理论 的 近似 解 


为 了 检验 广义 相对 论 ， 记 住 某 些 要 与 之 比较 的 其 它 理论 - 
BARÉ. 7.3 节 中 描述 的 Brans-Dicke 理论 在 度 规 9,, 的 物 
理解 释 方面 同 广义 相对 论 相 同 ， 差 别 仅仅 在 于 引力 场 方程 中 
引进 了 一 个 新 的 标量 场 ,为 了 避免 与 Newton HERR. 


。279。 


将 把 Brans-Dicke 标量 场 $ 写作 gU +6), Khe 是 一 
个 量 级 为 G 的 常数 ,而 5 是 一 个 由 下 式 定义 的 标量 场 


sungi" (9.9.1) 
E>0 4 一 oo (9.9.2) 


[见方 程 (7.3.13), 我 们 去 掉 了 下 标 M ,但 Te 应 理解 为 是 除 
# 以 外 的 物质 的 能 量 - 动 量 张 量 ， 此 外 ，0 是 一 个 无 量 岗 常 
数 ,也 许 约 为 6.] 由 (7.3.14) 得 到 引力 场 方程 为 


Rs 一 = 9wR = — 8 + EVT u» 


— ol +E? (E58 一 + Danks pË: e) 


— (1 + ENCE: mo — Gund sso) (9.9.3) 
我 们 用 (9.9.1) 来 决定 8,?;。， 缩 并 (9.9.3) RRR, 可 以 将 上 
式 改 写 为 如 下 形式 
o 十 1 


Ruy = — 8x1 + EN` [To 一 Guy T% (2+4)] 


— oll + E) Et;, — (1 + Eras» (9.9.4) 
由 (9.9.1) 和 (9.9.2) BIS, E 可 以 展开 为 


E= E+E s.. (9.9.5) 
式 中 的 量 级 为 OY, 特别 是 
2 = — 82x G 3 | 
Ve 3420 Too (9.9.6) 


现在 由 (9.9.4)—(9.9.6) 和 (9.1.37) —(9.1.40) 便 得 到 场 方 
程 : 
ome ae (2024 0 .0 
VIn = 一 8 -Aceh (9.9.7) 
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2 
+ 8G [2 + E) gre — Brg T” (= = 2) 
《D 


十 1606 gu T” (+) 一 Bag (t + Zatti T% 
2o +37 20 十 3 


2 2 
— 20 (EY oe + rr, OF (9.9.8 
ou EF 


Ox? 
2 
OE 


TIn = 16g T” — 2 
' 7 Oxide 


2 
2 0 2 
V9; 一 — 8x TS;, (2242) —2 8 (9.9.10; 
f 2o 十 3 Ox? Ox! 


从 (9.9.7) 得 知 , EIR R EE Bh EN TA Sh a 
得 的 引力 常数 不 是 多 ,而 是 


-(2+*)\¢ (9.9.11) 
20 + 3 


也 就 是 说 , 我 们 仍 有 gw 和 Newton 势 几 之 间 的 通常 关系 


Goo = = 一 2 由 (9.9.12) 

其 条 件 是 我 们 用 下 式 来 定义 
Vb 一 4nGT™ (9.9.13) 
从 (9.9.6) 和 (9.9.13) 还 可 得 到 


E = — (o 十 2 地 
对 于 Que o 和 9; 的 场 方程 是 


2+1) Di — 29., Or 
o+t2/ Of - 9 Ox'Ox! 


4 
T7900 = 一 2 
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"| n 
一 2 Gane 十 oe) (Vp)! — 8xG |a + ! - | pre 
2 
— 8xG ete 十 fot?) 7 TH — grGTo 
2a + 4 
— 7 (24) (9.9.14) 
Co + 2% 
3 20 + 3\ 4, 2 Op 
0. = 16 c (S243) pe + 2 9.9.15 
VIa => Gua +4 oD orð; ' ) 
z 0 2 
VI; = — 8xGTS;; (=) + _2 _ Op 
oO 十 2 w -+2 OxiOxi 
(9.9.16) 


作为 一 个 例子 ， 臣 我 们 考虑 一 个 静态 球 对 称 质量 的 场 .于 

是 ，Newton 势 就 只 是 > 的 函数 ,由 (9.9.16) 得 
Sy = za (2t) s+ 2 
w+ 2 w+ 2 
x {hox — m L | blr dr + “att | (9.9.17) 


在 此 质量 外 面 ,我 们 有 


a 


MG 


中 一 一 — (9.9.18) 
故 由 (909. 17) 得 得 | 
le tat ES ee 
十 : IMER (a ‘i — 5 (9.9.19) 
AHR EARCER, ELH 


MGR? = ex Me rdr (9.9.20) 
. (ti r 


《在 质量 外 面 被 积 式 为 零 , 所 以 允许 我 们 把 上 限 从 > 变 为 co ,) 
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将 (9.9.18) 和 (9.9.19) RA (9.9.14) 得 


yr, = — 2@w + 3)M7G? __24M?G?R? 
” Co +2) (o +29” 
d = — Qu +3)M?G? _ _2M?G?R? kM2G? 
” Co + 2)r? (w + 2) rR a 


(9.9.21) 

式 中 上 是 一 个 无 量 纲 常 数 ， 必 须 由 外 部 解 (9.9.21) JERE 
到 一 个 非 异 内 部 解 的 条 件 来 决定 . l 

从 结果 (9.9.19) 一 (9.9.21) 看 来 ,一 个 球形 静态 质量 外 部 

的 引力 场 位 乎 同 该 质量 的 尺寸 和 分 布 有 关 。 然而 , 只 要 适当 

地 重新 定义 M Mx 


M’=M fı — Me | (9.9.22) 
` R - 
, MGR? | 
=x | -ŽOS 9.9.23 
™ | lo + 2r 9.9.23) 


就 可 以 消去 这 种 与 尺度 有 关 的 效应 。 于 是 ，(9.9.21) 中 最 后 


两 项 和 (9.9.197 中 最后 一 项 名 由 于 go 9 的 改变 而 消去 了 ， 
LAM SRI 
2 2MG 


go 一 一 €9.9.24) 
4 2C1 
In 一 一 Qo 十 3)M2G" (9.9.25) 
Co + 2)? 
2 
Dij = (=n MG 83; 十 一 一 一 MG fi XiXi €9.9.26) 
w+ 2 w+2 7 


所 以 ，Brans-Dicke 理论 也 有 Einstein 理论 的 性 质 ， 即 一 个 静 
态 于 对 称 质量 外 部 的 引力 声 依 下 于 M， HA Te 
任何 其 它 特 性 . 
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可 以 将 这 个 解 辣 谐 和 坐标 中 的 一般 Robertson 展开 式 
(8.3.7) 作 一 比较 ,后 者 给 出 ( 令 a 二 1) 
3 _ 2MG 


00 一 一 -一 一 


4 
In 一 


9, = Gy — 18, ME + 1 7) MO 
和 


所 以 Brans-Dicke 的 结果 (9.9.24) (9.9.26) 可 以 通过 给 出 
Robertson 参量 的 式 子 
w+ 1 
o-+2 


.而 加 以 概括 。 上 一 章 中 在 将 Brans-Dicke 理论 同 实验 进行 比 
较 时 已 经 用 过 这 些 式 子 了 . 
我 们 也 注意 到 ,对 于 一 个 静态 系统 ,由 方程 (9.9.15) 得 出 
的 度 规 张 量 元 素 io = 5; 是 
t= 416 (+2) | Ti ox’, aa dx! (9.9.28) 


8 一 1 (9.9.27) 


y = 


2w + 4 |x— x 

所 以 ， 一 个 球形 质量 的 自转 对 自 旋 进 动 和 近日 点 进 动 的 效应 
在 Brans-Dicke 理论 (24 0 <w <œ) 中 比 在 广义 相对 论 中 
要 小 一 个 因子 (o 十 3)/(20 +4), | 

对 Brans-Dicke 理论 最 为 严格 的 那些 检验 、 都 也 检验 “其 
强 ” 等 效 原理 ， 在 引力 场 中 任何 一 点 ?了 , 我 们 可 以 选择 局 部 惯 
性 参考 系 ,对 于 这 个 参考 系 说 来 , 在 该 点 有 gm 一 hars Oe = 
0， 然 而 ，Brans-Dicke ly § ee 所 以 在 了 点 不 会 变 为 
零 , 由 方程 (9.9.6) 和 9.9.13) 得 出 它 


© gmim luth 
AH 4 Newton 引力 势 , 方程 (9.9.4) 表明 , 在 这 个 坐标 系 
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中 ,一 个 小 质量 在 P 点 产生 的 引力 场 可 以 像 通常 那样 计算 ,但 
引力 常数 G 要 换 成 

Gee = GO + E) œ G[1 + Ca + 2)'p1 (9.9.29) 
例如 , 取 w = 6 和 地 球 表面 的 $ = 一 6.9 x 107, 在 地 球 表 
面 上 用 Cavendish 实验 测量 的 有 效 引 力 常 数 要 比 在 高 轨道 卫 
星 上 测量 的 “真正 引力 耦合 常数 小 一 个 因子 [1 一 8 x 107], 
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.第 十 章 引力 辐射 


我 们 已 经 看 到 在 引力 场 和 电磁 场 之 闻 有 许多 相似 之 处 ， 
因而 Einstein 方程 象 Maxwell 方程 一 样 具 有 辐射 解 不 应 当 使 
我 们 感到 奇怪 ， 

还 没有 人 肯定 地 探测 到 引力 辐射 ， 但 是 其 原因 是 不 难 找 
"HJR; Einstein 的 理论 预言 ,在 普通 的 原子 过 程 中 产生 的 引力 
辐射 数量 极 微 ， 例 如 ,两 个 原子 态 之 间 的 跃迁 发 出 引力 (而 不 
是 电磁 ?辐射 的 几率 典型 的 量 级 是 GE’/。?, 其 中 E 是 释放 出 
的 能 量 而 。 是 电子 的 电荷 , 4E 一 1 eV 时 ; 这 个 几率 大 约 是 
3 X 107%, 

那么 为 什么 要 研究 引力 辐射 呢 ? 一 个 理由 当然 是 也 许 有 
一 天 我 们 可 以 发 现 强 引力 辐射 源 ， 这 种 源 说 不 定 确实 已 经 探 
WAT ( 见 10.7 节 )。 不 过 , 即 令 没有 机 会 探测 到 任何 引力 加 
射 , 它 还 是 有 意义 的 , 因为 引力 辐射 的 理论 在 广义 相对 论 和 物 
理学 的 微观 前 沿 之 间 搭 起 了 一 座 重要 的 桥梁 . 

近年 来 我 们 已 经 学 会 用 基本 粒子 及 其 碰撞 来 描述 微观 现 
象 的 基本 可 观测 量 。 在 经 典 电动 力学 中 ， 是 Maxwell 方程 的 
平面 波 解 最 自然 地 导致 了 粒子 ( 即 光子 ) 解 释 。 类 似 地 , 正 是 
Finsein 方程 的 辐射 解 在 这 里 将 导致 引力 辑 射 粒子 。 名 ”引力 
子 ” 的 概念 ， 

沁 民 的 是 ， 引 力 辐射 的 理论 由 于 Eisen 方程 的 非 线 人 
而 复杂 化 了 ， 按 照 7.6 节 的 精神 , 我 们 可 以 说 ,任何 引力 波 本 
身 就 是 一 种 对 该 波 引 力 场 有 贡献 的 能 量 -动量 分 布 。 这 种 复 
杂 性 妨碍 着 我 们 求 出 严格 Einstein 方程 的 一 般 辐 射 解 ， 
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克服 这 个 困难 有 两 条 途径 ， 一 是 只 去 研究 Einstein 方程 
AeA, CHART AEA RW ES ee 
能 量 和 动量 . 9 AR RE HOR PS Einstein 
方程 的 特 解 ,许多 数学 天 才 走 上 了 第 二 条 途径 ,得 到 了 一 些 出 
色 的 结果 . 不 过 本 章 只 采用 第 一 种 〈 即 弱 场 ) 途径 来 讨论 引 
力 辐射 ， 一 个 理由 是 任何 可 观测 的 引力 辐射 其 强度 多 半 都 非 
PIR 第 二 个 更 深刻 的 理由 是 , 要 赋 与 一 个 基本 粒子 的 概念 
以 精确 的 含义 ,只 有 当 它 远离 其 他 所 有 粒子 的 时 候 才 有 可 能 ， 
”而 对 于 引力 子 来 说 , 这 就 相应 于 场 方程 的 弱 场 解 ， 

读者 不 应 当 因为 我 们 不 能 求 出 非 线性 场 方程 的 一 般 严 格 
解 就 得 出 结论 说 , 我 们 对 于 引力 的 理解 有 什么 根本 的 缺陷 .其 
实 , 在 电动 力学 中 也 存在 类 化 的 问题 : 计算 电 振子 中 衰变 电 
流 所 产生 的 严格 电磁 场 的 问题 是 高 度 非 线性 的 ， 因 为 这 个 场 
对 于 产生 它 的 电流 有 反作用 。 尽管 这 个 问题 在 Maxwell 的 
理论 提出 后 多 年 未 获 解决 , 电 振子 会 产生 Maxwell 研究 的 电 
人 磁 波 仍然 是 没有 疑问 的 ， 引 力 波 比 电磁 谱 更 为 复杂 是 因为 除 
了 物质 的 引力 天 线 之 外 ,它们 对 自己 的 源 也 有 贡献 。 不过, 当 
我 们 研究 远 处 疲 区 《那里 的 场 很 弱 ) 的 时 候 ,电磁 波 和 引力 波 
都 出 现 一 些 简单 的 性 质 ， 


1. 弱 场 近 似 


我 们 假设 度 规 接近 于 Minkowski 度 规 Nuvi 
gu 一 ?up + Ayr (10.1.1) 
Ahh.) <1, 准确 到 对 的 第 一 阶 ，Ricci 张 量 就 是 
日 m 


Ry ~ ri, — 0 Th, + OGD (10.1.2) 


Au 
Ox? Ox? 
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仿 射 联络 是 


1 
rp, = 2 nf? 


ð ð ô | 2 
hs t+ hou ,| FOG 
re ” ðr 人 亿 ze “ Ow) 


(10.1.3) 
只 要 我 们 限于 准确 到 % 的 第 一 阶 , 就 必须 用 zz 而 不 是 9” 来 
升降 所 有 指标 ; 即 ， 


Ah = hb Ap ð = ð 
7 TD = pai? 等 等 
采用 这 种 理解 ,由 方程 (10.1.2) 和 (10.1.3) 得 出 一 阶 Ricci 张 
量 
~ pu tf __ 2? a 
Ru = Rw ~~ 2 (Chu Ax Oxt# A » 


0 p, t Č ah) 


OxOxr “ AxkOx” 


因而 Einstein 场 方程 变 为 


02 ð? 0? 
CVA, — 1 — hi. h? 
j Ox* Ox" Orð “ BxrOrr * 
= — 16xG5,, (10.1.4) 
Sw = Tw — > MT’ (0.1.5) 


RE T w 取 到 he 的 最 低 阶 ， 故 与 tv CA, 并 满足 普通 的 守 
便条 件 


TH, 一 0 (10.1.6) 


《如 果 引 力 在 辑 射 系统 的 结构 中 起 重要 作用 , 就 应 当 用 r” RK 
替换 Ts 见 76 WER, 为 使 (10.1.4) 自治 所 需要 的 , 正 是 
这 种 形式 的 守恒 定律 ， 因 为 (10.1.6) RRA 


Og 1 Oy, 
Ox" 2 Ox” 
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所 以 线性 化 的 Ricci Bianchi 恒等式 
o pie pe | _ 1 BROA 
Ox" 2 a0 Ox?Ox” 2 Ox? 
正如 在 7.4 THD i AN AGE, RT ARAB FS oR 
(10.1.4) 这 样 的 场 方程 会 给 出 唯一 的 解 , 因为 给 定 任 何 解 后 ， 
我 们 总 能 通过 坐标 变换 造 出 其 它 的 解 ， 能 使 场 为 弱 场 的 最 一 
般 的 坐标 变换 的 形式 为 
xt —> xt = y" + er(x) (10.1.7) 


Rh Oe ðe“ 2 至 多 与 Wo 同 数量 级 ， 新 坐标 系 中 的 度 规 由 下 式 给 


出 
Bx Ox’? a 
Ox* Ox? 


g' 一 P 


或 者 ,因为 gm = a — 40, 
O08" ay __ Oe” 


hin = he —. Del 7 De n°” 
PTL UR Bu Æ (10.1.4) 的 解 , 那么 就 有 
ĝe Og 
1 一 有 一 8 cs 10.1.8 
“ Ox” Ox* C ) 


式 中 sz 一 sm 是 太 的 四 个 小 的 但 却 是 任意 的 函数 . 这 是 
可 以 通过 直接 考察 方程 (10.1.4) 来 验证 的 情形 ; 这 种 性 质 叫 
做 场 方程 的 “规范 不 变性 ”. 

当 实 际 上 解 场 方程 时 ， 方 程 (10.1.4) 的 规范 不 变性 是 一 
件 麻 烦 事 。 不 过 这 个 困难 是 可 以 通过 选择 某 种 特殊 的 规范 ， 
即 坐 标 系 来 克服 的 . 最 方便 的 选择 是 在 谐 和 坐标 系 中 工作 ， 
对 于 这 种 坐标 系 有 

gvT*, = 0 


利用 (0.1.3), 准确 到 第 一 阶 , 上 式 给 出 : 


Oo p ei Oo jp 
Se he > Be a (10.1.9) 
从 7.4 节 的 一 般 论据 中 得 知 这 种 选择 总 是 可 能 的 ;从 (10.1.8) 
也 可 以 看 出 ,如 果 hu 不 满足 C10.1.9), 则 我 们 可 以 通过 施行 
坐标 变换 C10.1.7) 找到 一 个 满足 它 的 jx。 只 要 
2 =O ye 10 jz 
| 、 e, = Ox" ms 2 Ox’ Wu 
因此 从 现在 起 我 们 将 认为 ha 确实 满足 方程 0.1.9), 
将 《10.1.9) 代入 (10.1.4), 场 方程 就 变 为 


Dh = — 16xGS5,, (10.1.10) 
一 个 解 是 推迟 势 
hyy(X, 7) = 4G fax’ Su (Xs t= [x =*D (0.111) 
区 一 X | 


我 们 已 经 说 过 ，Tm 的 守恒 律 (10.1.6) 等 价 于 


Ow = LO g (10.1.12) 
Ox? 


结果 ,对 于 限制 在 有 限 体积 内 的 源 S。, 解 (10.1.11) ABD 
足 谐 和 坐标 条 件 (10.1.9)，( 证 明 同 电动 力学 中 在 Lorentz 规 
范 下 计算 矢量 势 时 所 用 的 一 样 .) 我 们 可 以 把 齐 次 方程 


CPA. = 0 (10.1.13) 
â 1 8 
At, = he 10.1.14) . 
Ox? 2 00 “ _ ) 


的 任何 解 加 到 C10.1.11) 上 去 ， 我 们 把 (10.1.11) 解释 为 由 源 
Sy» 产生 的 引力 辐射 ,而 满足 C10.1.13) 和 (10.1.14) 的 任何 附 
加 项 代表 来 自 无 限 远 处 的 引力 辐射 。 (10.1.11) 中 时 间 宗 量 
1 一 |x 一 x | 的 存在 表明 ,引力 效 应 是 以 单位 速度 传播 , 即 以 
光速 传播 的 . 
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2 平面 波 


我 们 现在 考虑 齐 次 方程 (10.1.13) 和 (10.1.14) 的 平面 波 

解 ,这 既是 因为 它们 本 身 就 重要 ; 也 因为 , 正如 我 们 将 要 看 到 

的 那样 , 当 + 一 co 时 推迟 波 (10.1.11) 趋 近 于 平面 波 .(10.713) 
和 《10.1.14) 的 道 解 是 如 下 形式 解 的 线性 又 加 

huala) = e pexp Cikar?) + ežsexpC—ikaxt) (10.2.1): 


如 果 

《uk 一 0 (10.2.2) 
这 种 解 满足 (10.1.13); 并 且 如 果 

het = > hye", (10.2.3) 

则 满足 (0.1.14). 《当然 我 们 仍 用 mw 来 升降 指 未, RS. 
nk) 矩阵 cu 显然 是 对 称 的 : 

Cpy = Epu (10.2.4) 
我 们 将 把 它 称 为 “ 极 化 张 量 ”. 


一 个 对 称 的 4 X 4 矩阵 一 般 会 有 十 个 独立 分 量 ,(10.2.3) 

的 四 个 关系 式 将 把 这 个 数字 降低 到 六 ， 但 这 六 个 分 量 中 只 有 
两 个 代表 物理 上 有 意义 的 自由 度 。 通过 坐标 变换 x* 一 x* + 
sr《x) 我 们 可 以 把 度 规 ye 十 hs 换 到 新 度 规 tue 十 bis Aus 
由 (10.1.8) 给 出 。 假定 我 们 选择 

sr(x) = ietexp Cikax*) — ie**exp(—ikjx*) (10.2.5) 
则 由 《10.1.8) 得 

hye) = ep exp likir) + ek YeXP 人 一 thx?) (10.2.6) 
， 式 中 
Cuo = epo + Rey + RE, (10.2.7) 
ER PRA EIB (10.2.3) 1 我 们 得 出 结 
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论 , 对 四 个 参量 se 的 任意 值 , cv。 和 cus 代表 同样 的 物理 情况 ， 
故 满 足 (10.2.37 和 (10.2.4) 的 六 个 独立 的 co。 中 ,只 有 6 一 4 一 2 
个 有 物理 意义 , 例如 , 著 虑 一 个 沿 +2 方向 传播 的 波 , LEK 
量 为 

R= R= 0 =P =HkR> I (10.2.8) 
在 这 种 情况 下 ,由 (10.2.3) 得 


ci 十 co 一 ca 十 co 一 0 


Ea 十 en 一 一 c0 — en = > Cen + en + en — ew) 
这 四 个 方程 允许 我 们 用 其 它 六 个 cm 来 表示 co 和 en: 
Cor = — ez; Coz = — 2325 
1 
ea = — > Cen + co); En Sy (10.2.9) 


当 对 华 标 系统 施行 由 (10.1.7) 和 (10.2.5) 所 定义 的 变换 时 ， 
cw 的 这 六 个 独立 分 量 按照 方程 (10.2.7) 改变 : 

ca = ey + ke, en = en + ke, 

C33 = es3 + 2REx, ew = Coo 一 2REo 
所 以 ,只 有 eu Men 具有 绝对 的 物理 意义 ， 的 确 ,通过 施行 如 
下 的 坐标 变换 : 


C13 © 23 
6 一 一 一 3 E&: 一 一 
k k 
£33 Cog 
E3 二 二 ”一 一 Eo = — 
2k -2k 


我 们 可 以 使 除 ens er 和 ea 一 一 ca 外 en 的 所 有 分 量 均 为 
如 果 了 解 对 坐标 系统 施 以 一 个 绕 Z 轴 的 转动 时 cm 如 何 


改变 , 就 可 以 天 请 极 化 张 量 的 不 同 分 量 之 间 的 区 别 了 . 这 种 
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转动 正 是 如 下 形式 的 Lorentz 变换 : 
Ri=cos@ Ri 一 sing 
R! = —sin 6 Ri 一 cos6 
Ri 一 RI 一 1 其 它 RP =0 (10.2.10) 
因为 它 保持 ke RAE GCI, Riko = 名)， 唯 一 的 效果 是 把 
eu 变换 为 


Cy = RPR Coe ， (10.2.11) 

利用 关系 式 (10.2.9), 我 们 得 到 
ex = exp(+ 2/0)e4 (10.2.12) 
fa = exp( + iO, (10.2.13) 
Ei = C3, cb 一 co (10.2.14) 

AH 

Cy = ey Filey, = — ep Tie (10.2.15) 
+ = Cy Fley = —ey Eien (10.2.16) 


” 一般 说 来 , 任 一 平面 波 ob SEE RE EEE — fa 0 而 变 
RA: 
p = eh (10.2.17) 

就 说 它 具 有 螺旋 量 ,因此 我 们 证 明了 ,引力 平面 波 可 以 分 解 
为 螺旋 量 为 2 的 部 分 。4， 螺 旋 量 为 +1 的 部 分 fao 和 螺旋 
量 为 零 的 部 分 ew Mes. 然而 我 们 也 已 看 到 ， 螺 旋 量 为 零 和 
+1 的 部 分 可 以 通过 适当 选择 坐标 而 变 为 零 , 所以 只 有 螺旋 
ZA 士 2 的 分 量 才 有 物理 意义 。 

我 们 再 一 次 找到 了 同 电动 力学 的 许多 相似 之 处 ， Lorentz 
规范 中 的 Maxwell 方程 是 (2.7.12) 和 (2.7.13); 在 真空 中 它 
们 变 为 


D4 2 一 0， 
Ox" 


这 同 谐 和 坐标 中 度 规 的 方程 (10.1.13) 和 (10.1.147 相似 . GA 
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在 是 在 惯性 坐标 系 中 ,所 以 口 : = 1 71axrbx 7 我 们 可 以 找 
到 如 下 形式 的 平面 波 解 

A, 一 e,exp Cikgr®) + eXexp(— kst!) 
式 中 

RoR = 0 Ac 一 0 
这 同方 程 C10.2.1)—(10.2.3) 类 似 ， | 
e 一 般 有 四 个 独立 分 量 , 但 hse" 为 零 这 个 条 件 将 独立 分 
量 数 减 小 为 三 ,正如 (10.2.3) 把 ej 的 独立 分 量 数 从 十 减少 到 
六 一 样 。 再 者 ， 在 不 改变 物理 场 E 和 B 以 及 不 保持 Lorentz 
规范 的 情况 下 ,我 们 可 以 通过 规范 变换 
DO 
Ox* 
P(x) = igexp Cikgx®) 一 ie*exp (—ikgr®) | 

来 改变 Aas 这 同 (10.1.8) 和 (10.2.5) 相似 ， 新 势 可 以 写 为 : 

A, = e exp Cikgx®) 十 €)*exp€—ikgx®) oo 

e, = eu — eh, 
这 同 (10.2.6) 和 (10.2.7) 相似 , 参量 s 是 任意 的 , 故 .的 三 
个 代数 上 独立 的 分 量 之 中 只 有 3 一 1 = 2 个 有 物理 意义 , E 
如 广义 协 变 使 得 ew 的 六 个 独立 分 量 中 只 有 两 个 有 物理 意义 
一 样 . 为 了 认 出 ec。 的 两 个 有 意义 的 分 量 , BATT SBR 
沿 z 方向 传播 的 波 , 其 由 方程 (10.2.8) 给 出 ， 于 是 het Ñ 
零 这 个 条 件 允 许 我 们 定 出 e, 


Eo = Cs 


Ew (10.2.3) 允许 我 们 利用 其 他 六 个 cuv 来 决定 ea 和 eo 一 
样 。 还 有 , 前 面 的 规范 变换 保持 a 和 <; 不 变 但 将 es EH: 


e3 = e, — Ek 


因而 可 以 通过 选择 e = 站 2 使 es STS, 故 只 有 e 和 e AD 


Aa > Aa = Aa + 
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理 意 义 ， 正 如 只 有 en 和 en 不 能 通过 送 当 的 坐标 变换 变 为 堆 
一 样 ， 最 后 ,我 们 可 以 让 平面 电磁 波 作 一 个 转动 (10.2.10) 来 
并 清 这 两 个 分 量 的 意义 。 极 化 矢量 于 是 变 成 
(= Rees 

因而 

cx = exp( + i0)e, 
st rh 

Cy, = ey + tea 
所 以 电磁 波 可 以 分 解 为 螺旋 量 等 于 土 1 和 0 的 部 分 ， 然 而 物 
理 上 有 意义 的 螺旋 量 是 +1 而 不 是 零 , 如 同 在 引力 波 的 情 
形 ,它们 是 土 2 而 不 是 土 1 或 零 一 样 。， 当 我 们 说 (从 经 典 上 讲 
来 )， 电 磁 和 引力 扰动 分 别 由 自 旋 为 1 和 自 旋 为 2 的 波 携 带 
时 ,我 们 所 指 的 就 是 这 一 点 . 


3. 平面 波 的 能 量 和 动 县 


平面 波 解 (10.2.1) 的 物理 意义 可 以 通过 计算 它 所 携带 的 
能 量 和 动量 进一步 表现 出 来 . 按照 方程 《7.6.4), 准确 到 量 级 
如 的 引力 的 能 量 -动量 张 量 由 下 式 给 出 
ry rb 


+ RB — E npn RD 
式 中 RED 是 准确 到 ha 的 NN 阶 的 Ricci 张 量 项 ， 度 规 
Guy = Nyy 十 Aue l 
满足 一 阶 Einstein 方程 RY = 0, 故我 们 可 以 去 掉 fuv 中 的 这 
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些 项 ,而 用 下 列 公式 

“ty & ze | RD 一 = nwt RS | (10.3.1) 
《对 于 实际 的 度 规 ,为 零 的 是 Ru 而 不 是 RY, HA te 仅仅 来 
ADE (7.6.4) 中 的 一 阶 项 . .然而 这 里 等 于 零 的 是 Rw 而 不 
是 R ws AA gm 一 jw 十 hw 满足 一 阶 Einstein 方程 而 不 是 
严格 的 方程 , 差别 仅仅 是 怒 的 量 级 )。 为 了 计算 RE, 我 们 必 
须 将 方程 《10.2.1) RADE (7.6.15); 结果 是 非常 复杂 的 ,但 
FEA RE EK F Iki 的 空 -时 区 平均 mw。 就 可 以 得 到 简 
化 . (这 就 是 通常 估算 任何 波 的 能 量 和 动量 的 方法 ) 这 种 方法 
消去 了 所 有 正比 于 exp( + 2ikar*) UD, A FS x" TAOX 
又 项 : 


CRO = Re fe Ae] RR, Eip 一 kukit vp 一 ky Ro tm 十 Aik pe ar 


erk, 一 一 二 | ”Ten 十 koe? a = k? Ca] 
1 x 
~ [ Rae pp + kse ea kf irl 


x [het + kue” 一 wer) (10.3.2) 


《到 现在 为 止 还 没有 使 用 适合 于 谐 和 坐标 的 条 件 〈10.2.2) 和 
《10.2.3)， 因此 暂且 假设 离开 谐 和 坐标 系 名 ,在 huala) 中 加 上 
一 项 
i(gnes 十 gyn)exp (igix*) 一 Kae? 十 9,€2)exp (—iqyx*) 
(10.3.3) 
AH q.q" 六 0， 在 对 远大 于 |4 一 | 的 空 -时 距离 作 平 均 以 
FA, (10.2.1) 和 (10.3.3) 之 阅 的 干涉 去 掉 了 , RIENI CR? 
就 是 《10.3.2) 项 ,加 上 另外 一 个 以 9 BHR AV que, 十 Hep 
替换 cj 得 到 的 项 ， 考 察 一 下 (10.3.2) 立即 表明 , 这 个 第 二 项 
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RAR, WRD, Mil > 可 以 不 失 一 般 性 的 在 谐 和 坐标 
中 计算 .) 

如 果 现 在 把 谐 和 坐标 条 件 (10.2.2) 和 (10.2.3) RA 
(10.3.2), 我 们 得 到 


CRO) = tetr (rer — Z el?) (10.3.4) 


因为 kok。 = 0, HE PRD 变 为 零 , 故 由 (10.3.1) 得 到 平面 波 
的 平均 能 量 动量 张 量 


» | _1 . 
tun = Ade (a “ie 一 了 | el?) (10.3.5) 


注意 ,“ 规 范 变换 ”(10.2.7) 将 把 《zu> 中 的 诸 项 变 为 : 

eote, 一 elpyeip 十 2Reathret, 十 218 | 

e”, = et, 十 2845) . 
但 《ws》 是 规范 不 变 的 ! 所 以 ,就 能 量 和 动量 而 言 , 极 化 e。 和 
tw 十 es + en 代表 同样 的 物理 波 , 于 是 我 们 再 一 次 看 到 ， 
有 物理 意义 的 极 化 参量 只 有 两 个 而 不 是 六 个 。 特别 是 , —R 
沿 z 方 向 传播 的 ， 波 矢量 和 极 化 张 量 由 (10.2.8) 和 (10.2.9) 


给 出 的 波 , 具 有 人 能量- 动量 张 量 
= RR» e; 2 e 2 
Cta A Clen|? 十 | al (10.3.6) 
或 者 ,用 螺旋 量 的 振幅 (10.2.15) 写成 
= kuks 2 e_|2 
Cta? Teg Cle+| + |e-|?) | (10.3.7) 


4. 引力 波 的 产生 


我 们 想 要 计算 一 个 系统 以 引力 辐射 的 形式 发 出 的 能 量 ， 
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这 个 系统 的 能 量 -动量 张 量 可 以 表示 为 Fourier 积分 
T(x, = N doT g(x, o)e c. c (10.4.1) 


或 者 表示 为 Fourier 分 量 的 和 
T jk, = >) eT Cx, w) +c. ce (10.4.2) 


《这 里 “十 c. c” DAREMA ABR”) 
我 们 首先 计算 单个 Fourier 分 量 的 情形 
T w(X, i) = T,X, we +e. oc. (10.4.3) 
然后 再 回 到 由 《10.4.1) 和 (10.4.2) 描述 的 较 一 般 的 系统 . 
我 们 从 《10.1.11) 可 知 , 源 (10.4.3) 所 发 出 的 场 是 
Px 
hak, t) =4G | 
x exp{—iot +iw|x — x’ |} +c. c (10.4.4) 


SX , @) 


式 中 
SAX, 0) = T(x, 0) 一 S eTa, w) (10.4.5) 
BEERE, Wer = |x| 远 大 于 源 的 尺度 R= fx |mas 


而 且 也 远大 于 oR? 和 1/w 的 距离 上 来 观察 这 个 辐射 ， Nog 
|x 一 xE ra MERR EST PE 


A 


[x 一 x 之 rr 一 Xx -g r= 


”于 是 场 变 为 


a ja. 


hiv X, £) = 4C exp (ir — iwt) -. 
x| DK'S pC 0 Jem ® c.c. (10.4.6) 
因为 假设 ro 很 大 ,看 起 来 就 像 是 平面 波 . 
hus (X, £) = Cy CX, w)Jexp Cik,x") +c. c. (10.4.7) 
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“ 波 矢 量 * 和 “ 极 化 张 量 ”由 
k = vg kK = o (10.4.8) 
eX, 0) = 2 | dXS xX, o) (10.4.9) 


给 出 。 利 用 Tuas 的 Fourier 变换 把 cep 明显 的 写 出 来 是 方便 
的 : 
cmlxs 0) = AE [7 alk, 0) — E nT Ck, 0)| 
. (10.4.10) 


T Ck, 0) = | PXT (x, oe (10.4.11) 


T olx, D) 的 守恒 方程 是 
A TH, 1) = 0 
将 上 式 用 于 (10.4.3) #8 
Â Tix, 0) ~ iwTx, o) = 0 
Ox’ 


FRA eH * 并 对 x 积分 , 我 们 发 现 TCk, o) 必须 满足 代数 
k,T*,(k, o) 一 0 (10.4.12) 
"sth ke Eh (10.4.8) 给 出 的 矢量 ,这 附带 验证 了 (10.4.10) 遵 
从 谐 和 坐标 条 件 (10.2.3)， 
现在 让 我 们 来 计算 在 方向 交 发 出 的 每 单位 立体 角 内 的 功 
率 .因为 + > 去 , 对 于 能 流 矢量 我 们 可 以 用 在 大 于 二 的 空 - 
时 尺度 上 平均 而 得 的 值 Ci>; 所 以 ,单位 立体 角 内 的 功率 是 
dP = raie 
dQ 
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我 们 用 (10.3.5) 给 出 的 《ze> 值 , 得 到 


AP rk RR | nx 
Z ike [eC wJenla, 四 


— 4), 02] 


式 中 RY AL en» SP HUDL (10.4.8) Bl (10.4.10) 代 之 ,消去 因子 r3 
最 后 得 
Se | PC, 0) Tae, w) — Thk, ol 
(10.4.13) 
因此 ,只 要 算出 Fourier 变换 (10.4.11), 问 题 就 解决 了 . 
利用 Tw, o) 的 纯 类 空 分 量 来 表示 这 个 结果 ， 是 方便 
的 ， 从 (10.4.12) 我 们 有 
To Ck, œ) = — RiT; (k, œ) 
To Ck, o) = ÂT a (k, co) 
Ah k= k/o =. 将 它们 代入 (10.4.13) 得 


PaE Go? A AO TH oT”, w) (10.4.14) 


式 中 
Aijim = 8:18 in — Rikmdin + > hikjkikn 


一 = Bij61m + A 5 + + Sinkik; (10.4.15) 


如 果 能 量 -动量 张 量 像 在 (10.4.2) 中 那样 是 个 别 Fourier 
分 景 的 和 ， 则 波 区 的 场 如 。 可 看 成 平面 波 (10.4.7) 之 和 。 5| 
力 场 的 能 量 -动量 张 量 则 将 由 这 些 Fourier 分 量 的 二 重 和 给 
出 。 但 当 我 们 在 长 到 可 以 同 最 长 的 “ 拍 周期 ”( 即 最 短 的 频率 
差 的 倒数 ) 相 比 的 时 间 同 隔 内 平均 时 , 所 有 交叉 项 都 消去 了 . 
因此 功率 由 像 《10.4.14) 那样 一 些 项 的 和 给 出 ， 源 中 每 个 频 
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HAR, 

BH, SRT KML (10.41) 中 那样 的 
Fourier RA. 风波 区 中 的 Ao 可 用 成 为 个 别 平面 波 (10.4.7) 
So 的 积分 ， 而 引力 场 的 能 量 ~ 动量 张 量 将 由 这 些 项 的 条 
BLA || dodw’ 给 出 ,被 积 函 数 仍 有 时 间 依 赖 关系 
exp(—ilo 一 oe), 但 现在 没有 “最 长 的 拍 周期 *， 故 我 们 不 
计算 平均 功率 而 计算 发 射 的 总 能 量 ， 它 是 将 功率 对 所 有 时间 
积分 得 到 的 ,结果 功率 一 重 积分 中 的 因子 tei RA 

| exp (—iCw@ 一 wd = 2 x 8Co — o’) 
He ARAA E BA FP FB 


oO = 26 f; w? | rc, a)Ti(k, w) 


一 ITA, o) P| du (10.4.16) 
或 者 ,用 空间 -空间 分 量 表示 为 ， 
OE = 2G Aijam(R) | eo TC, wT, wo de 
dQ 0 


作为 一 个 例子 ,我 们 来 研究 由 几 个 自由 质点 组 成 的 系统 ， 
这 些 质点 起 初 以 常 速 w 运动 ,. 上 一 0 时 在 原点 碰撞 ,然后 以 
速度 多 再 分 开 。 则 能 量 -动量 张 量 是 | 
| © Te) =) PHBE arco — vpt) 


十 >， PaPa d(x — FO) (10.4.17) 

-n E, . 

RIH P = Ep = m,(1 — vi)“ Al P, 一 Eov, BB n PAR 

粒子 的 能 量 和 动量 , PF; = E, MP, 是 出 射 粒子 相应 的 量 , 而 
6 是 阶梯 函数 
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+1 s>0 . 
as) = { 1 eo (10.4.18) 
函数 9 和 RARARRIRR | 
06s) = he | do e>0, (10.4.19) 
P) cy | ake (10.4.20) . 


为 了 证 明 《10.4.19), 注意 到 积分 途径 可 以 用 下 半 平 面 (6 <0) - 
或 上 半 平 面 C> 0) 的 一 个 大 的 半圆 闭合 起 来 . 为 了 证 明 
《10.4.20)。 等 式 两 边 均 取 Fourier 变换 . 于 是 我 们 看 到 ， 
Tx, A) RA 0.4. P 的 形式 , 并 且 


Got pe PaPa | ak 
> Pe | tk | 


E, o— 
Fourier 变换 (10.4.11) 是 


eik'x 


TG, o) = 一 Vi k— ie 


. 4 o PP, 
T’(k, œ) SDE FE,(o — v, -k —ie) 
— Pi Ps 
2- E,(o 一 多 ktis) | 


现在 我 们 可 以 去 撞 分 母 里 的 tis, 因为 如 果 w 一 |k] E 

\val <1, W o—v,-k 是 不 能 为 零 的 . 〈 对 于 以 光速 运动 
AMSAT, TUF) wer, £.0v,:k—o) = Pyk = 
Pa k), 故我 们 可 以 写 出 


Tek, o) = 2 GS (10.4.21) 
X N 


sh NS BAS AS ON T ESET gw 是 
_ + 在 终 态 中 
wo l veah 
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我 们 注意 到 (10.4.12) 是 满足 的 ,因为 
kT” (k, o) 一 5 S Piny 


RA >) Pin AR M 的 改变 ,而 它 是 守恒 的 ， EA 
BAAS, 
H (10.4.16) 得 出 , 在 频率 w 和 方向 全 每 单位 立体 角 、 每 
单位 频率 间隔 内 发 射 的 引力 能 是 : 
( dE ) _ Go’ awh 
dQdw 2x you (Py :KR)CPy &) 


x [CPx + Py — Ł mimi] (10.429 


如 果 我 们 试图 通过 将 “从 0 积分 到 co 来 计算 总 发 射 能 ， 就 全 
得 到 像 | do 那样 发 散 的 结果 。 这 正 是 因为 我 们 作 了 碰 阅 赂 
时 发 生 的 近似 ; 实际 上 它 必须 花费 一 段 有 限 的 时 间 A, io 
积分 将 在 量 级 1/ Ar H o SERR, 

注意 ,如 果 动 量 成 中 没有 一 个 因 磁 挤 而 改变 , 则 C10.4.21) 

-中 入 射 粒子 和 出 射 粒 子 的 贡献 将 彼此 抵消 , 故 Yu Cc, o) 将 
变 为 零 ， 只 有 当 粒 子 实际 上 受到 加 速 时 才 会 发 射 引力 
波 . 

还 要 注意 如果 参加 反应 的 粒子 中 有 一 个 《例如 NN 一 1) 
质量 为 零 而 且 动量 趋 于 同上 平行 的 方向 , 则 (10.4.22) 似乎 要 
变 为 无 限 大 , 因为 那 时 (P O = Bo (多 kk 一 1 一 0. 不 
过 ， 这 种 奇异 性 是 虚假 的 , 因为 当 P, 变 得 平行 于 k 时 ， 对 所 
有 M © 1 我 们 可 以 把 (10.4.22) 中 的 (P, - Pu) 看 作 正比 于 
Ch + Pu), i (10.4.22) 中 的 奇异 部 分 变 为 

Ge- h KENE M 

Di OP Bem Pd 
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我 们 已 经 说 过 , 当 > uP 遍及 所 有 粒子 时 ， 这 个 和 必须 为 
零 , 故 右边 就 是 一 下, 而 且 这 也 为 零 , 因 为 已 经 假设 粒子 1 具 
有 零 质量 . 于 是 在 把 (10.4.22) 用 到 涉及 光子 ,中 微 子 或 者 其 
至 于 引力 子 的 磁 撞 时 就 不 会 碰 到 困难 了 . 

在 碰撞 中 作为 引力 辐射 发 出 的 每 单位 频率 间隔 的 总 能 
量 , 可 通过 将 式 (104.22) 对 全 的 方向 进行 积分 而 得 到 , 于 是 
我 们 得 出 

dE _G L+6hw | (Em) 


CT 
- ` (10.4.23) 
其 中 pvw 是 粒子 NN 和 MM 的 相对 速度 : | 
Bay = i — erie | 
™ (Py + Py)? 
对 于 非 相 对 论 性 的 二 体 弹 性 散射 ,上 式 化 成 
ʻE = sa pv sin? 6 (10.4.24) 


式 中 必 为 折合 质量 , ” 是 相对 速度 , 9 是 质心 参考 系 中 的 散射 
A. 

Ba “aH 2 He A Pe A S|, BT 
式 (10.4.23) Be (10.4.24) 给 出 的 每 次 碰撞 的 辐射 能 求 和 而 决 
E., RENE ZA CONES CHAT ERTS. 这 
个 条 件 可 以 表示 为 a 

-Oo (10.4.25) 

式 中 uw. 是 一 个 典型 气体 粒子 的 碰撞 频率 .( 如 果 w K w., 那 么 
气体 的 性 质 就 更 像 流体 而 不 像 独 立 粒子 的 集合 . ) 当 (10.4.25) 
满足 时 ,单位 体积 单位 频率 间隔 的 功率 是 : 


aP _ 8G 2 ( 5 | dO up sin?040) 10.4.26 
do 5x 名 AS PT (10.4.26) 
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式 中 四 是 “型 气体 粒子 的 数 密度 ，dovs/a92 是 质心 系 微 分 散 
HRH, RAL A ARRA FR, 而 平均 4…> 是 对 
所 有 碰撞 进行 的 . 

作为 一 个 例子 ,让 我 们 来 计算 等 离子 体 中 的 Coulomb É 
描 发 出 的 引力 辐射 ，Rutherford 散射 截面 是 


daup = cath 

dQ 4ui, Map sin? (4/2) (10.4.27) 
对 6 的 积分 必须 在 极 小 角 1/4 处 截断 , A >> 1 由 大 瞄准 参量 
F Coulomb 力 的 Debye 屏蔽 决定 ;于 是 我 们 有 : 


| 2e op sin? 6dQ ~ Awegesin A 
dQ Layer 


(10.4.28) 


我 们 还 要 对 va 进行 平均 ,对 于 Maxwel Bcltzmann 分 布 , 它 是 
Cv) = 2 (2 (10.4.29) 


Wap 


将 (10.4.28) Al (10.4.29) na (10.4.26), 得 到 单位 体积 单位 
频率 间隔 的 功率 ( 按 c. g. s. 制 单位 ) 是 
dP _ SAG BC (AT in A >) 2288 (10.4.30) 


do 50 w ah lab 
tn 4 的 典型 量 级 为 10。 对 于 完全 电离 气 的 等 离子 体 , 我 们 必 
须 考 虑 电子 与 电子 和 电子 与 质子 磁 拉 ,由 《10.4.30) 得 

AP 一 SAG nie" (arya +/2) In A (10.4.31) 


dw 563 
在 这 种 情况 下 ,电子 碰撞 频 训 可 以 估计 为 
w, ~ enU) ee (10.4.32) 


TY (TY? m, 
方程 (10.4.30) BY (10.4.31) 对 于 o > m 和 ho K RT 成立 . 
这 些 结果 可 以 应 用 于 太阳 核心 中 的 氢 等 离子 体 ， 在 量 级 
A2X 10acma 的 体积 内 ,这 种 等 离子 体 有 
-T210 °K, mm 人 3X105cmn In A~ 4, 
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TSE (10.4.32) FE 10% sec, RRR KT/h =~ 10!3/sec™! 
小 3 个 数量 级 ， 所 以 引力 辑 射 中 产生 的 总 功率 可 以 通过 将 
(10.4.31) RLA VAT /A RAG. 我 们 用 这 种 办 法 得 到 ,太阳 核 
心中 的 热 碰撞 产生 的 引力 辐射 约 为 10? W， 


5. 四 极 辐 射 


到 此 为 止 ， 除 了 场 是 弱 的 这 个 基本 假设 而 外 我 们 还 没有 
做 任何 近似 ,( 使 用 波 区 限制 > > R,y > 1/w,r > wR? 并 不 
是 真正 的 近似 ， 因 为 我 们 总 可 以 选择 足够 大 的 + 使 这 些 假 设 
为 真 ;同时 根据 能 量 守 伍 ,通过 大 >” 处 一 个 球面 的 功率 必须 等 
于 通过 封闭 着 辐射 系统 的 任何 表面 的 功率 . ) 现 在 我 们 作 进 一 
PHU, 假设 源 半 径 尺 远 远 小 于 波长 1/0; 
wR «1 (10.5.1) 
多 数 辐射 是 以 量 级 为 3/R 的 频率 发 出 的 , 这 里 过 是 系统 内 部 
的 基 种 典型 速度 ， 所 以 我 们 确实 正在 做 着 和 前 一 章 中 曾 做 过 
的 同类 近似 , He «1. 
当 《10.5.1) 成 立时 ， 我 们 可 以 用 与 SRNR Ki 
(10.4.14) Fl (10.4.16) 中 需要 的 Fourier 变换 ， 


Talk, o) ~ | errw(r， w) (10.5.2) 
上 式 可 用 如 下 形式 的 势 的 守恒 定律 以 有 益 的 方式 重新 写 出 
i z Ti(x, w) = ToT, w) 
PA rri 并 对 xx 积分, 我们 得 到 
T;(k, w) xX 一 全 Di(o) 四 (10.5.3) 
Dj) = | Paiti TO, wo) 10.5.4) 
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因而 单位 立体 角 的 功率 是 


6 
f= ce AijstmCRYD§(@)Dino) (10.5.5) 
T 


如 果 源 是 Fourier 分 量 的 和 , 则 辐射 的 功率 就 是 如 (10.5.5) 那 
样 一 些 项 的 和 ， 如 果 源 是 像 (10.4.1) 那样 的 Fourier 积分 , 则 
单位 立体 角 发 出 的 能 量 是 : 


AE wD E(w w) dw . 
a -Low ODIODin(o)do (10.5.6) 


(10.5.5) 和 (10.5.6) 中 的 系数 Dii(w) 不 依赖 于 发 出 辐射 
POA, 故我 们 可 以 对 立体 角 积 分 一 次 利用 公式 : 


| dQRik; = 25 


| AOR: RiRm = (881m + udim + Bindi) 
《右边 的 形式 是 由 对 称 性 和 转动 不 变性 确定 的 ;数值 系数 可 通 
过 将 i 同 7 以 及 1 同 w 缩 并 计算 出 来 ,) 于 是 我 们 得 到 : 


EZG = x [11818 jm 一 48;j81m 十 Cin6ir] 


故 在 单个 分 立 频 率 w 处 发 出 的 功率 是 
p= 20% © | D Co) Duo) — > |D; «wy (10.5.7) 


TAPEKA, AHARI: 
4nG (人 16 * 1 2 
E = 222 \” ot | D3 Co) Da Co) — 41D Co)]?} ao 
(10.5.8) 

在 继续 计算 几 个 特殊 情况 下 发 出 的 四 极 辐射 之 前 、， 有 必 
要 停 下 来 对 计算 方法 作 几 点 说 明 : 

CA) 四 极 近似 通常 用 于 非 相对 论 性 系统 ， 对 这 些 系统 说 
来 ,能 量 密度 7%(x, o) 主要 是 系统 的 静 质量 密度 ， 我 们 不 必 
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BA Sk T” 中 的 势能 和 动能 项 也 许 令 人 奇怪 ， 因 为 如 
果 了 7 了 ”要 和 守 伍 ,这 些 项 是 必须 包括 进去 的 ! 的 确 , 对 于 一 个 由 
引力 束缚 的 质点 系统 ,我 们 原则 上 上 应当 把 7* 取 作 7.6 节 中 构 
造 的 包括 引力 场 中 的 非 线 性 项 在 内 的 总 “ 张 量 ”z*。 然而 我 
们 在 推导 方程 C10.5.3) 5 (105.6) 时 已 经 利用 了 能 量 和 动量 
守恒 ,又 因为 由 此 得 到 的 结果 只 包含 T”, 所 以 我 们 可 以 用 送 
HETEKEN T” 的 近似 ， 

《B) 对 于 一 般 的 振动 和 (或 ) 转 动因 体系 统 ,要 算出 由 方程 
(10.4.1) R (10.4.2) 定义 的 Fourier 变换 T(x, o) 往往 是 很 
困难 的 ,容易 得 多 的 办 法 是 先 计算 和 矩 


D;Q) = | dxx'xiT™Cx, t) (10.5.9) 
然后 通过 将 DO 表示 为 Fourier 积分 : 
DQ) = | doD; Cae + ce. c. (10.5.10) 


或 者 表示 为 Fourier 分 量 的 和 
D; = 5 e'D (a) +e. c. (10.5.11) 

来 求 出 Dalo). | 

《C) 可 能 产生 这 样 的 问题 ， 关于 Dy 的 积分 (10.5.4) 中 化 
标 * 的 原点 应 当 取 成 什么 9 原则 上 说 , 这 是 无 关 紧 要 的 . 当 
我 们 移动 坐标 原点 一 个 量 ah}, Di; 就 变 为 

| (xi — a Cry — a; Tx, td 
一 | xixiT Cx, dx — af | xiT°Cx, Ddx 


一 ai | xi TOK, Px 十 aiai | T Cx, Ndr 


但 能 量 与 动量 守恒 告诉 我 们 ， 最 后 3 项 至 多 是 时 间 的 线性 函 
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数 ,因为 
2 | T(x, Px 一 一 | 0 T(x, dx 一 0 


Ox! 


2 | 7x, Da = | # OTK, Dax 
Of - ° OxiOx* ? 


= —| Price, dae = 0 
所 以 原点 的 移动 并 不 影响 o 关 0 的 Fourier 分 量 , 即 : 
D,(a) 一 | xxi (x, odr 
= | Cat — a? (xi a Tx, w)d?x (10.5.12) 


然而 ,只 有 当 我 们 把 rm 取 作 整 个 系统 的 能 量 密度 时 ,在 Do) 
的 计算 中 才能 自由 地 移动 原点 . . 

作为 第 一 个 例子 ， 让 我 们 来 计算 沿 = 方向 放置 的 管子 中 
的 声波 所 产生 的 引力 辐射 ,振动 物质 的 密度 可 以 写 为 : 

L= Pptp 

式 中 po 是 未 扰动 的 常数 值 而 a 是 小 扰动 ， 我 们 也 把 物质 速 
E o GS = 方向》 当 小 扩 动 处 理 并 忽略 耗 散 效应 , 则 运动 方程 
为 : 


Or ð 
ma + nA mo 
Ot 


式 中 v, 是 声速 , 管子 没有 在 两 端 支 撑 起 来 《否则 我 们 就 得 考 
虑 由 支撑 物 发 出 的 引力 辐射 1) 故 压强 vip, 在 管 端 必须 为 零 。 
利用 这 个 边界 条 件 ， 一 个 从 = = 0 延伸 到 x 二 1 的 管子 的 通 


解 是 如 下 简 正 模式 的 登 加 : 
v = — &v,cos kz sin (wt + >) (10.5.13) 


Pı = Ep sin kz cos (wt 十 中 ) (10.5.14) 
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式 中 e 是 很 小 的 无 量 纲 数 , 是 任意 的 位 相 , 并 且 : 
=N w=Nri . 
k=NŽ Noa 2 (10.5.15) 


六 为 任何 正 整数 ,因为 并 没有 限制 ” 在 管 端 为 零 , 这 两 端 一 般 
将 分 别 产生 位 移 量 OCO, 4) 和 OC, 已 式 中 


lz, N) = | v(z, t)dt = eva lcoskzcos(ot + 中) 
质量 密度 的 二 阶 矩 的 时 间 相 关 部 分 由 下 式 表 出 : 
DaO = nmd (| nies Deda + LoL, D) 


式 中 4 为 管子 的 截面 积 一 《0, 0, 1) 是 z 方 向 的 单位 矢量 ， 
“UN ABM, EAB. MAN 为 奇数 时 ,我 们 得 到 

Dii) = — (LLE) cos (ot + $) 

式 中 M = pAL 是 管子 的 质量 . 《读者 不 难 验证 ， 如 果 不 用 
xs 一 0 而 用 某 一 点 作 原 点 来 计算 质量 分 布 的 二 阶 矩 ,Diz(z 还 
会 是 一 样 的 .) 同 方程 (10.5.11) 比较 ,我 们 看 出 D;(z) 有 一 个 


Fourier 分 量 - 


， 2 
Di; (Nz ) = — oni Ee E (10.5.16) 


于 是 对 每 一 个 奇数 入 由 方程 (10.5.7) 得 到 辐射 功率 ( 按 c g. s 
制 单位 ) 是 : 


2,602 
p= ae ue 10.5.17) 


可 以 把 它 同 振子 的 总 能 量 作 一 比较 ， REREH AEN 
“最 大 时 的 动能 : 、 


| . 
E =.> 1 oA | vmax(z dz = 4 M vie? 
2 o 4 
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显然 引力 辐射 的 发 出 将 使 振子 以 下 列 速率 损失 能 量 


_p _ 646M»! 
Voy = Z = OMe: 10.5.18 
WE IA ( ) 


例如 , 让 我 们 来 计算 在 Weber AY S| AHI SE Bch FARE 
天 线 的 大 铝 柱 里 由 声学 振动 产生 的 引力 辐射 率 .〈 正 如 我 们 将 
要 看 到 的 ， 这 种 天 线 的 有 效 截面 由 Ts 决定 .) Weber 圆柱 的 
参量 是 : 

了 一 153cm o,=5.1 X 10’cm/sec M = 1.4 X 10g 
所 以 ， 如 果 引 力 辐射 是 唯一 的 损失 机 制 ，N 为 奇数 的 振动 
(10.5.13) 和 (10.5.14) 就 会 以 如 下 速率 损失 能 量 

Tay = 4.7 X 107% sec (10.5.19) 

ARER EE Ts SE A EK FER PAREN = 1 

模式 的 实际 衰减 率 了 大约 是 0.5 sec 所 以 引力 辐射 在 这 里 的 
“分 支 比 " 量 级 是 : : 

了 3X 107% (N=1) (10.5.20) 


任何 通常 的 机 械 振 动 把 它 的 能 量 转 化 为 热 的 部 分 比 起 引力 辐 
作为 第 二 个 例子 ,我 们 来 计算 一 个 转动 物体 辐射 的 功率 . 
如 果 该 物体 以 角 频 率 工 绕 3- 轴 作 刚 性 转动 , 则 质量 密度 T” 
将 取 如 下 形式 : 
T(x, £) = p(x’) 
AR p(x ) 是 以 固定 在 物体 中 的 坐标 x 表示 的 质量 密度 ，x 
的 定义 是 : 
x, = x cosQt — xsin Qf * 
x = x; sin Qt + xj cos Qt 
X3 = x3 
所 以 , 通过 改变 (10.5.9) 式 中 的 坐标 , 我 们 可 以 用 x 坐 
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标 中 的 转动 惯量 张 量 ; 

L; = | dix'xixip Cx’) (10.5.21) 
来 表示 Di), 为 简单 起 见 ,让 我 们 考虑 围绕 惯量 椭 球 一 根 主 
轴 的 转动 ， 故 Is = Iz = 0. 我 们 也 可 以 选择 x; 和 x; 轴 沿 着 
另外 两 根 主轴 , 改 Ia = 0, 由 于 Iy 已 对 角 化 , 我 们 得 : 


Dy) = > (Iu + In) + men 一 In) cos 2.2 
D(z) = > (Iu 一 In) sin 20t 


D2(2) = 7 (Iua + In) 一 Cn 一 I.) cos 2.Q¢ 
DC) = Dal) = 0 
Dg) = I} 


因而 在 方程 (10.5.11) 中 对 于 o = 20 的 非 零 Fourier 系数 就 
是 


DyQ2Q) = 一 Da(29) = iDa(2) 一 二 Cn = In) 


根据 方程 (10.5.7), 以 两 倍 转动 频率 发 出 的 总 功率 就 是 ( 按 c， 
ges Ñh: 


P(20) = genre (10.5.22) 
sth I Fle 是 转动 惯量 和 赤道 三 率 ， 
I= Iu + In (10.5.23) 
c= Iu 1» (10.5.24) 
T 


一 个 国 绕 自转 轴 圆 对 称 的 物体 有 “一 0， 因 而 不 会 发 出 引力 
辐射 . 的确, 这 个 结论 其 至 同 四 极 近 似 无 关 , 因为 这 样 的 物 
休 昌 然 在 转动 ， 却 有 与 时 间 无 关 的 能 量 - 动 量 张 量 .〉 另 一 方 
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面 ， 对 于 一 个 在 旋转 坐标 系 中 国定 于 点 二 1+, 一 x 一 0 
的 点 质量 m, In 的 唯一 非 零 元 素 是 1 = mr? ik I = mr’, B. 
e 一 1, 于 是 方程 《10.5.227 给 出 辐射 功率 ; 


- 2,4 
PQO) = 260m 7 


例如 ,对 于 木星 的 轨道 运动 ,我 们 有 

Q = 168 X 10™ sec, m= 1.9 X 10”g, 

r = 7.78 X 10%cm 
因而 方程 (10.5.25) 给 出 的 引力 辐射 功率 只 有 53kw, 甚至 比 
上 池 中 计算 的 太阳 热 引力 功率 还 小 . 按 这 种 功率 ,要 观察 出 
这 种 能 量 损 失 对 木星 轨道 的 任何 影响 ， 所 需 花 费 的 时 间 将 比 
太阳 系 的 年 龄 还 要 长 得 多 . 

-引力 辐射 在 天 体力 学 中 是 可 忽略 的 ， 这 一 点 可 以 用 更 一 
” 般 的 术语 来 陈述 . 对 于 一 个 由 质点 组 成 的 系统 , 质点 的 典型 
质量 为 对， 典型 距离 为 上 和 典型 速度 为 号 如 辐射 的 频率 名 
的 量 级 为 5/7, 则 辐射 的 功率 的 量 级 将 是 [比较 方程 (10.5.7)] 
p~ G (2) Mr 


f 


(10.5.25) 


或 者 , 因为 GM/7 HERED, 
p~ ue 
谈 系 统 中 的 质点 由 于 这 种 能 量 损失 而 产生 的 典型 减速 度 zi 
可 由 功率 P 除 以 动量 Mo 得 到 , 即 | 
) ee 
brnd 人 —. 


可 以 把 它 与 Newton 力学 中 计算 的 加 速度 ( 量 级 为 /7), 以 
及 上 一 章 中 讨论 的 后 Newton 改正 ( 量 级 为 24/7) 进行 比较 
1 辐射 效应 以 z 的 麻 次 军 出 现 是 因为 它们 代表 着 不 可 逆 过 程 ， 
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正如 我 们 在 方程 《10.4.4) 中 用 外 行 波 解 所 证 明 的 那样 ]。 A 
为 辐射 反作用 比 后 Newton 效应 小 六 二 10 了 倍 , 在 上 节 中 
忽略 辐射 反作用 是 完全 正当 的 . 的 确 , 如 果 我 们 有 精力 ,甚至 
能 计算 后 后 Newton 加 速度 中 (其 量 级 为 7/7), HASRE 
引力 辐射 的 效应 ! 

脉冲 星 的 发 现 为 我 们 提供 了 一 种 较 有 和 希望 的 引力 辐射 

源 .正如 要 在 11.4 节 中 讨论 的 那样 ,脉冲 星 很 可 能 是 中 子 星 中 ， 
其 质量 约 为 一 个 太阳 质量 ,半径 约 为 10 km, 所 以 转动 惯量 了 
的 量 级 为 105 g. cm?。 在 超新星 中 形成 的 新 生 脉 冲 星 能 以 量 
级 为 101sec"! 的 角速度 0 旋转 , 故 根据 方程 (10.5.22), 它 会 以 
量 级 为 10”eierg/sec 的 功率 发 出 引力 辐射 .作为 比较 :脉冲 星 
的 总 转动 能 约 为 102 erg, 所 以 ,只 要 赤道 椭 率 < ATH 107, 
脉冲 星 能 量 的 大 部 分 会 作为 引力 波 外 而 在 几 年 之 内 辐射 出 去 
在 中 子 星 的 强大 引力 场 中 ,这 样 大 的 静态 椭 率 是 维持 不 住 的 . 
但 是 也 许 有 可 能 因为 动力 学 效应 而 产生 这 样 大 的 平均 椭 率 ， 
特别 是 在 脉冲 星 进入 其 平衡 构 形 以 前 的 早期 阶段 更 是 如 此 ， 
脉冲 星 最 终 将 慢 下 来 , 慢 到 足以 其 它 的 损失 机 制 ,例如 磁 侦 极 
辐射 (对 它 说 来 P oc 8 , 变 得 比 引力 辐射 更 为 重要 . 


6. 引力 辐射 的 散射 和 吸收 


考虑 一 束 平面 引力 波 , 极 化 为 ew, RRBA k, 射 到 位 
TRAVEL. 在 离 革 很 远 的 距离 处 , 引力 波 一 般 将 由 平面 
波 和 外 行 散射 波 组 成 ”， 


hu (X, D [ener + fa ($) e=] e7? (10.6.1) 
AHP r = |x], R= x/r, o = |k], fa ERAH E E 
MT iN o, (HARM r t. 
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为 了 分 析 引 力 波 与 友之 间 的 能 量 平衡 ， 有 必要 将 小 
《10.6.1) 分 解 为 内 行 波 和 外 行 波 两 部 分 ,平面 波 部 分 有 Legen- 
dre EFAS 


oi > (21 + DPC $007) 


式 中 是 通常 的 Legendre ZIN; j 是 1 ARR Bessel MAU, 
RITAR” 


iji Cor 


~ 1 [ ef" — 《一 Xe] 
Qiwr - 


故 对 求 和 就 简单 地 变 成 5 函数 的 Legendre EA”, 
Dy (2 + DPC = 280 — u) 


DY t+ DP = 281 + wd) 
J ` 
FTESE TAREA AHTRA, 
eik' sy 一 一 “a —k. x) 一 


r>% jor 


引力 波 (10.6.1) 有 相应 的 分 解 式 
huv > [ete + ede ei +c. c. (10.6.2) 


式 中 
fend. — kee & + iofal] (10.6.3) 


chix) = — 
A = —- si tk- De, (10.6.4) 
tor 
按照 和 10.4 节 中 同样 的 推理 ,可 以 算出 ,(10.6.2) 的 外 行 
波 部 分 从 一 个 半径 为 + 的 大 球 里 蒂 出 的 总 功率 是 
= (aK ~ (10.6.5) 
AH AD 是 用 ch REDE (10.3.5) 中 的 em ARE 1/0 K 
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EL > 小 的 空 -时 尺度 平均 后 得 到 的 平均 能 流 。 考查 方程 
(10.6.3) IH, Pa 将 由 三 项 组 成 ， 

Ps = Pas, + Pay + Pig (10.6.6) 
这 三 项 分 别 来 源 于 如， 大 和 eu 之 间 的 干涉 、 Rew 第 
一 项 代表 从 人 射 方向 散射 掉 的 总 功率 , 是 将 (10.3.5) 代入 
(10.6.5) 5 HHE hol r 代替 ew 计算 出 来 的 : 


Pan = —2— (40 | Ps (加 (人 一 二 | 入 全 


L6xG 
(40.6.7) 
类 似 地 算出 干涉 项 是 
— 2 4 —k-% 
Pre = 2 Re | + [2204 k- 多) 
x | fa (x) —_ > entra) |t 
或 者 ,对 6 函数 积分 
一 2 away Cf — 1 pray cf 
Pee = — E Im eine) — + ente} (10.68) 


(10.6.6) 中 最 后 一 项 代表 平面 波 带 世 球 外 的 功率 ， 当 7 一 oo 
“ 时 形式 上 是 无 限 大 。 不 过 , 平面 波 带 入 任何 体积 的 功率 和 它 
从 这 个 体积 带 出 去 的 一 样 多 ， 故 由 内 行 波 (10.6.4) a ABS 
为 了 的 球 的 功率 也 等 于 这 一 项 , 即 ; 
Py = Pry (10.6.9) 
所 以 , Pem 可 从 能 量 守 恒 方 程 中 消去 ,由 此 得 到 被 站 吸收 的 功 
率 是 i 
Paa = Pa — Pa = — Pun — Pro ` €10.6.10) 
由 方程 (10.3.5) 得 出 人 射 玻 中 的 能 流 是 : 


p = Pi, = wo (一 le 站 (10.6.11) 


l6xG 
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于 是 ,引力 波 弹性 散射 的 有 效 截面 是 : 


— Pen 
Oyy = 一 


_ | do | P nn. — + REN] 


(10.6.12) 
[ tn — Ejer] 
必须 把 它 同 疲 的 散射 或 吸收 总 截面 区 别 开 来 : 
og = Peg E Pan (10.6.13) 


© 
根据 《10.6.10)， 这 个 总 戴 面 可 以 利用 入 射 和 散射 波 之 间 的 二 
寂 来 表示 : 


Pry , 
Oy 一 一 TE (10.6.14) 
#8 0 : 


或 者 ,用 (10.6.8) #0 (10.6.11), 得 


lm fe"), (l= 5 et. Go} 
Je = 二 (10.6.15) 


wa (erre nol el?) 


RART 4or/ oo 5 vy BY BON REO E ER BETEZ 
典 电动 力学 中 导出 的 fo, 因而 叫做 光学 定理 。 在 这 里 和 在 电 
动力 学 中 , 它 是 能 量 守恒 的 结果 。 而 在 量子 力学 中 ,有 一 个 基 
于 几率 守恒 的 类 似 定理 中 ， 

因为 入 射 波 很 弱 ,， 散射 振幅 ,是 人 射 极 化 张 量 eo 的 分 
量 的 线性 组 合 , 因此 截面 (10.6.12) 和 (10.6.15) 是 与 cu 的 归 
一 化 无 关 的 , 尽管 它们 可 以 依赖 于 k 和 极 化 张 量 的 形式 。 引 
力 散 射 理论 的 目的 是 计算 加; 由 此 出 发 可 以 从 《10.6.12) 和 
(10.6.15) 定 出 各 种 截面 来 . 
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7. 引力 辐射 的 探测 


目的 在 于 探测 引力 辐射 的 实验 ，Weber 十 年 前 就 开始 进 
行 了 "目前 世界 上 还 有 一 些 实验 室 正 计划 进行 。 这 些 实验 
多 半 使 用 共振 四 极 天 线 ， 它 们 可 以 是 具有 自由 振动 自然 模式 
的 任何 “小 的 "力学 或 流体 力学 系统 . 这 些 天 线 的 有 效 截面 恰 
好 可 以 利用 上 节 中 导出 的 光学 定理 演算 出 来 ， 而 无 需 详 细 分 
析 引 力 波 和 天 线 之 疗 的 相互 作用 . 

我 们 的 第 一 个 假设 是 ,天 线 比 波长 2x/w 小 得 多 , 以 致敬 
射 的 引力 波 是 纯 四 极 辐射 。 按照 早先 导出 方程 (10.4.10)， 
(10.4.12), (10.5.3) 和 (10.5.4) 的 同样 推理 ,我 们 现在 可 以 作 
出 结论 : 方程 (10.6.1) PORE PIER 


tus (2) = ty, (KR) 一 A Nut sCX) (10.7.1) “ 


AP tw 正比 于 波 引 起 的 Ti 中 的 扰动 的 Fourier 变换 ; 和 以 
前 一 样 ， 由 能 量 和 动量 守恒 得 | 

hi (RB) = — fii; to CR) = 254; (10.7.2) 
AP 2; 5 x 无关; 尽管 它 当 然 依 赖 于 wm, ew 以 及 入 射 波 和 天 
RAE AA. 采用 这 样 的 坐标 系 , 使 人 射 传播 矢 
E k 在 其 中 沿 着 第 三 轴 并 采用 这 样 的 规范 ， 使 其 中 极 化 张 量 
的 非 零 分 量 只 有 

en = —en 和 cl 一 Cn 
则 总 截面 (10.6.15) 具有 如 下 形式 
2nlm {efu — t2) + 2eBea} 
wl |en]? + | ez] 

(10.6.12) 中 的 角 积 分 现在 也 可 以 用 和 10.5 节 中 同样 的 方法 
计算 出 来 ,我 们 求 得 弹性 散射 截面 的 值 为 ; 


Og = (10.7.3) 
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4 [ea 一 + [ta]? 
5[]enl? 十 lel] 

我 们 的 另 一 个 假设 是 ,散射 是 共振 的 ， 也 就 是 说 ,入 射流 
的 频率 接近 天 线 系统 自由 振动 的 特征 频率 om. 可 以 认为 ， 
人 射 玻 只 是 用 来 激发 这 种 自由 振动 ， 然 后 通过 引力 变 的 再 辐 
射 或 进入 其 它 渠道 而 损失 能 量 ， 这 分 别 对 应 于 人 射 波 的 弹性 
散射 或 吸收 ， | 

这 种 假设 的 一 个 结果 是 ,弹性 散射 截面 同 总 截面 之 比 , 就 
等 于 自由 振动 能 量 中 作为 引力 辐射 耗 散 ,而 不 是 作为 热 \, 光 等 


Ces 一 (10.7.4) 


等 耗 散 的 部 分 7 | 
. Ty = 10% (10.7.5) 
式 中 
` = Tzi% 
wT 


了 是 自由 振动 的 总 衰减 率 ，Tsa 是 由 于 发 出 引力 辐射 而 来 的 
RRE, 因为 7 是 一 个 表征 天 线 的 自由 振动 的 参量 , 而 与 振 
动 是 怎么 激发 的 没有 什么 关系 ,所 以 它 与 eww 无关， 
共振 散射 假设 的 另 一 个 结果 是 , 矩阵 ty 的 形式 由 基 个 只 
依赖 于 被 激发 振动 的 几何 性 质 的 特定 矩阵 n 给 出 。 也 就 是 
Pit; 必须 等 于 乘 以 极 化 分 量 ea 和 en 的 某 个 函数 .这 里 

已 经 假设 人 射 场 很 弱 , 故 后 面 这 个 函数 必须 是 线性 的 ,因而 
ty = Riaen + Ben) (10.7.6) 


式 中 nj OM OBS cu Mer CX. 例如 , 如 果 天 线 有 沿革 
方向 n 的 对 称 轴 ， 则 on 是 Sy 和 nin, 的 线性 组 合 ; 正比 于 ôy 
的 项 对 (10.7.3) 或 (10.7.4) 没有 贡献 。 故 在 这 种 情况 下 , 我 
们 可 以 取 

nij = nii (10.7.7) 
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(10.7.5) 和 《10.7.6) 这 两 个 要 求 对 散射 振幅 加 上 了 严格 的 条 
件 . 将 (10.7.3),(10.7.4) 和 (10.7.6) FRA (10.7.5) 得 ; 


二 Im {[ eiCnn—72) 十 2efnylloey + Benl? 


= $ laen + pen!’ | 一 二 lm 
上 式 必 须 对 所 有 cm BRM» PAS leul’, eter 和 | eral? 的 系数 
相等 ,得 出 条 件 : 


ne {Cay — nya} = wee {Cau 一 nn) 一 2njha* } 


xj Lg? 
-p 一 一 一 Im {28} = 2 aims 3 Wd | 


这 些 方程 的 解 取 如 下 形式 ; 
579(n% 一 nk) 


2w | nh 一 = laale] 
579nh 
w EZ 一 > lo 
式 中 9 是 一 个 复数 , 且 
Im9 = |9]? (10.7.8) 

散射 振幅 (10.7.6) MEE 、 
Sammi Cali — aden 十 22geal (1079) 

20 [eft 一 Aln P| 


f= 


3, = 


注意 ,上 式 只 依赖 于 乍 阵 n 的 形式 ,而 与 它 是 否 妇 一 化 无 关 ， 
共振 散射 假设 的 最 后 一 个 结果 是 , 散射 振幅 同 频 率 的 
关系 由 依赖 于 时 间 的 普 数 : 


eivo! eT s2 
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的 Fourier 变换 给 出 ,这 个 函数 以 频率 wo 振动 ,其 振幅 和 人 能量 
分 别 以 T/2 FT ARBRE. UL. t 必须 与 频率 有 如 
PRA: 


T 一 
ty © E 一 wo 十 iZ] 10.7.10) 


因为 3 和 9, 依赖 于 自由 振动 的 性 质 , 而 与 它 是 如 何 产生 的 无 
关 ， 这 个 频率 依赖 关系 只 能 来 源 于 因子 9， 为 了 对 所 有 名 都 
满足 “人 么 正 ?* 条 件 〈10.7.87， 则 我 们 必须 有 : 
一 T/2 
9 一 so (10.7.11) 
于 是 天 线 豚 收 或 散射 引力 波 的 总 截面 (10.7.3) 为 〈 按 cg. s 
制 单位 ): 


a = (a) 


x | (nn nn en 十 2nher2|? (10.7.12) 
[tina — + inil? [Lh enl? + le 


真正 值得 注意 的 是 ,无 论 谐振 是 力学 的 , 声学 的 , 电学 的 或 任 
何其 它 的 形式 ， 这 个 截面 总 可 以 通过 参量 o TRARA 
ny 的 形式 完全 确定 地 表示 为 ew Mo WR. 
在 天 线 具 有 圆 对 称 轴 的 特殊 情况 下 ,矩阵 n 具有 简单 
的 形式 (10.7.7), 把 对 称 轴 放 在 1 一 3 平面 里 与 人 射 3 方向 
成 9 角 , 则 这 个 扼 阵 的 非 零 元 素 是 
nua = sin20， ny 一 cosGsin@, ny = cos20 


总 截面 (10.7.12) 就 是 : 
og 一 =a) — Hi A 


xX sin46 Gap ep) (10.7.13) 
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因子 sin’ 6 使 得 当天 线 轴 取 向 与 波 传播 的 方向 成 直角 ( 即 0 一 
x/2) 时 截面 最 大 ,这 正好 反应 了 如 下 事实 , 即 引 力 波 像 电磁 波 
FERR. 

当 没 有 测 得 引力 波 的 极 化 时 ,有 兴趣 的 量 是 (10.7.127 对 
TREE +2, 即 对 于 eu = F ien 的 极 化 张 量 的 平均 : 


7 Fs = (Sa) CEES 


dE (10.7.14) 


1 - 
nini 一 lawl? 4 


对 于 具有 圆 对 称 轴 的 天 线 ， 对 螺旋 量 平 淘 的 效应 恰 是 把 方程 
(10.7.13) 中 最 后 一 个 因子 换 成 1/2. 
上 面 的 分 析 严 格 说 来 只 适用 于 有 一 个 非 简 并 谐振 的 场 
合 。 当 有 几 个 简 并 模式 时 ， 引 力 波 所 激发 的 特殊 线性 组 合 可 
能 依赖 于 波 的 极 化 ， 故 与 不 一 定 与 固定 矩阵 n 成 正比 ， A 
如 ,如 果 天 线 是 一 个 弹性 球 , 则 任何 四 极 振动 将 由 5 个 独立 的 
模式 组 成 . 在 这 种 情况 下 ,#;; 必须 是 6;; 和 ez 的 线性 组 合 , 但 
正比 于 ôy 的 项 还 是 对 (10.7.3) 或 (10.7.4) 没有 贡献 。 故我 
们 可 以 取 l 
. tj = Ye 
于 是 由 方程 (10.7.3) 一 (10.7.5) 得 
Im y = a rl? 
此 外 , 因为 y 必须 有 频率 依赖 关系 (10.7.10), 所 以 
5 L , 
r= EA wo 一 y) 
对 于 任何 人 射 极 化 ,总 截面 (10.7.3) 现在 是 : 
10 ane? T?/4 
"= (MING 一 mS + ria) (107-15) 
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在 所 有 情况 下 , 当 把 天 线 的 共振 频率 we 调 到 等 于 人 射 波 频率 
纪 时 ,有 效 截面 达 极 大 值 .(10.7.12) 一 (10.7.157 的 考察 表明 ， 
这 个 极 大 截面 的 量 级 是 
Tmax F NA (10.7.16) 
式 中 4 是 波长 2xc/w, 在 理想 情况 下 ,振动 纯粹 通过 发 出 引力 
”辐射 而 衰减 , 我 们 会 有 ? 一 1。 om: BARA, 1 
然 ,这 种 理想 情况 在 实际 上 是 永远 不 会 达到 的 ; 例如 , BATE 
10.5 节 中 求 得 Weber HABERA y 全 3 X 107%, 一 般 说 来 ， 
谐振 子 发 出 引力 辐射 的 损失 率 Ton 依赖 于 天 线 的 总 尺寸 , 这 
是 难于 增加 的 ; 因此 ， 为 了 使 cma 尽 可 能 的 大 , 必须 把 比例 
7 一 Taw/T 中 的 总 损失 率 了 尽 可 能 减 小 ， 使 用 超 流 中 的 某 种 
振动 可 能 做 到 这 一 点 . 
不 过 ,除非 有 了 某 种 强 引 力 辐射 源 ， 其 频率 已 知 , 可 作 我 
们 调谐 的 依据 , 否则 调 天 线 是 没有 什么 好 处 的 . 最 有 希望 的 
Bo), he ER BA hE NP 0532 .已 观测 到 这 个 天 
体 以 2x/8 = 0.03309 秒 的 周期 发 出 光学 , X 射线 和 射频 电磁 
辐射 脉冲 ,正如 在 10.5 节 中 讨论 过 的 ， 人 们 相信 脉冲 星 是 转 
动 中 子 星 ,其 转动 惯量 量 级 为 10”8cm? 而 赤道 椭 率 。 RAI”. 
因而 可 以 推 想 蟹 状 星云 脉冲 星 会 以 w= 28 = 379.8 Hz 的 频 
率 , 以 约 105 e?erg/sec 的 功率 发 出 引力 辐射 . ABR 
距离 为 6500 光 年 , 即 6.2 x 10* cm, 通过 地 球 处 的 引力 辐射 
流 大 约 应 当 是 @ 之 cP erg/sec > cm’, “瞄准 ”并 调谐 到 蟹 状 星 
| 云 脉 冲 星 的 共振 线 型 四 极 天 线 的 蕉 面 Fs CH (10.7.13) 得 出 》 
是 7.4 X 10* cm’, 因此 被 天 线 吸收 的 功率 量 级 将 是 10er 
erg/sec。 例 如 , #1% 107, e 的 量 级 为 10™*, 这 个 功率 的 量 
级 就 是 10 erg/sec。 这 或 许可 能 探测 得 到 ， 遗 憾 的 是 ,为 了 
用 10.5 节 中 讨论 过 的 那 种 铝 柱 来 作 调谐 到 才 状 星云 脉冲 星 的 
天 线 , 馈 柱 就 得 要 有 粗 繁 不堪 的 长 度 \rzyo = 42m), XT E 


. 3246 


最 这 个 困难 ,人 们 可 以 将 天 线 作成 环 , 叉 等 等 形式 ， 对 于 给 定 
的 大 小 , 它们 的 特征 频率 要 比 棒 或 柱 低 些 . Rochester 的 一 个 
小 组 53 正 计划 作 一 个 能 调谐 到 租 状 星云 脉冲 星 的 环形 天 线 ， 

迄今 由 Weber 进行 的 所 有 实验 使 用 的 共振 四 极 天 线 者 
没有 调谐 到 任何 特殊 的 源 ， 因 为 很 值得 怀疑 像 脉冲 星 这 样 的 
音色 源 汪 定 正好 就 落 到 天 线 的 带宽 之 内 ， 这 些 实验 的 真正 且 
标 是 探测 频率 在 2 到 w 十 do ZARA BCw)aw 的 宽带 引 
力 辐 射 ， 如 果 一 个 共振 天 线 暴露 在 这 样 的 辐射 场 下 ， 所 吸收 
的 功率 将 是 ; 

T?/4 
P = Omax | [| Bw) dw 

式 中 omax 是 天 线 在 共振 时 的 有 效 截 面 ， 可 在 (10.7.12)， 
(10.7.13), (1 0.7.14) 或 (10.7.15) 中 令 w = o 得 到 , 如果 Plo) 
在 oo 一 了 到 wo 十 了 这 个 频 区 里 大 约 是 常数 ,就 可 以 把 它 从 
积分 号 下 提出 来 ,于 是 我 们 有 


P = 0 maxP( 009) 2 (10.7.17) 


—SB HAAK TRARY 1r 的 源 , 将 会 达 
到 一 个 准 稳 态 其 中 共振 模式 的 平均 能 量 E 将 使 损失 率 ET 
正好 同 被 吸收 的 功率 P LS: 


E = È = rona, PC (10.7.18) 
T 2 


在 这 种 情况 下 ， 就 可 以 通过 共振 模式 的 平均 激发 能 的 测量 来 
测量 共振 频率 处 的 能 流 ,或 者 至 少 给 它 建立 一 个 上 限 . 例如 ， 
地 球 有 一 个 基本 的 回转 椭 球 振动 模式 Sx4， 周 期 ze/w 是 54 
分 钟 ,衰减 率 了 量 级 为 5 x 10 “sec 其 中 质量 密度 扰动 的 形 
式 为 Cr)Yz"(9。9)。 这 个 模式 的 引力 衰减 率 Tus 量 级 大 约 
是 GM R*w'/c [比较 方程 (10.5.187], 即 大 约 是 107% sec- 所 
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以 分 支 比 ?7 量 级 为 10-”,， 共振 截面 (10.7.15) 这 里 是 7.5 X 
1027 cm ， 即 大 约 为 10—10 cm’, 
1961 年 ，Forword 等 人 从 宁静 期 地 壳 内 平均 应 变 的 地 
震 测 量 中 定 出 Olo) 的 上 限 大 约 是 20 W/cm? Hz. ANIA 
‘a, 通过 把 重力 仪 放 到 月 球 上 去 aa( 从 地 震 学 上 看 ,月 球 比 地 
球 宁静 得 多 ), 可 以 对 @ 定 出 好 得 多 的 上 限 .。 . 
”对 于 辐射 时 间 : 小 于 天 线 弛 豫 时 间 1/7 的 “爆发 " 源 ,天 

线 收 到 的 总 能 量 将 是 : 


AE = Pr 一 xanax@(Coo)z 2 


于 是 可 以 定 出 爆发 时 在 束 宽 了 内 到 达 天 线 的 单位 面积 上 的 能 
量 是 


E = Dorr = 22E 


RK 


(10.7.19) 


然而 ,如 果 源 的 辐射 时 间 : < 1/T, 它 的 带宽 必须 大 于 IT; 所 
以 在 爆发 中 每 单位 面积 的 总 能 量 必须 大 于 E, 所 大 的 倍数 比 
(rT) 还 大 . 

到 现在 为 止 ， 字 宙 中 存在 引力 辐射 的 仅 有 的 肯定 迹象 还 
是 来 自 Weber 的 实验 中 ,他 用 来 作为 天 线 的 是 10.5 节 中 描述 
过 的 铝 柱 ,这 些 天 线 的 频率 和 “分 支 比 "是 : 

| wo/2r = 1660 Hz 7 一 3 x 107" 
[见方 程 (10.5.207 ] 所 以 在 方程 (10.7.13) 中 令 o = w 并 对 螺 
旋 量 平均 ,我 们 得 到 共振 截面 : 
Gmx 一 2.9 X 107” sint 6 cm? 
如 果 能 够 与 热 涨 落 区 别 开 来 的 最 小 能 量 增 量 AE BAT. R 
者 在 室温 下 是 4 x 10M erg. 那么 根据 《10.7.19) 可 以 探测 到 
引力 辐射 爆发 的 条 件 是 ,在 束 宽 里 每 单位 面积 的 能 量 4 满足 
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RA: 

E 29X10 erg/em? 当 0 = x/2 
《通过 仔细 处 理 数 据 , 实际 上 可 能 性 还 会 大 一 点 ) 只 观测 单个 
网 柱 里 的 脉冲 数 不 能 排除 如 下 可 能 性 ， 即 这 些 脉冲 是 来 自 一 
些 非 热 燥 音 《如 像 地 震 扰 动 . 电 暴 、. 宇 宙 线 等 等 ); 所 以 Weber 
寻找 相隔 一 干 公里 的 铝 柱 中 的 符合 脉冲 ,一 端 在 Maryland 的 


REA, mÆ Minois 
的 Argone 国立 实验 室 ;” 
1969 Æ, Weber”) 报道 了 
100 多 次 符合 脉冲 ,其 发 生 
率 表明 平均 引力 辐射 流 
CET ~ 0.1 Hz 的 带宽 内 7) 
AAV 0.1 erg: cm sec, 
RAM, Weber 
发 现 符合 脉冲 率 同 恒 量 时 
有 关 ， 如 果 引 力 辐 射 来 自 
银河 系 中 心 ， 这 种 相关 多 
少 同 预期 的 sint 0 天 线 图 
样 一 致 ，( 见 图 10.1) 银 河 - 
系 中 心 离 地 球 约 2.5 x 10” 
cm, 故 观测 到 0.1 erg:cm™, 
sc 的 能 流 就 表明 能 量 产 
生 率 大 约 是 8 X 104erg/ 
sec 或 者 0.013M ec?/ 年 ,这 
本 身 倒 不 那么 信人 ， 但 因 
为 Weber 的 天 线 没 有 调 
谐 到 任何 特定 的 频率 3 在 
1660 Hz 处 0.1 Hz 的 带宽 


银 心 银 心 


| | | 


4h Bh 12h 16h 20h Z4 
恒星 时 

图 10.1 发 自 银 心 的 引力 辐射 的 

BR, 这 里 画 出 了 Weber 观 

测 的 检 波 器 强度 (以 任意 单位 》 同 

恒星 时 的 关系 ， 科 头 表 示 天 线 几 


. 平 与 到 银 心 的 视线 垂直 时 的 恒星 


时 ， 圆 转 内 的 数字 给 出 每 个 时 中 
里 驶 测 到 的 符合 数 , 
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内 每 年 产能 0.01M oc? 可 能 表明 总 产能 比 此 数 高 10 至 105 倍 ， 
即 约 为 10 到 10°M ecz/ 年 . 以 这 样 的 速率 ,银河 系 的 全 部 质量 
就 会 在 10° 到 10 年 内 用 光 ! 如 果 Weber 确实 观测 到 了 来 
自 银河 系 中 心 的 引力 辐射 。 要 么 就 是 他 所 检测 到 的 频率 碰巧 
正 是 大 多 数 这 种 引力 辐射 发 射 的 频率 ; 要 么 就 是 他 发 现 了 一 
种 新 能 源 ,强大 到 不 可 思议 . 

Weber 也 寻找 了 标量 辐射 ， 用 的 是 一 个 具有 单 极 振动 模 
式 的 咒 盘 ,其 频率 和 圆柱 一 样 也 是 1660Hz。 观 测 到 的 符合 率 
比 圆柱 对 的 小 得 多 ; 同 恒星 时 符合 的 明显 相关 与 纯 张 量 理论 
一 致 09. - 
现在 已 制定 了 一 些 以 高 得 多 的 精度 重复 Weber 实验 的 
计划 。 在 Staniord™ 计划 的 一 个 重要 改进 , 是 让 圆柱 天 线 在 
极 低温 度 下 (绝对 温度 千 分 之 几 度 范 围 内 ) 工 作 ， 如 果 天 线 是 
受热 燥 声 限制 ,那么 把 温度 降低 到 10-; 倍 ,灵敏 度 就 会 增加 
105 倍 。Moscow 的 一 个 小 组 BE 正在 用 改善 了 的 仪器 进行 引力 
辐射 实验 , 并 正在 设计 一 些 新 型 引力 波 天 线 C、 Weber 用 新 
的 天 线 和 仪器 继续 着 他 的 观测 。 目前 , 理论 家 最 好 是 等 待 实 
验 工作 者 们 对 于 引力 辐射 是 否 确 实 已 经 观测 到 的 问题 达到 某 
种 一 致意 见 . 


8. 引力 的 量子 理论 * 


现在 还 没有 任何 完备 而 自治 的 关于 引力 的 量子 理论 ， 要 
在 这 本 书 中 详细 讲述 为 建立 这 样 的 理论 而 作 过 的 努力 ， 也 会 
是 不 适当 的 ， 不 过 , 让 读者 领略 一 下 引力 的 量子 理论 会 像 什 
么 样子 ,倒是 可 能 而 且 也 许 是 有 益 的 事 . 

从 最 简单 的 水 准 开始 ,我 们 把 波 矢量 为 ko BERL 土 2 的 
引力 平面 小 解 释 成 是 由 引力 子 组 成 的 ， 引 力 子 这 种 量子 的 
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能 量 动量 矢量 为 pak, Kew does bib ey 
士 2 户 〈( 这 里 声 一 1.054 X 1077 erg + sec), AA kuk" = 0, KR 
光子 和 中 微 子 一 样 , 引 力 子 是 零 质量 粒子 。 按 照 方程 (2.8.4)， 
4 维 动量 均 为 p = 训 * 的 引力 子 集合 的 能 量 -动量 张 量 是 : 

T wy = Make N (10.8.1) 


式 中 .人 是 单位 体积 内 引力 子 的 数目 ,把 上 式 与 引力 平面 波 的 
结果 


O = 1 
比较 ,我 们 得 出 结论 ,平面 波 中 旋 量 为 士 2 的 引力 子 的 数 密度 


E 
FE 


ti Cesl? + fe] (10.8.2) 


jel? (10.8.3) 


NESEN, +t N- = z (一 二 ea 站 


l6xiG 


按 同 样 方法 ， 我 们 可 以 把 任意 系统 放出 引力 辐射 功率 的 
AA (10.4.13 解释 成 是 给 出 了 将 能 量 为 io 的 引力 子 发 射 到 
立体 角 aQ 中 去 的 速率 aT; 
dP _ God9 
ho An 


x TH*(h, w) Tulk, 0) — EI THC, ©) (10.8.5) 


dr = 


不 过 ,能 量 -动量 张 量 T” (k, o) 现在 必须 解释 成 是 终 态 和 初 
态 之 间 能 量 -动量 张 量 算 符 的 矩阵 元 。 特别 是 , 在 四 极 近 位 
中 对 于 通过 发 出 引力 辐射 而 完成 跃迁。 一 5 的 原子 ， 总 速率 


°. 329。 


如 


2Go5 


TCa> b) = 
Ca b) 3h 


[Die > pila +8) — 4 [Die > 8) 中 


(10.8.6) 
式 中 


Di(a > b) = me | bE Cx) rx (xX) dx (10.8.7) 


由 和 by HORMAA BM, Pin, SIR FAY 34Cm = 2) 态 
HES 1S 态 发 射 一 个 引力 子 的 速率 是 : 

22 Gmi c 
3755(137)°H? 
不 必 说 ,不 可 能 观察 到 这 样 的 姥 迁 . 

上 面 的 估计 是 用 于 发 射 引 力 子 而 产生 路 迁 的 过 程 , 故 引 
力 子 具有 确定 的 频率 o 一 CE。 一 E)/#。 我 们 也 可 以 考虑 以 任 
何其 他 方式 进行 的 过 程 (例如 粒子 之 间 的 碰撞 ), 并 间 在 这 种 
过 程 中 发 射 引 力 子 的 几率 多 大 .这 里 可 能 产生 的 引力 子 的 频 
率 形成 连续 谱 , 所 以 我 们 使 用 发 射 能 量 的 公式 (10.4.22), 并 除 
以 hw。 于 是 ,在 立体 角 49 和 频率 范围 4w 内 发 射 引力 子 的 
几率 就 是 : 


TGd—> 1s) 一 = 2.5 X 10 sec™! 


dP = Gw?dwd QP, NNNM - 
Zaho wou (Py .AD)CPu e k) 
X les ， Puy 一 = mimi | (10.8.8) 


式 中 , P AT SE AN EA LR, 对 和 MM 的 
求 和 也 是 遍历 处 于 初 态 (7 一 一 1) AAS (7 一 十 1) 中 的 所 
有 粒子 。 这 个 公式 也 已 经 用 纯 量子 力学 的 方法 推导 出 来 
ye, 
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应 当 注意 到 , 发 射 几率 dP 是 与 4w/w 成 正比 的 (分 母 中 
的 因子 P .正比 于 w)， 所 以 在 碰 挤 中 发 出 引力 辐射 的 总 几 
RE o> co 和 wm- 0 时 都 对 数 式 发 数 ， 第 一 种 C R 
发 散在 经 典 情况 下 就 遇 到 过 ， 其 原因 就 是 因为 用 了 瞬时 磁 撞 
近似 ;这 种 发 散 可 以 通过 在 o ~ 1/At ~ E/A 处 截断 .o- 积 分 
消除 掉 , 这 里 Ar 是 碰撞 的 持续 时 间 ， 按照 测 不 准 原理 , EB 是 
碰撞 的 某 种 典型 的 特征 能 量 . 第 二 种 ,或 者 说 在 w= 0 的 “ 红 
外 ”发 散 是 一 个 纯 量 子 力学 问题 ; 它 在 这 里 出 现 只 是 因为 我 们 
Mio 去除 发 射 能 CE 而 得 到 发 射 几率 。 只 要 认识 到 由 于 
虑 引力 子 的 发 射 和 再 吸收 ， 没 有 引力 辐射 时 发 生 碰 撞 的 几率 
P, 本 身 就 对 数 发 散 , 而 且 这 些 发 散 彼此 抵消 29, 这 个 问题 就 不 
存在 了 .由 此 可 见 ,。 只 要 我 们 一 旦 接受 了 关于 引力 辐射 的 量 
子 性 质 的 最 基本 的 思想 ， 就 必须 全 面 考 虑 实 引力 子 和 磺 引 力 
子 的 基本 结构 。 

引力 辐射 的 量子 解释 使 人 们 能 简单 地 导出 引力 子 的 吸收 
和 发 射 之 间 的 关系 ,在 温度 为 工 的 物体 中 想像 一 个 黑体 腔 , 这 
个 物体 大 而 密 , 因而 它 对 引力 辐射 不 透明 。 腔 里 充满 电磁 辐 
射 和 引力 辐射 与 容器 处 于 平衡 ， 采 用 对 电磁 辐射 得 到 Planck 
` 分布 律 的 同样 统计 论证 ,我 们 可 以 得 出 结论 说 ,单位 体积 内 频 
RE o Fj w 十 dw 之 间 的 引力 子 数 是 


n(a)dw = oe [ee 全) 一 f° (10.8.9) 
AH k = 1.38 X 107% erg/°K 是 Boltzmann 常数 (推导 这 个 
结果 的 关键 是 引力 子 象 光子 一 样 具 有 两 个 独立 的 极 化 态 ) .为 
了 维持 平衡 ,容器 壁 内 单个 引力 子 的 吸收 率 4Cw), 单位 体积 
内 在 频率 和 w + do 之 间 发 射 引力 子 的 速率 ECo)do , 必 有 
具有 如 下 关系 : 

~ ACa)n(w)dw = E(w)dw (10.8.10) 
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这 个 式 子 也 可 以 写成 29 
E(m) = Ilu) + SCa) ; €10.8.11) 

式 中 
SCo) = (er (- z) Ato) (10.8.12) 
ICa) = n (0) exp (- pa Ata) (10.8.13) 
我 们 把 SCo) 解释 为 每 单位 体积 每 单位 疾 率 间隔 自发 地 发 出 
引力 辐射 的 速率 , [方程 (10.8.12) 也 可 以 从 发 射 和 吸收 之 间 的 
“交叉 对 称 狂 ”推导 出 来; wz/ 过 是 “ 相 空 间 " 因 于 ,ezp (一 72) 
是 Boltzmann 因子 ,代表 原子 处 在 准备 发 射 引力 子 的 绞 高 能 
级 上 ， 或 者 是 处 在 准备 吸收 引力 子 的 较 低能 级 上 的 相对 几 
率 ]， 余 下 的 项 T Co) 同 =(o) 成 正比 , 可 解释 为 单位 体积 音 
位 频率 间隔 内 受 党 引力 辐射 的 速率 ， 这 个 效应 归 因 于 引力 子 
气体 的 Bose 统计 cm. 

方程 (10.8.12) 和 (10.8.3) 的 好 处 在 于 ,即使 当 引 力 辐 身 
没有 同 物质 平衡 ,不 能 由 方程 (10.8.9) 得 到 xCw) 时 ,它们 还 
是 成 立 的 .唯一 的 要 求 是 物质 处 于 温度 为 了 的 热平衡 中 ， 例 
如 , 只 要 引力 子 的 频率 w 处 在 范围 w 之 w 过 KT/ 内 , 我 们 
就 可 以 将 方程 (10.4.26) 除 以 ho 来 计算 非 相对 论 性 气体 中 单 
位 体积 单位 频率 间隔 内 自发 发 射 引力 子 的 速率 Slo). 于 是 
应 用 方程 (10.8.12) 即 得 这 种 引力 子 的 吸收 率 是 : 


Alo) 一 8xG 之 Harare a | Sa sin? dQ) 


Siw’ G 
这 种 间 o 成 比例 的 行为 可 以 使 育 温 气体 中 低频 引力 子 的 
A 《wm) 很 大 。 不 过 受 激 发 射 的 效应 是 把 有 效 吸 收 率 减少 
4o/kT 倍 , 在 目前 的 宇宙 中 ;看 来 还 没有 任何 情况 ,其 中 引力 
辐射 的 吸收 有 重要 作用 ， 
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前 面 所 讲 的 内 容 可 以 称 之 为 引力 的 “ 半 经 典 ” 理论, 真正 
的 引力 量子 论 的 发 展 不 幸 要 困难 得 多 .解决 这 个 问题 的 一 条 
途径 是 构造 能 够 描述 引力 子 产 生 和 潭 灭 的 相互 作用 Hamilton 
量 ， 然 后 以 这 种 作用 量 的 竹 级 数 来 计算 跃迁 几率 。 Hamilton 
量 通常 可 以 从 量子 场 构 造 出 来 ,形式 为 : 


hale) => | etek, menlk, wexp Gkr”) 


+ atk, u)ež,(k, wexp(—ikax*)} (10.8.14) 
AE ca Ck, w) 是 动量 为 bh 螺旋 量 为 4 的 引力 子 极 化 张 量 . 
a(k, u) 和 a+ (k, u) BW Re PF ERR, OR 
足 对 易 关 系 : 

[aCk, u), atk, w)] = (k —k’)6,,, (10.8.15) 

Lalk, g), a Ck’, w')] = [a7 Cs, p), ak’, u) = 0 
(10.8.16) 
这 条 途径 的 困难 来 自如 下 事实 ， 即 只 要 旋 量 限于 物理 
{Ew = £2, 算 符 (10.8.15) 就 不 可 能 是 Lorentz 张 量 ; 正如 
BUTE 10.2 节 中 看 到 的 ,真正 的 张 量 会 有 旋 量 值 0, +1 以 及 
+2, 我 们 确实 可 以 从 一 个 真 张 量 出 发 然后 对 eu 施行 规范 变 
换 以 消去 非 物理 的 旋 量 0 和 +1, 但 我 们 一 旦 这 样 选择 了 
规范 ，h, 就 不 再 是 一 个 张 量 了 .。 换个 方式 来 说 , 规范 条 件 
《如 人 象 当 k 沿 第 三 轴 时 €135 EBs €109 2> Eos C03 为 零 这 种 陈述 ) 
不 是 Lorentz 不 变 的 , 故 如 果 我 们 指定 这 些 分 量 为 零 , 那么 在 
Lorentz 变换 AY 下 , hy 将 不 是 简单 地 变 为 A2Ashos, 而 是 将 受 
到 一 个 附加 的 规范 变换 2, | 

de Oe, 


Co 
hus > AA hoo + oS f + Dar 


从 这 样 一 种 对 象 构造 出 Hamilton 量 而 要 得 到 Lorentz 不 变 
的 跃迁 几率 ,不 是 一 件 容易 的 事情 。 
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有 两 种 可 能 的 方法 来 克服 这 一 困难 .一 种 可 能 性 是 承认 
Am 的 非 张 量 性 质 ， 并 用 非 协 变 的 Hamilton 表述 来 推出 计算 
跃迁 振幅 的 Lorentz 不 变 的 法 则 噶 ， 在 电动 力学 中 这 是 不 难 
作 到 的 ， 但 在 广义 相对 论 中 引力 场 的 自 相 互 作用 直到 今天 还 
阻碍 着 这 个 计划 的 完成 。 由 Feynman 首创 的 另 一 种 方法 
是 从 明显 Lorentz 不 变 的 计算 法 则 开始 ， 然 后 设法 用 某 种 方 
式 阻 止 旋 县 为 零 或 +1 的 非 物理 的 粒子 在 物理 态 中 出 现 .这 
个 计划 在 Fadeev?! Mandelstam™), 和 DeWitt 等 人 的 工作 
中 已 经 成 功 地 实现 了 ， 

遗憾 的 是 ， 在 引力 的 量子 理论 中 计算 跃迁 几率 的 一 般 法 
则 的 陈述 只 是 进一步 证 实 有 另 一 个 困难 的 存在 ， 这 个 理论 包 
含 着 大 蕊 动量 的 积分 所 产生 的 无 限 大 ， 量 子 电 动力 学 包含 着 
类 似 的 无 限 大 , 但 只 是 在 三 、 四 个 特殊 的 地 方 , 在 那里 可 以 用 
质量 ,电荷 和 波 函 数 的 重 整 化 来 处 理 它们 9， 与 此 相反 ,引力 
的 量子 理论 中 却 包 含 着 无 限 多 种 的 无 限 大 ， 正 如 可 以 通过 初 
等 的 量 岗 分 析 看 到 的 那样 .引力 常数 的 量 纲 是 4/o°, 故 无 量 


纲 几 来 幅 中 量 级 为 "的 项 将 像 动 量 空 间 积分 | pap 那样 


KK. 就 这 方面 说 来 , 引力 理论 更 像 其它 不 可 重 整 化 的 理论 ， 
例如 8 衰变 的 Femi 理论 , 而 不 像 量 子 电动 力学 . 

虽然 有 这 些 困难 ， 还 是 已 经 能 从 引力 的 量子 论 中 作出 了 
一 个 非常 重要 的 结论 ”要 构造 一 个 质量 为 零 , 旋 量 为 士 2 的 
KTH Lorentz 不 变 的 量子 理论 而 不 在 该 理论 中 建立 某 种 规 
范 不 变性 ,是 完全 不 可 能 的 如 ,因为 只 有 建立 了 某 种 规范 不 
变性 , 非 张 量 场 和 的 相互 作用 才能 产生 Lorentz 不 变 的 路 迁 
振幅 . 然而 , 我 们 在 10.2 节 中 看 到 ,引力 辐射 的 理论 的 规范 
不 变性 是 因为 广义 相对 论 是 广义 协 变 的 。 而 正如 41 节 中 讨 
“, 论 过 的 那样 ,广义 协 变 只 不 过 是 等 效 原理 的 数学 表示 ,因而 等 
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效 原 理 (整个 经 典 广义 相对 论 就 建立 在 它 的 基础 上 ) 似 乎 本 身 
就 是 引力 的 量子 论 应 该 是 Lorentz 不 变 的 这 个 要 求 的 结果 


9. 引力 场 中 的 引力 扰动 ” 


前 面 各 节 介 绍 了 在 Minkowski 空 - 时 中 的 弱 引 力 波 性 质 
的 Lorentz 不 变性 的 理论 。 建立 一 个 广义 协 变 的 理论 , 说 明 
弱 引 力 扰动 在 原来 存在 的 引力 场 9,, 中 如 何 传 播 ;对 于 讨论 宇 
宙 论 的 第 十 五 章 将 是 有 用 的 . 

根据 方程 (6.1.5), 如 果 gu。 受到 某 种 扰动 变 成 gm 十 5gw 
而 且 589。。 很 小 ,那么 准确 到 59% 的 第 一 阶 , BATA: 


人 
Ri = Ta 一 Plis + aTa? 
x" 
+ 0,02, — OTT}, — ThT 
式 中 57T*。 是 仿 射 联络 的 变 分 : 


Ti, 一 —9459,,T%, + 2 gi | se + 289w _ O99 | 


Ox” Ox" Ox? 
我 们 注意 到 oT], 可 以 表示 为 张 量 形式 : 
Th, = > gie[(5guw)j， 十 (89 p — CIav): 0] 
(10.9.1) 
协 变 导 数 当 然 是 用 未 扰动 的 仿 射 联络 TL, 来 构造 的 ， 因 为 
6T2, 是 一 个 张 量 ，Ricci 张 景 的 变 分 也 可 以 用 协 变 导数 写 出 
来 : 
SR ue = (OT); a — CORD: 2 (10.9:2) 
这 叫做 Palatini BER. 利用 gm， 可 以 把 它 写 为 : 
8R u 一 > IPE (6910); use — (09pn); usa 
= C89 0): us a + (89 ux); pt i] (10.9.3) 
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这 里 假定 对 于 米 扰 动 引力 场 9w MAM BM MH Tavs 
Einstein 场 方程 是 成 立 BY. 对 于 Guy + 69» 和 Tat OT ns 
Einstein 场 方程 也 应 成 立 的 条 件 是 ， 


5 91 C892.) suite == CPA RE -= (ELPA NE -+ C89 uei p:a 


= —8rG lor., 一 > I uI ET po + I pIa T?” 


一 土 sou7o] (10.9.4) 
2 
源 项 Tw» 也 服从 守恒 定律 : 
- = (6T"*),, + T*3T", + ToT hy (10.9.5) 
这 些 方程 的 广义 协 变性 是 显然 的 . l 


正如 对 于 Minkowski 空 -时 中 的 引力 波 一 样 ， 把 物理 扰 
动 同 仅仅 是 坐标 系 的 改变 区 别 开 来 在 这 里 是 重要 的 . 为 了 这 
个 目 的 让 我 们 考虑 一 般 的 无 限 小 坐标 变换 : 
XX = r — Et(X) (10.9.6) 
式 中 er*(x) 是 一 个 任意 的 无 限 小 矢量 场 , 张 量变 换 法 则 中 出 现 
的 偏 导 数 这 里 是 : 


Ox! ge — EEC) 

Ox? ° Ox? 

Ox’? Oe” (x) 

SE py + SEN) cet 
Ox’# Ox* Ce) 


因为 Einstein 方程 是 广义 协 变 的 ,而 且 9s(x) 是 对 于 能 量 - 动 
EKE ToC) 的 解 ,由 此 可 知 9%,(x) 是 对 于 Tale) 的 解 ,这 
里 : 

Sine) 一 ge) + PILED sx(e) + OCE) 


= Ie) + I(x) PLD 


+ gus(x) Oe) 十 O) 


对 于 Tw(x) 亦 然 . BAROAT, 我 们 得 出 结论 : EMIK 


量 


gi,(%) = Ipah) + AG ve) (10.9.7) 
是 Einstein 方程 对 于 能 量 -动量 张 量 : 
Tuy) = T Cx) + A:T w(*) (10.9.8) 
的 解 , 式 中 
Asg = Epio 十 Evin (10.9.9) 


AGT pp = T iv + OT Ease t T pat? (10.9.10) 
(注意 , 除了 9,. 的 协 变 导数 为 零 ， 而 Tw 的 协 变 导 数 不 为 零 
以 外 ，As9s MAT. 具有 相同 的 形式 .》 由 此 得 知 〈 并 且 不 
难 直接 验证 )，59g 一 Asgu 是 场 方程 《10.9.4) 对 于 源 拓 动 
aT yy 一 AsTmm 的 解 ， 但 是 方程 (10.9.47 是 线性 微分 方程 , 因 
此 ,给 定 了 任何 解 9 以 后 ;我们 总 可 以 找到 形 如 859 十 Ag 
的 具有 完全 相同 的 物理 内 容 的 其 它 解 。 对 于 任意 函数 e+(x)， 
可 以 任意 地 添加 AS o 项 , 这 一 点 相当 于 10.1 节 中 讨论 过 的 
“规范 不 变性 ”. 
方程 (10.9.9) 和 《10.9.10) 中 引进 的 算 符 A. 可 以 推广 到 
任意 张 量 ,只 需 说 明 涉 及 该 张 量 同 e 的 协 变 导数 缩 并 的 项 ,对 
于 每 个 协 变 指标 应 取 十 号 而 对 每 个 逆 变 指标 应 取 一 号 ， 也 就 - 
是 说 ,对 于 标量 ,我 们 定义 : 
l . . A.S = Sne? 
对 于 矢量 我 们 定义 ; 
AV a = V'ez g + Vas as? 
A.U! = —U*e#, 1 十 U4, ,8* 
Ft as EA Sk RATE XM: 
AT” = — Te”, a — THe”, + TH, 64 
AT", = — Theta + Teh, + Tie 
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等 等 , 按 这 种 方式 定义 的 A。 叫做 Lie 导数 ,一 般 说 来 ,无 限 小 
坐标 变换 对 于 任何 张 量 工 的 影响 是 ， 新 张 量 等 于 在 同一 和 坐标 
点 的 老 张 量 加 上 Lie 导数 AT. 容易 证 明 , 算 符 A 具有 同 
普通 导数 和 协 变 导数 相同 的 抽象 性 质 ， 它 是 线性 的 ， 

A.[@A", + bB*,) = aA, A", + bA,B*, 
(4a, b ERREN) 
CRE Leibniz 法 则 ， 
| A.(A4,B*) = BA, A", + AXA. Bt 
它 同 缩 并 运算 对 易 ， 
SAT = A, THe = —T%et,, + T, pe 
FIE ITA. HE DEEN Lie 导数 是 : 
A:T uy = PAI p 十 guAe + Cp + e)LU,AU, 
+ U,A.U,] + U,U [Aw + Aco] 
所 以 Aug 是 Einstein 方程 对 于 其 速度 、 压强 和 密度 分 别 受 
到 扰动 AU,, AP 和 Aso 的 流体 的 解 ， 
除了 均匀 各 向 同性 的 未 扰动 度 规 gu 的 简单 情况 外 ， 场 
方程 〈10.9.47 的 解 是 非 党 复杂 的 ， 这 种 简单 情 况 我 们 将 在 
15.10 节 中 讨论 . 
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第 十 一 章 Bi Fare 


引力 场 是 如 此 微弱 ， 以 至 天 体 物理 学 家 在 实践 中 通常 可 
以 不 顾 广义 相对 论 ， 本 章 将 讨论 相对 论 效应 在 其 中 起 重要 作 
用 ( 某 些 情况 下 其 至 是 决定 性 作用 ) 的 各 种 天 体 。 其 中 之 一 是 
中 子 星 一 一 主要 上 由 中 子 组 成 并 由 中 子 简 并 压强 支持 以 抵抗 声 
缩 的 " 冷 " 旺 ， 另 一 种 是 超大 质量 星 ， 即 由 辐射 压 支持 的 巨大 
天 体 ， 其 中 广义 相对 论 效 应 可 以 打破 稳定 和 不 稳定 之 间 的 平 
可 抗 


拒 的 引力 志 缩 中 的 一 种 天 体 . 
中 子 星 和 黑洞 的 存在 是 本 世纪 三 十 年 代 在 纯 理论 的 基础 
上 提出 来 的 , 主要 通过 J. Robert Oppenheimer 及 其 合作 者 们 
的 工作 。 然 而 在 六 十 年 代 光 学 和 射电 天 文学 家 的 协同 努力 开 
始 扬 示 出 许多 奇 怪 的 新 天 体 以 前 ， 这 些 蜡 平 寻 常 的 东西 仍然 
只 是 教科 书 上 的 珍品 . 
首先 发 现 的 是 类 星体 (QSO)， 这 种 天 体 具 有 关 似 恒星 的 
光学 象 ， 通 常 含有 强大 的 致密 射电 源 ， 它 们 的 红 移 A/M 
0.131 到 差不多 3 之 间 。《〈 见 图 11.1.) 人 们 可 以 对 这 些 红 移 提 
出 三 种 不 同 的 解释 : 它们 可 能 来 源 于 由 局 部 爆炸 或 者 由 非常 
遥远 天 体 的 普遍 宇宙 学 退行 ( 见 第 十 四 章 ) 所 产生 的 Doppler 
效应 ,也 可 能 起 源 于 这 些 天 体 自 身 的 强大 引力 场 ， 无 论 如 何 ， 
广义 相对 论 效 应 很 可 能 要 在 类 星体 的 解释 中 起 重要 作用 ， 如 
果 这 些 天 体 比较 近 , 而 以 相对 论 性 速度 运动 , 那 就 必须 发 现 某 
种 能 源 能 够 以 几乎 100% 的 效率 把 质量 转变 为 动能 . 如 果 类 
星体 处 在 字 宙 学 距离 处 ， 则 它们 的 光学 视 光 度 表 明 其 绝对 光 
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3C (48) 3c (147) 


3C (273) ` 3C (196) 


11.1 MAZEE. 这 些 照 片 是 按照 射电 天 文学 家 测定 的 
ROB, MHRS dA 200 英寸 望远镜 拍摄 的 . 


度 比 最 大 的 星系 还 大 得 多 , 故 仍然 需要 强大 的 新 能 源 .看 来 只 
有 引力 吸引 可 以 提供 适当 的 能 源 ， 因 此 类 星体 的 发 现 重新 唤 
ET AMM FS DARREN. 最 后 , 如 果 类 星体 
的 红 移 是 引力 红 移 ,那么 这 些 天 体 就 必须 是 高 度 压缩 的 ,以 至 
只 有 用 广义 相对 论 (而 不 是 Newton 力学 ) 才 能 理解 它们 的 结 
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构 。 类 星体 仅仅 是 近年 来 发 现 的 一 系列 了 解 得 不 充分 的 天 体 
中 最 突出 的 代表 . 这些 天 体 包括 Seyfert 星系 ,具有 强 致密 身 
Hit US ER AX 射线 源 、 某 些 情况 下 似乎 在 爆炸 的 星系 
核 ,等 等 。 还 不 清楚 广义 相对 论 同 这 些 天 体 的 关系 (如 果 有 的 
BHA. 

过 去 几 年 中 发 现 了 一 种 新 的 不 平常 的 天 象 一 一 脉冲 星 ， 
即 以 十 分 之 九 Hz 到 30 Hz 的 规则 频率 脉冲 的 射电 源 ， 脉冲 
量 往 入 和 以 同样 频率 脉冲 的 光学 甚至 X 射线 源 在 一 起 ， 现 在 
看 来 普遍 一 致 的 观点 是 ， 脉 冲 星 就 是 本 世纪 三 十 年 代 从 理论 
上 预言 的 中 子 星 , 但 是 具有 很 快 的 自转 速度 ,以 某 种 方式 产生 
了 观察 到 的 脉冲 . 

类 星体 ,星系 核 、 脉冲 星 等 等 的 实际 讨论 , 将 要 求 我 们 考 
虑 辑 射 能 量 的 输 运 , 中 微 子 能 量 输 运 \ 沸 流 、 核 力 , 磁 场 , 尤其 
是 自转 的 影响 , 也 需要 讨论 要 用 电子 计算 机 进行 的 繁重 计算 ， 
在 准备 本 章 时 ， 我 仅 限 于 那些 无 需 太 多 麻烦 就 可 以 解析 地 选 
行 的 最 简单 的 计算 .这 些 简 单 计 算 对 于 详细 理解 天 文 观测 事 
实 不 是 非常 有 用 ， 但 是 却 对 了 解 广义 相对 论 在 天 体 物 理 现象 
中 可 能 起 到 的 作用 提供 了 有 价值 的 线索 . 


”1 星体 结构 的 微分 方程 


我 们 首先 建立 一 种 广义 相对 论 方法 ,以 计算 球 对 称 静态 
星体 内 部 的 压强 ,密度 和 3 引力 场 . l 
度 规 取 成 8.1 节 中 讨论 过 的 “标准 ”形式 ， 
-In = Ar), Gee = 71, Ipp = sinb, 9, = —BCr) 
9 一 0 Ñ u*v (11.1.1) 
假设 能 量 -动量 张 量 和 理想 流体 的 相同 ( 见 5.4 节 ): 
Tue = Pan + (p + pU,U, (11.1.2) | 


©3446 


?为 国有 压强 ,2 为 固有 总 能 量 密度 , U* 是 速度 四 维 矢 量 , 定 
g”U,U, 一 一 1 (11.1.3) 
A A aA FE EAS, PRATER 
U, = Up = U, = 0; 
:一 一 (一 0900 一 一 VECOD (LA) 
由 与 时 间 无 关 的 假设 及 球 对 称 的 假设 可 知 ，P? 和 ? 只 是 径 向 
坐标 + 的 函数 . . 
利用 式 C11.1.1) 一 (11.1.4) 以 及 由 式 (8.1.13) 给 出 的 Ricci 
张 量 分 量 ,我 们 发 现 Einstein 场 方程 (7.1.15) 变 为 


Re = BB (£4 EB) A 
2B 4B\A B rA 
= —4nG(p — p)A (11.1.5) 
Re 一 一 1 十 一 (-4+2)+ I 
24\ AB A 
= —4nG(p — p)r? (11.1.6) 
R, =~ 2+ 2 (448) 2 
24 44\4 B rA 
= —4xG(p + 3p)B - ALLJ 


MERR d/dr. 《我 们 无需 写 出 Row 的 方程 ， 它 和 Ree 的 方 
程 全 同 , 也 无 需 写 出 Re 的 非 对 角 元 的 方程 ,它们 只 不 过 是 零 
等 于 零 . ) 此 外 , 我 们 可 以 回 亿 流体 静 力 平衡 方程 《5.4.57， 


B’ 2p 
一 一 一 11.1.8) 
B ptp ‘ 


解 这 些 方程 的 第 一 步 是 导出 上 只 含 4(r) 的 方程 。 为 此 , 先 
构造 如 下 量 


Ry + Roe |. Ry = A’ _ 1 + i 
24 r? 2B rA ro Ar 
= — 8Gp © (11.1.9) 
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这 个 方程 可 以 改写 为 


(£) = 1 — 8xGpr’ (11.1.10) 
ACO) 有 限 的 解 是 
a) = fji — 222 CLL11) 
式 中 
M0) = | Aar oar! (11.1.12) 


现在 我 们 可 以 用 (11.1.11) 和 (11.1. 8) 来 消去 方程 (11. 1.6) 
中 的 引力 场 ACr) 和 BCO), 于 是 得 
Ta t] Gute 
r p+p r 
— 4xGor? = —4xGCp — p)r? 


—1+[1- 


我们 把 它 重新 写 为 


rozer oole 
oCr) 


读者 可 以 认 出 这 个 微分 方程 就 是 Newton 天 体 物 理学 中 的 基 
本 方程 ( 见 11.3 节 ), 但 加 上 了 后 面 三 个 因子 所 提供 的 广义 相 
， 对 论 改正 . 

RNERRAE RHC S IMME, BRE MAT EY 
AO LRD * 在 整个 星体 中 不 变 的 那 种 恒星 。 有 两 类 很 不 相 
同 的 恒星 就 属于 这 种 情况 : 
| (A) 处 于 绝对 零度 的 恒星 。 4 SERRE T 它 的 热 核 

BAS ea BT RES 29 eB (11.3 节 )、 或 者 中 子 星 C114 和 节 ), 这 
些 星 体内 的 温度 基本 上 是 绝对 零度 ， 根 据 Nent EA, Ho 
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在 整个 星体 中 将 等 于 零 . 

(BR) 处 于 对 流 平 衡 的 恒星 ,如 果 量 星 内 部 最 有 效 的 能 量 
输 运 机 制 是 对 流 ， 那 么 平衡 时 比 焙 在 整个 星体 中 必须 近 于 常 
数 ,因为 在 相反 的 情况 下 ,包含 4 个 核子 的 小 流体 元 在 从 恒星 
”的 某 一 部 分 输 运 到 另 一 部 分 时 将 会 获得 或 失去 能 量 4As/7， 
因而 对 流 就 会 破坏 能 量 平衡 。 一 般 假设 11.5 节 中 讨论 的 超大 
质量 星 就 处 于 对 流 平衡 中 . 

此 外 ,我 们 还 假设 ,所 考虑 的 星体 内 部 具有 处 处 不 变 的 化 
学 组 成 . | | 

前 面 这 些 假 设 的 重要 性 在 于 ， 压 强 ?一般 可 以 表示 为 密 
BE o, EM s 和 化 学 组 成 的 函数 ,所 以 当 < 和 化 学 组 成 在 整个 
星体 中 不 变 时 , pCr) 可 以 看 成 仅仅 是 pC+) 的 函数 , 同 > 没有 
明显 依赖 关系 . 

给 定 p(r) 作为 olr) 的 函数 UC 后 ， 就 可 以 把 我 们 
的 问题 表达 为 一 对 关于 OM A (+) 的 一 阶 微 分 方程 了 . 
其 中 之 一 是 方程 (11.1.13) ; 另 一 个 是 方程 (11.1.127 的 导数 : 


MO Cr) = 4xr?0Cr) (11.1.14) 
此 外 ,方程 C11.1.12) 提供 了 一 个 初始 条 件 
A (0) =0 (11.1.15) 


一 旦 我 们 指定 了 另 一 个 初始 条 件 , 即 pC0) 值 ,就 可 以 用 方程 
(11.1.13) 一 C11.1.15) 以 及 给 定 pCp) 的 物 态 方程 来 定 出 整个 
恒星 内 部 的 pC+), ACO), pO) 等 等 。 微分 方程 (11.1.13) 
和 (11.1.14) 必 须 从 星体 中 心 向 外 积分 ， 一 直到 pCpl+)) ER 
一 点 7 = R 降 到 零 为 止 ， 我们 就 把 R 解释 成 是 中 心 密度 为 
pCO) 的 那个 星体 的 半径 ， 

让 我 们 回 到 计算 度 规 的 问题 。 一 旦 我 们 算出 了 o(r)，- 
NM (7) FO pr), MA ALLL) 立即 可 以 得 到 Cr); 为 了 
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求 得 BCO), 我 们 用 方程 (11.1.13) 把 (11.1.8) 重新 写 为 
Br _ 2G wr 2G | 
zp [A + trpi [1 m | 

Boco) 二 1 的 解 是 


B(r) = exp 全 p2 [A HY + Aar” plr] 
. xl — 26 ar} (11.1.16) 


到 此 , 我 们 的 解 就 完全 了 . (附带 说 一 下 , 我 们 无 需 用 到 关于 
Ro 和 Ris 的 方程 (11.1.5) 和 《11.1.7)， 因 为 这 些 方程 可 从 计 
算 中 已 经 用 过 的 方程 C11.1.6),(11.1.8) 和 (11.1.9) 得 出 对 
此 不 应 感到 惊讶 ， 因 为 方程 《11.1.8) 一 一 它 正 是 动量 守恒 方 
程 一 一 就 是 从 Einstein 方程 〈11.1.5) 一 (11.1.7》 通过 Bianchi 
恒等式 得 到 的 . ) 
在 星体 外 面 , O) 和 Ar) BAB, A (+) 就 等 于 常数 
A CR), WEA (11.1.11) 和 (11.1.16) 得 出 
RC) = Ar) = Í — 2G R 
-H rR (11.1.17) 
8.2 节 的 讨论 表明 ， 出 现在 渐 近 引力 场 (11.1.17) 中 的 常数 
MCR) 必须 等 于 星体 质量 M ， 其 定义 为 星体 及 其 引力 场 总 
能 量 即 
M = @(R)= 人 4xriplr dr (11.1.18) 
因此 (1.1.17) 正 是 熟知 的 Schwarzschild 外 部 解 。 


也 许 这 里 显得 是 一 个 伴 廖 ， 即 必须 包括 引力 场 能 量 在 内 
的 M ,在 (11.118) 中 却 只 由 物质 (包括 辐射 ) 的 能 量 密度 Cr) 


” 的 积分 得 到 .这 个 伴 廖 的 解答 是 ,(11.1.187 并 没有 说 M 是 物 


质 的 总 能 量 。 物质 的 总 能 量 不 很 确定 , 但 可 以 用 下 述 方法 来 
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计算 : 把 星体 分 成 许多 小 体积 元 , 然后 把 在 局 部 惯性 系 中 测 
得 的 每 个 体积 元 的 能 量 加 起 来 ;这 样 得 出 的 物质 能 量 是 
AM eg = [ VS edrdédg = (er? VABO 


(11.1.19) . 


(11.1.18) 和 (11.1.19) 之 间 的 差 可 以 看 成 是 引力 场 的 能 量 . 不 
过 这 种 分 解 不 是 特别 有 用 ,这 里 将 不 予 采用 . 
比较 有 益 的 是 ,将 (11.1.18) 同 星体 的 物质 如 果 弥 散 到 无 
限 远 时 会 有 的 能 量 Mo 进行 比较 , 后 者 是 
Mo = myN (11.1.20) 
AR my = 1.66 X 10- 345 是 一 个 核子 的 静 质 量 , 六 是 星体 内 
的 核子 数 。 它 由 下 式 定 出 | 
N= [v9 Nardbag = | tr ACB dr 
(11.1.21) 
AP JS 是 守恒 的 核子 数 流 。 比 较 方 便 的 是 将 J) 用 固有 核子 
数 密度 ”( 即 在 静止 于 星体 内 的 局 部 惯性 系 中 调 得 的 核子 数 
密度 ) 来 表示 , 即 
n= —U Ji =V BJ} (11.1.22) 
《 见 式 (11.1.4), 并 记 着 在 局 部 惯性 系 中 U = 一 1.) 于 是 式 
(11.1.21) 变 为 . 
N= CZOLO 


= [tar |i 一 2 人 | Cr dar (11.1.23) 
0 - r 


固有 数 密度 +) 一 般 是 固有 密度 oO) 1 eA IR s 的 
”函数 ,所 以 对 于 具有 给 定 不 变 * 和 化 学 组 成 的 星体 ,一 且 我 们 
KEE 0(0) 以 后 , nC) MIN MET. 
星体 的 内 能 由 下 式 定义 
E =M — mN 《11.1.247 
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我 们 也 可 将 物质 固有 内 能 密度 定义 为 
elr) = plr) — myn(r) (11.1.25) 
并 把 (11.1.24) BH 
E=T+t+V (11.1.26) 
式 中 工 和 7 分别 是 星体 的 热能 和 引力 能 : 


T= Faar lı -A rar (11.1.27) 


p= finfi [4 


(11.1.28) 
把 平方 根 展开 得 ， 


T= fter fı + EAC) 
0 


r 


vm PP ter {EO + EALO pr) 


+ | eCr)dr (11.1.29) 


(11.1.30) 
O EAE, TAV 中 的 第 一 项 就 是 星体 的 热能 和 引力 能 的 
Newton 值 ;特别 是 ,注意 了 中 的 第 一 项 可 以 写 为 

一 C 人 4xr A Crolrìdr 一 一 £ (+ AY) 


= — — poe e 


GM? aer — PR) ACR) 
2R 2 2 2 


0 r 
1 


-3 j M (rjddCr) = + EOZ (r) 


” 式 中 四 是 Newton 引力 势 ,在 星体 内 部 由 下 式 给 出 
= CM gF AO yg, 
Hr) = R c| a dr 
TRV 中 的 高 阶 项 在 11.5 节 中 讨论 . 
重复 一 遍 我 们 的 主要 结论 : 一旦 指明 一 颗 星 体 具有 确定 
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的 均匀 的 比 焙 和 化 学 组 成 以 后 ,该 星体 的 所 有 性 质 ,包括 o0), 
PCr), 2(r), ce(r),，M ,WN 和 百 作 为 中 心 密度 oC0) 的 函数 就 
都 决定 了 ， 对 于 像 太 阳 这 样 的 普通 恒星 ,情况 并 非 如 此 ,在 这 
些 恒星 中 粹 的 分 布 是 不 均匀 的 ,必须 由 辐射 平衡 方程 来 决定 ， 
”不 过 ,对 于 研究 本 章 中 将 要 讨论 的 新 奇 结构 来 说 ,本 节 的 考虑 
的 确 是 提供 了 一 个 适当 的 基础 . 


2 稳定 性 


当 我 们 得 到 基本 方程 (11.1.13) 和 (11.1.14) 的 解 时 ,工作 
并 未 完成 。 这 样 的 解 代表 着 星体 的 平衡 态 , 但 它 可 以 是 稳定 
平衡 态 ,也 可 能 是 不 稳 平衡 态 ， 在 大 多 数 场合 下 ,只 有 稳定 解 
才 使 天 体 物理 学 家 感 兴趣 . 

为 了 判断 一 个 特定 组 态 是 否 不 稳定 ， 一 般 需要 算出 该 组 
态 的 所 有 简 正 模式 的 频率 ww。 并 检查 是 不 是 有 o, W AEH 
虑 部 ;在 这 种 情况 下 ,因子 exp( 一 iws)( 它 决定 该 模式 的 时 间 
变化 ) 会 指数 增长 ,系统 就 会 不 稳定 .不 过 ,往往 只 从 平衡 解 就 
可 以 判断 该 组 态 是 不 是 稳定 的 四， 为 此 , 需要 利用 如 下 定理 : 

定理 1 化 学 组 成 和 比 精 都 恒定 的 理想 流体 组 成 的 恒星 ， 
从 稳定 变 到 对 某 个 特定 的 径 向 简 正 模式 不 稳定 ， 只 能 发 生 在 
中 心 密度 值 pC0) 使 平衡 能 量 互 和 核子 数 六 取 极 值 处 , 即 

DECO; sD o 
ao(0) 
BNCo(0)3 55 +*:) o 
apo(0) 
- 盾 谓 “ 径 向 ” 简 正 模式 是 指 这 样 一 种 振动 模式 ,其 中 密度 扰动 
5p 只 是 + 和: 的 函数 ,并且 核反应 、 粘 滞 性 、 热 传导 和 辐射 能 
输 运 不 起 作用 。 1 
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证 明 的 第 一 步 是 ,指出 这 里 同 在 没有 电阻 的 电路 中 一 样 ， 
不 存在 耗 散 力 , 故 动力 学 方程 是 时 间 反 演 不 变 的 , 从 而 推出 各 
种 简 正 模式 的 频率 平方 o2 是 p(0) 的 实 连续 函数 .对 于 每 个 
o> 0, 有 两 种 稳定 振动 模式 ， 对 每 一 个 w2 <0, 也 有 两 种 
模式 ,一 种 按 exp (— lonl O HRE, BHR expC + fa, 
指数 增长 ， 所 以 ,从 稳定 到 不 稳定 的 转变 只 能 发 生 在 使 o3% 
军 的 pC0) 值 处 . | 

RIA 00) 值 , 对 于 它 某 一 特定 频率 o, 几乎 等 于 零 . 
于 是 由 于 这 个 模式 的 振动 或 增长 而 把 平衡 组 态 变 到 某 个 邻近 
HAS pCr) Solr), 将 花费 很 长 的 时 间 ， 因 为 这 个 过 程 进 行 
得 如 此 之 慢 ，p(r) + deCr) 也 必须 基本 上 是 一 个 平衡 组 态 ， 
由 于 不 存在 核反应 ， 新 组 态 将 有 和 老 组 态 同样 的 均匀 化 学 组 
成 ,由 于 不 存在 粘 灌 性 、 热 传导 和 辐射 能 输 运 ， 新 组 态 将 有 和 
老 组 态 相同 的 比 焙 ， 此 外 ,能 量 守 便 和 核子 数 守重 告诉 我 们 ， 
新 组 态 将 有 和 老 组 态 相同 的 能 量 和 核子 数 W。 然 而 , 80) 
不 能 为 零 , 因 为 一 个 平衡 组 态 ( 对 于 给 定 的 均匀 * 和 化 学 组 成 ) 
是 完全 由 o(0) 值 确定 的 ; 假如 5p(0) 是 零 , 那么 5pC+) 对 于 
所 有 的 7 都 会 是 零 , 简 正 模式 就 会 不 存在 了 ， 因 此 ,在 从 稳定 
到 不 稳定 的 转变 点 ,存在 着 一 些 相 邻 的 不 同 组 态 ,它们 具有 不 
[al 0(0) 值 , 但 有 同样 的 均匀 化 学 组 成 和 比 炉 , 并 且 有 同样 的 
ERIN. TEEME. 

这 个 定理 特别 有 价值 ， 是 因为 我 们 时 常 可 以 用 定性 的 论 
据 来 证 明 ,一 个 平衡 组 态 当 p(0) 充分 小 (或 大 ) 时 是 稳定 的 ， 
而 当 pC0) 充 分 大 (或 小 ) 时 是 不 稳定 的 ;该 定理 准确 地 告诉 我 
们 从 稳定 到 不 稳定 的 转变 发 生 在 什么 地 方 。 以 这 样 的 定性 劳 
虑 作 指 导 ， 用 变 分 原理 重新 建立 恒星 结构 的 基本 方程 是 有 益 
gga, ， 


定理 2 ERRU FRIERE EE AREE 
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衡 方 程 (11.1.12) 和 (11.1.13) 的 充 要 条 件 是 ， 由 下 式 定义 的 
BM 


M = | 4xr?p(r)dr 
对 于 p(z) 的 一 切 符合 下 面 要 求 的 变 分 取 极 值 ,这 些 要 求 是 使 


E. 
E:S 


N = fiera [i -26 ay 


保持 不 变 , 并 使 比 精 和 化 学 成 分 均匀 且 不 变 ，[ 这 儿 很 明显 ， 
由 于 比 粒 和 化 学 组 成 固定 ， 物 态 方程 把 pO) 和 nCr) 都 表示 
为 of) 的 函数 。] 该 平衡 对 于 径 疝 振动 是 稳定 的 充 要 条 件 是 ， 
M (或 者 等 效 地 已) 对 于 所 有 这 样 的 变 分 为 极 小 . 

为 了 证 明 这 个 定理 ,我 们 使 用 Lagrange 乘 子 法 6: M 相 
对 于 保持 Y 固 定 的 所 有 变 分 取 极 值 的 充 要 条 件 是 ， 存 在 一 个 
常数 1 使 得 M 一 IN 对 于 所 有 的 变 分 取 极 值 、 一 般 说 来 ， 对 
TAEDE dpr), M 一 AN 的 改变 是 

5M — A6N = | Anr’S Cr dr 


一 网 i 4rr? fi 一 26 AO) dn(r)dr 


26 M ore 
r 


= |" her hı — nE A (rar 


(为 了 符号 上 的 方便 , 将 积分 写成 进行 到 无 限 远 , 实际 上 在 半 
径 R 十 8R 以 外 被 积 式 就 变 为 零 了 . ) 假 设 这 些 变 分 不 改变 比 ， 


i. RA 
ve 的 
因而 a) 
Snr) = Wo) Fey OO”? 
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还 有 
6A (rn) 一 i 4ar”BoCr')dr’ 
在 最 后 一 项 积分 中 交换 > 和 +', 就 得 到 
AnCr) 
p(r) + ofr) | 
x E 一 26x 一 1G |" har'a) 


x [3 一 A ” "ar deC(r dr 


因此 , 6M 一 X65N 对 所 有 的 dO) 均 为 零 的 充 要 条 件 是 
nCr) [: _ 264A 


plr) + e(r) r 


+G f 4rr'z(r 7 £ — ee g dr’ 


对 某 个 Lagrange HEF 4 上 式 成 立 的 充 要 条 件 是 右边 与 > 无 
A, 也 就 是 说 . . 
ge d Ap + DN, 2G I 
0 -5 EAk r | 


ôM 一 A6N 一 | 4rr? fı 一 
0 


t= 
2 


— 4nGrn [i — | 
HERSIR l 


o=-4 (2) +p (2) 
dr \n dr \n 


n(r)o'Cr) 
PCE) + er) 


所 以 , 对 于 使 5N = 0 的 所 有 bor) 说 来 ， OM 为 零 的 充 要 条 
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因而 
n'(r) = 


件 是 

—rp' =G [i - 
于 是 定理 得 证 ， 如 果 5M 中 按 so(r) 展开 的 二 阶 项 对 所 有 抗 
动 是 正定 的 ,那么 为 了 产生 任何 扰动 必须 提供 能 量 , 故 星 体 是 
稳定 的 。 反 之 , 如 果 对 于 某 个 扰动 pCr ), 5M 在 二 阶 项 中 可 
能 是 负 的 , 则 这 种 扰动 可 以 随 着 动能 的 增加 而 增长 ,星体 就 不 
稳定 了 。 


CAT Ip + oN + bn 


3, Newton Æ: SERRA 


天 上 的 大 多 数 恒星 用 Newton 物理 学 来 描述 就 够 7， 无 
需 考 虑 广义 相对 论 .这 样 的 Newton 星 在 这 里 值得 我 们 注意 ， 
既是 因为 它们 提供 了 更 新 奇 的 天 体 〈 它 们 是 与 广义 相对 论 有 
关 的 ) 的 极限 情况 ， 也 是 因为 它们 可 以 指导 我 们 去 认识 这 些 
天 体 的 定性 特点 。. 

在 Newton 天 体 物 理学 中 ， 内 能 和 压强 远 远 小 于 静 质 量 
密度 , 即 


e K myn p K myn (11.3.1) 
故 总 密度 主要 由 静 质 量 密度 决定 ， 
p © myn (11.3.2) 


同时 也 有 
p&p tnp M 


此 外 ， 引力 势 处 处 都 很 小 :所 以 
aA «1 (113.3) 


因此 ,基本 方程 (11.1.13) 简化 为 
— rp Cr) = GAC) . (11.3.4) 
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式 中 V(r) 仍 定 义 为 
M (+) 三 f Aner olr Jdr’ (11.3.5) ` 


H (11.3.4) 除 以 or) 并 微分 之 ,就 可 以 把 (11.3.4) 和 (11.3.5) 
联合 成 一 个 二 阶 微分 方程 : 


A P dP) Gry 11.3.6 
dr alr) d AnGr'o(r) (11.3.6) 


为 了 使 000) AiR, 必须 使 p(0) HB. 因此 , 给 定 物 态 方程 
P= pp) (dp/dp #0) 后 ,求解 方程 (11.3.6) 就 可 以 得 到 
PO) DERE 000) 取 基 给 定 什 以 及 
pp(0)=0 (11.3.7) 
GRALI. DETTU Mi FERE, Mo) TE r = y = 2=0 
AÈ r, Y AO = BORAT PARK.) 
”我 们 还 需要 指定 物 态 方程 . 通常 的 情况 是 内 能 密度 同 压 
强 成 正比 , 即 
e = p — myn = (y — ip (11.3.8) 
CE (7 一 1 六 :是 一 个 比例 常数 ; 除 。 和 >* 正比 于 温度 的 情 
形 外 , TOR ARLEN ZG PELE SA RE N 


ORROD] 
ETOO 


pont 


= 


因而 


， 或 者 ,因为 p = myn, 


- p = Ker (11.3.9) 
。 比例 常数 玉 依 赖 于 比 炳 和 化 学 组 成 ,但 与 和 pC0) 无 关 ， 物 

态 方程 的 形式 为 (11.3.9) 的 天 体 叫 做 多 层 球 ， 
在 多 层 球 的 情况 下 , 基本 方程 (11.3.6) 可 以 变 为 方便 的 
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无 量 纲 形 式 ， 定 义 一 个 新 的 独立 变量 E, 使 


r= (ao) ooye (11.3.10) 


‘4nG(y — 1) 
和 新 的 独立 变量 6, 使 
p = p00 p= Kp(0yrer/e- (11.3.11) 
则 方程 11.3.6) 取 如 下 形式 
1 d ,, 40 _ 
—- 2. 4 giro = 9 11.3.12 
Pa ë JE 《 ) 
边界 条 件 是 
. 0(0) = 1 0 一 0 (11.3.13) 


[ 见 式 (11.3.7) ] 由 (11.3.12) F (11.3.13) ENAIZ OCE) M 
做 指数 为 Cr — LT AS Lane-Emden 3k, 4 g gag, 
由 方程 (11.3.12) 得 出 E 


Ëp ee 
8) TTT EES (11.3.14) 
可 以 证 明 , 当 r > 6/5, AE) ERMAR E EHF: 
OCE) = 0 (11.3.15) 


因此 ,由 式 (11.3.10) 得 出 恒星 的 半径 是 
[Kr _\” (raya 
R (AS 7) p(0) 去: (11.3.16) 
我 们 也 可 以 用 Lane-Emden 解 来 计算 恒星 的 质量 : 
M= | .4rrzeCr)ar 


| 3/2 fE, 
= 4x0 C0) 2 ( 5 5 ) | BQVO-D(E)dE 


= tap ayo (Rr) RIDI (113.17) 


M (11.3.16) 和 (11.3.17) 中 消去 pC0), 就 得 到 M 和 之 间 的 
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关系 : 


= Ag 637 一 07C7 一 2 Ky /2) 
M te Care — 1) ) 
` x Mr CE, | (11.3.18) 
RE RK E 和 如 18《5,)| 的 值 中 列 在 表 11.1 中 


表 11.1 各 种 Newton 多 层 球 的 数值 参 量 £ WEOE 
EE 


7 后 0 A F 
6/5 oo 1.73205 
11/9 31. 83646 1.73780 
5/4 14.97155 1.79723 
9/7 9.53581 1.89056 
4/3 6.89685 2.01824 ABBANH ES 
7/5 5.35528 2.18720 
3/2 4.35287 2.41105 
5/3 3.65375 2.71406 小 质量 的 白矮星 


2 Eg x 
3 2.7528 3.7871 
o ` V6 2V6 不 可 压缩 的 星 


对 于 Newton FB, M 的 主要 部 分 是 总 静 质 量 Nmy, 故 星 
体 的 核子 数 在 很 好 的 近似 下 等 于 
| Nx (11.3.19) 


我 们 也 想 知道 内 能 =M 一 和 mw 对 于 一 般 的 Newton 星 ， 
它 可 由 式 (11.1.26), (11.1.29) 和 (11.1.30) 得 出 


E=T+V . (11.3.20) 

式 中 热能 工 和 引力 能 了 表 为 
T= 人 4zrzeCy)dy (11.3.21) 
V = — | 4x6 Mr)plr)ar (11.3.22) 
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我 们 现在 来 证 明 , 多 层 球 的 了 和 了 由 极 简单 的 公式 加 给 出 
1 GM? 


-和 (11.3.23) 
y = — 37—D GM? Ci 1.3.24) 
(5y —6) R 
故 总 内 能 是 2 
R = — (r — 4) GM? (11.3.25) 


Gy — 6) R 
为 了 证 明 关 于 了 的 公式 , 我 们 用 式 -(11.3.4) 把 (1.3.22) 
重新 写 为 


R 
V = 4x [rato dr = -12| rpCr)adr (11.3.26) 
0 r 0 


TERR PRR 0Cr)/0Cr), 得 
a POD Mal eoa (K 

v | A 3" PIO! (2) 

〈 这 里 我 们 假设 r> 1, 故 p/p 在 R 处 变 为 零 ,) 为 着 求 出 上 面 


的 积分 ,我 们 可 用 物 态 方程 计算 4 (2) 


pry . 
Z(e)- R = - (A) 
于 是 得 
一 一 (7—+) 人 CO). gy (11.3.27) 
AA 


dr = zld 
Z= a (5), 
我 们 可 以 再 作 一 次 分 部 积分 ,于 是 得 到 


V=3 (=) {at 一 2 人 4nGr A robr)ar| 


= 3(2=+) {+ 20} 
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解 出 了 就 得 到 要 证 的 结果 (11.3.24). 为 了 计算 了 ， 我 们 将 
(11.3.8) (RA (11.3.26), 得 

V = —3(y— 1I)T (11.3.28) 
于 是 由 式 (11.3.24) 和 (11.3.28) 就 得 到 希望 证 明 的 结果 
(11.3.23). 

(11.3.17) 和 (11.3.19) REB, BERN IR 00)? FBR 
变化 , Hi (11.3.25), (11.3.16) 和 (11.317) HR, ARE ER 
pCO) 那样 变化 。 因此, ON/O0(0) M OF /Op(0) 决 不 能 
一 起 为 零 。 于 是 上 节 中 的 定理 1 告诉 我 们 , 每 个 多 层 球 对 于 
所 有 的 p(0) 要 女 是 稳定 的 ,要么 是 不 稳定 的 , 这 依赖 于 y 的 
È. (AREER OME? 

为 了 回答 这 个 问题 , 我 们 回 到 上 池 中 的 定理 2. 它 告 诉 

,我 们 , 星体 稳定 的 充 要 条 件 是 五 对 于 o) 的 保持 N (和 物 态 
方程 ) 不 变 的 所 有 变 分 取 极 小 值 。 直观 看 来 ,首先 发 生 的 不 
稳定 性 将 对 应 于 整个 星体 的 均匀 拥 缩 ， 又 因为 我 们 只 打算 回 
答对 于 这 种 模式 是 否 稳 定 的 问题 , 预期 只 考虑 plr) 为 常 值 中 
的 试验 性 组 态 就 够 了 . 在 任何 这 类 组 态 中 ,由 (11.3.19)， 
(11.3.21), 《11.3.22), (11.3.8) 得 出 


N = ŻE oR? (11.3.29) 
3 
4x -1 3 
T = # (y 一 DmKorR (11.3.30) 
ve = TEE Gap (11.3.31) 
所 以 , HH RG 
E =T +V = apt — bo” (11.3.32) 
式 中 
一 KM (11.3.33) 
7 一 1 
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b= 2 (5) GM” (11.3.34) 


4 y > 4/3 时 ,在 


=( ` b Jee (PEEN e 
P 3a(y — 1) 5K 


(11.3.35) 
E 有 极 小 值 ,对 应 于 稳定 平衡 组 态 ， 当 7 = 4/35, ESF Pe 
取 平 稳 值 的 必要 条 件 是 它 处 处 为 零 ,这 就 要 求 a =b, BD 


M= EE” (11.3.36) 


G 3 


My <A, ÆA (11.335) E 有 极 大 值 ， 相 当 于 不 稳 平 衡 


由 式 (11.3.35) 顺便 可 以 估计 星体 的 质量 
M= fz geron BEN" 
4nG 
可 以 将 它 同 精确 的 结果 aa 作 一 比较 。 这 两 个 式 子 的 
比 为 


M( 变 分 ) Cr 一 D/71 1 
MM( 精 确 》 3571 PGE) 
By = 5/3. 时 , 这 个 比值 是 1.8; 4 y 一 4/3 时 , 它 等 于 1.2. 
变 分 法 不 仅 给 出 了 M 对 于 2 的 正确 关系 (包括 当 y = 4/3 时 
M 与 2 无 关 且 五 为 零 这 一 事实 ), 甚至 还 提供 了 对 于 精确 数值 
结果 的 良好 近似 。 我 们 可 以 放心 接受 它 的 预言 , 即 一 个 多 层 
球 是 稳定 还 是 不 稳定 , 取决 于 y > 4/3 还 是 7 < 4/3", 
变 分 途径 也 提供 了 一 个 估计 星体 膨胀 和 收缩 的 振动 频率 
的 简便 方法 。 式 (11.3.29) 一 (11.3.31) 表明 ,对 于 国定 的 N. 
T eo R31™7) V co R! 
我 们 可 以 用 式 (11.3.23) 和 (11.3.24) 来 确定 平衡 半径 《 记 作 
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Re 以 区 别 于 振动 组 态 的 瞬时 半径 RT AV 的 正确 值 ， 从 
而 得 到 
E 一 


1 GM ROn 一 Sr ower” 
Gy 一 6) RYP — 6 


Gx > 4/3, ERER = Re fet BM 这 是 应 该 的 . 
当 尺 接近 Reit, 8 按 如 下 方式 变化 


> 3Cy — DGry — 4) GM? (R — Ray 
E > Eat 6 Ri CR 一 Re) 


A EREE REE 
= MR 


HERETER U tE 为 恒 量 ) 导致 如 下 模式 
R — Re OC sin aot 
toy ~ | 5Cr ~ DGr 一 4) onl’ (11.3.37) 
5y — 6 


最 后 ,我 们 注意 到 ,一 个 以 角速度 自转 的 均匀 球 将 有 动 


能 
U = = MRO 


它 必须 小 于 束缚 能 一 E， 故 一 个 星体 能 够 转动 的 最 大 角速度 
量 级 为 | 
~ [Era eM GM | > ae —— 0. (11.3.38) 
5y 一 6 R4 y 一 1 

当然 , 转 得 这 样 快 的 星 不 会 再 是 球体 , 故 (11.3.38) 只 能 估计 
实际 最 大 自转 频率 的 数量 级 ， 

现在 让 我 们 把 这 些 知 识 应 用 于 称 为 白矮星 的 星体 上 . 想 
像 一 个 耗 尽 了 核燃料 并 开始 冷却 和 收缩 的 老年 星体 。 当 温度 
足够 低 时 《下面 会 指出 "足够 低 ” 的 含意 ), 电子 将 被 冻结 到 最 
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低 的 容许 能 级 上 .Pauli 原理 告诉 我 们 ， 每 个 能 级 上 将 有 两 个 
电子 (因为 有 两 个 自 旋 态 可 占 ), 而 每 单位 体积 内 动量 在 和 
k + dk ZA trk (rA dk 个 能 级 ， 故 每 单位 体积 内 的 电 
子 数 与 最 大 动量 k 间 将 有 如 下 关系 


8x qh = k 
n Cnh > k dk Bah? (11.3.39) 
质量 密度 是 
o = amy (11.3.40) 


AH u 是 核子 数 与 电子 数 之 比 ; 对 于 已 经 用 完了 和 氮 的 星 体 ， 
u=2. 由 此 得 到 


{3mpV’ 
| kr =} (2) (11.3.41) 
温度 可 以 忽略 的 条 件 是 
RT K [ki + m|” — m, 
这 些 电 子 的 动能 和 压强 是 
8x 2 a 1 | 
~~ Onky f [(R + ma" <] Rdk (11.3.42) 
8r kF k2 
302 f; Ct mo’ maya Wak (11.3.43) 
[ 见 式 (2.8-4). ] 将 (11.3.41) 代入 cH. 3.43) 就 可 以 得 到 明显 
表 出 的 物 态 方程 了 ， 


这 里 的 物 态 方程 形式 并 不 简单 ， 但 在 用 判 据 p < p 或 
P > ee 区 分 开 来 的 两 种 极端 情况 下 , 可 以 化 为 多 层 球 的 情形 ， 
这 里 po 是 当 Re 变 得 和 m, 相等 时 的 临界 密度 ( 按 c. g. s. 单位 
制 ) 1 


3 n3 
MNUMC 0.97 x 10° ag cm? (11.3.44) 


3h? 
(A) P< Pee 在 这 种 情况 下 ， Rr K mes 故 由 (11.3.42) 
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Pc = 


和 (11.3.43) 得 


2 
_ 8 k$ = i? (eey 
p= 15m.(2 xk)? 15 ma \myu 


这 是 一 个 多 层 球 ,其 参数 为 
y=5/3, K= —Ž (y (11.3.45) 


15 ma? \myt 


然后 由 (11.3.17) 得 出 质量 GZ c. g. s 单位 制 ) 
M= 6 (2.71406) (和 Je 


mG IN pe 


| 1⁄2 : 
= 2.79 u” (2622) Mo (11.3.46) 
pe 


而 由 (11.3.16) 得 出 半径 ( 按 c. g. s. 单位 制 ) 
R= E (3.65375) (e 


Gm myu pe 


—1/6 : 
= 2.0 104 a7 (202) km (11.3.47) 
, pe . 


(8) p > p.。 在 这 种 情况 下 ，kr > mo， 政 由 表达 式 
(11.3.42) 和 (11.3.43) 得 到 


e= 3p 
p= Brkt _ _Ā G2 
12(22h)? 12r \myt 


这 也 是 一 个 多 层 球 ,其 参数 为 


h Bn? 4/3 l 
= 4/3 k=—( ) 11.3.48 
Y / 3? 122? oz ( ) 


然后 由 《11.3.177 得 出 唯一 的 质量 ( 取 c. g. s. 单位 制 ) 


pP 


= 上 / Re N _ 
M = 3 (GD C2.01824) (A) = 5,.8717M o 


(11.3.49) 
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mA (11.3.16) 得 到 半径 ( 取 c. g. s 单位 制 ) 
_ 1 ia pe o 1⁄3 
R = — (3x)!(6,89685) (-—_ p ) 


GY memyu /\p(0) 
= 5.3 X 10 Fo km (11.3.50) 
我 们 注意 到 , 当 o(0) Kay > 4/3， 故 最 轻 的 白矮星 
肯定 是 稳定 的 ， 我 们 也 独到 ，M 随 中 心 密度 的 增加 表现 出 单 
调 的 增长 ， 当 p(0) 一 oo 时 达到 最 大 值 (11.3.49)， 故 不 存在 
星体 可 以 变 得 不 稳定 的 点 ， 我 们 的 淮 测 性 结论 是 , 稳定 的 白 
矮星 的 质量 可 以 为 任何 比 (11.3.49) 小 的 量 。 这 个 最 大 质量 
于 做 Chandrasekhar 极限 中 。 
实际 上 , 问题 并 没有 这 么 简单 。 当 kr ~ 5m。 时, 电子 被 
核 俘 获 使 质子 变 为 中 子 并 产生 立刻 迷 逸 的 中 微 子 的 过 程 在 能 
量 上 变 得 有 利 了 。 其 效果 是 使 核子 数 对 电子 数 的 比值 4 增 
In, 根据 公式 (11.3.46), 当中 心 密度 给 定时 , 这 就 会 使 质量 
M 减 小 。 因 而 我 们 预料 , MEA Chandrasekhar 极限 增加 直 
到 p(0) = 5%, [ 见 式 (11.3.41) 和 《11.3.447 ] ,在 那里 M .达到 
最 大 值 然 后 开始 减 小 .详细 计算 所 表明 , 最 大 质量 是 1.2M。， 
几乎 等 于 Chandrasekhar 极限 ( 当 ww 一 56/26 时 , 它 是 1.26M 。)。 
具有 这 个 最 大 质量 的 星体 的 半径 大 约 是 4 X 10km, 11.2 节 
的 定理 2 意味 着 这 个 最 大 值 是 从 稳定 到 不 稳定 的 转变 点 ， 所 
EEKAN Re RRB RAM < 12M。 时 才能 存 
”在 . 


对 于 研究 广义 相对 论 的 人 说 来 ， 表 征 白 矮星 的 最 有 趣 的 
参量 是 其 表面 引力 势 的 绝对 值 GM/R。 当 p(0) < p 时, 由 
(11.3.46) 和 (11.3.47) 得 出 这 个 值 是 


/ 
GM 一 去 (三 22495 ju (Je (11.3.51) 
R 2 \3.65375 my/\ pe 
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而 当 (0) > ps 时, Hist (11.3.49) 和 (11.3.50) 得 到 它 是 
(EY nam 


R 6.89685 my/ \ p 

我 们 看 到 , 因为 m./my 一 5.4 X 10, GM/R 总 会 是 相当 小 ， 
因此 广义 相对 论 在 白矮星 的 结构 中 不 起 重要 作用 . GM/R 这 
个 量 随 中 心 密度 的 增加 而 增加 , 故 它 在 最 大 质量 1.2M。 处 达 
到 最 大 , 并 在 那里 取 值 4 x 10-'， 我 们 的 老 相识 波江 座 108 
的 GM/R ~ 6 X 107 O 3.5 节 ), 所 以 想 通过 寻找 很 大 红 移 
PURSE MAW REA XM, 将 是 不 可 能 
的 ， 


4 中子星 . 


我 们 在 上 节 中 看 到 ， 一 颗 由 冷 简 并 电子 压强 支持 的 白 竹 
星 , 若 其 质量 大 于 Chandrasekhar 极限 《大约 为 i237?/m%G”?)， 
就 不 可 能 处 于 平衡 。 此 外 , 这 种 星体 表面 的 引力 势 也 不 能 大 
于 m/m, 所 以 广义 相对 论 在 它 的 结构 中 不 起 作用 . 

在 继续 寻找 广义 相对 论 的 天 体 物理 应 用 时 ,我 们 要 间 : 当 
一 个 质量 大 于 Chandrasekhar 极限 的 星体 达到 其 热 核 演化 的 
终点 并 变 冷 时 会 发 生 什 么 事情 。 那 时 它 的 内 部 压强 将 支持 不 
住 它 自 己 , 从 而 发 生 志 缩 . 一 种 可 能 性 是 ,星体 将 永远 继续 拥 
缩 下 去 , 在 这 种 情况 下 广义 相对 论 肯 定 要 起 作用 .。 另 一 种 可 
能 性 是 ,星体 在 声 缩 过 程 中 将 变 得 很 热 ,以 致 会 发 生 爆 炸 变 为 
一 颗 超 新 星 . 然后 它 也 许 会 抛 出 足够 多 的 物质 使 其 质量 降 到 
Chandrasekhar 极限 以 下 .一般 认为 ,在 这 种 情况 下 ,高 度 压 缩 
的 残骸 将 不 会 作为 白矮星 而 灭亡 ， 全 要 下 能 变 为 一 个 起 密 的 
中 子 星 0. (A 11.2.) 

中 子 星 和 白 斤 星 相似 ,不 同 的 是 前 者 几乎 完全 由 “Re” 
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11.2 恒星 的 平衡 组 态 ， 左 边 和 右边 的 实 线 分 别 代 表 对 于 纯 中 子 星 

的 _Oppenheimer-Volkoffcl 解 和 对 于 纯 Fe”* 白矮星 和 的 Chandra- 

sckharc 解 。 虚线 给 出 这 两 种 情况 下 的 外 推 非 相 对 论 解 . 点 线 代表 

Harrison, Thorne, Wakano, Wheeler! 的 内 插 解 ， 他 们 考虑 了 化 

学 成 分 从 Fes 到 中 子 的 变化 .各 头 表明 中 心 密度 增加 的 方向 ， 正 如 定 

理工 所 表明 的 , 稳定 与 不 稳定 之 间 的 各 个 转变 都 发 生 在 M 的 极 大 值 和 

极 小 值 处 ,这 里 用 小 图 标 出 . 
并 中 于 组 成 ,所 有 电子 和 质子 都 已 经 通过 反应 

Pie ni+yv 
变 成 了 中 子 , 中 微 子 则 移出 了 星体 ,必须 保留 足够 的 电子 和 质 
子 ,以 使 Pauli RELA RA PER n> pt ety; ik 
就 给 稳定 中 子 星 的 质量 定 出 了 一 个 下 限 , 推 导 见 后 . 
小 质量 中 子 星 和 同 质 量 的 白 笑星 非常 相似 ， 所 不 同 的 只 

是 中 子 简 并 压强 代替 了 电子 简 并 压强 ， 因 而 在 所 有 公式 中 应 
Lm, 代替 m (并且 应 令 p 一 1)， 因 此 , 注意 到 对 于 小 质量 
白矮星 电子 质量 m 是 如 何 出 现在 公式 《11.3.44) 一 (11.3.47) 
的 ,我 们 就 可 以 立即 得 出 结论 ,小 质量 中 子 星 的 中 心 密度 将 比 
同 质量 ( 且 = 2) 的 白矮星 高 1/2¢m,/m.)° = 3.1 X 10° 售 ， 
PE BEN m,/2m, = 920 #5, 
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当 白 矮星 的 质量 变 得 与 (11.3.49) 定 出 的 理论 上 限 相 差 
不 多 时 , 它 里 面 的 电子 就 会 成 为 相对 论 性 的 ， 因 为 m 并 未 进 
入 《11.3.49), 故我 们 预料 中 子 星 中 的 中 子 也 正 是 在 这 样 的 质 
量 , 即 当 W 的 量 级 为 Me 时 开始 成 为 相对 论 性 的 ， 不 过 ,在 这 
一 点 上 ,白矮星 和 中 于 星之 则 的 类 似 就 被 破坏 了 .首先 , 白 笑 
星 的 总 能 量 密 度 2 总 是 以 它 的 非 相对 论 性 核子 的 静 质 量 密度 
为 主 ， 而 质量 约 为 Mo 的 中 子 星 却 由 动能 可 以 同 其 静 质 量 比 
拟 的 核子 组 成 。 另 一 个 甚至 更 为 有 趣 的 差别 是 ,其 中 电子 为 
中 等 相对 论 性 的 白矮星 的 表面 引力 势 GM /R 量 级 为 mf/ ms， 
而 内 样 质量 的 中 子 是 的 表面 引力 势 量 级 约 为 1. 因此 , 在 质 
量 更 大 的 中 子 星 的 理论 中 广义 相对 论 一 定 要 起 作用 . 

为 了 建立 中 子 星 的 定量 理论 ， 我 们 首先 写 出 最 大 动量 为 
kr 的 理想 中 子 Fem 气体 的 总 能 量 密度 和 压强 的 表达 式 : 


p= 8x 他 Ce + my Rdk = TA ma Ci? + 1) du 
0 


-© (ark)? 

(11.4.1) 
` = 8r e kR 24b = KE/mn 2 Nyd 
t 3(2 hy | mt tk = e AN Cu +1) udu 

(11.4.2) 
式 中 ( 按 c. g.s. 单位 制 ) 

pe = P = 6.11 X 10%g/cm? (11.4.3) 
ER (11.4.1) 和 (11.4.2) 中 消去 /ms 我 们 就 得 到 如 下 形式 
的 物 态 方程 : | 
Po-r(? (11.4.4) 
Pe (£) . 


式 中 下 是 一 个 确定 的 超越 函数 ， 求 解 (11.1.137, 并 用 (11.4.47 
来 给 出 其 中 作为 的 函数 ,就 可 以 算出 中 心 密度 00) 给 定 
的 中 子 星 的 结构 。 因为 这 些 方程 中 有 量 纲 的 量 只 是 pC0), p 


“ 
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和 G, 故 解 得 的 质量 和 半径 必定 是 oC0) 的 如 下 形式 的 函数 


M=M, e00) 11.4.5 
(<2) (11.45) 
R= Ro e0) 11.4.6 
a( 2 ) (11.4.6) 
式 中 ( 按 c. g.s. 单位 制 ) 

Ry = c(8xGp,)7? = 3.0 km (11.4.7) 

— ZR _ 
Mo =< = 2.0M 9 (11.4.8) 


1 和 & ERATE. KARANA REEE, 
只 有 当中 心 密度 很 大 和 很 小 时 才 容 易 用 分 析 的 方式 处 理 . 

当 pO) e 时 ,我 们 可 以 利用 同上 面 讨论 过 的 白矮星 
的 相似 之 处 ,从 (11.3.46) 和 (11.3.47) 推出 


1 3 1/2 2 { e(0) 1/2 
“= 20) 271406) (2 
2\8 C ) mG? Pe # 


一 二 > C2. 71406)M (e ay" (11.4.9) 
E os (I 85) 
= (3. wong £ S (11.4.10) 


式 中 o: 现在 由 式 (11.4.3) 给 出 。 
当 (0) > ps: 时, 星体 中 心 附近 的 中 子 有 ke > m, HR 
(11.4.1) 40 (11.4.2) 得 


eey eae) 


?一 二 11.4.11) 


正如 对 高 度 相对 论 柱 粒子 气体 所 预期 的 一 样 。 将 这 个 物 态 方 
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因而 


程 代入 基本 微分 方程 (11.1.13 得 
=P) = 4G A YG) [1 + EEE 


ta) 
x lı -260 - (11.4.12) 
的 
plr) = PPIE — (11.4.13) 


它 对 应 于 极限 pC0) > oo。 然而 , 即使 在 中 心 密度 无 限 大 的 
极限 情形 , 这 个 olr) 也 会 在 量 级 为 Ro 的 半径 > 处 降 到 po 以 
下 ,所 以 物 态 方程 (11.4.11) 对 于 任何 中 子 星 的 外 层 都 是 不 成 
立 的 .为 了 讨论 非 相对 论 性 中 子 组 成 的 外 过 ,必须 用 物 态 方程 
(11.4.4) 来 解 方程 (11.1.13); 无 限 大 中 心 密度 条 件 由 (11.4.13) 
当 + 人 Ro。 时 来 给 定 。 这 里 我 们 不 准备 作 这 件 事 ; 要 点 在 于 ， 
. 方程 的 解 有 一 有 限 的 半径 R, 在 那里 。 变 为 零 ,这 个 半径 里 面 
的 质量 是 有 限 的 ,因为 式 C11.4.13) 中 的 青 点 在 7 二 0 处 可 积 . 
这 样 一 来 , 中子星 的 质量 和 半径 当 p(0) > 00 时 趋 于 有 限 的 
极限 ， 由 基本 方程 (11.1.13) 的 数值 解 得 出 这 些 极限 是 号 
Mæ = 0.171Mo Re=1.06R, (11.4.14) 
还 剩 下 稳定 性 的 问题 。 当 p0), e 时 , 纯 中 子 星 就 是 
y = 5/3 BY Newtoa 多 层 球 ( 像 小 的 日 禾 星 一 样 ) 因 而 是 稳定 
的 ， 式 (11.4.97 表明, 对 于 这 些小 的 中 心 密度 说 来 , M 是 p(07 
的 单调 增 函 数 . 如 果 M 连续 单调 地 增加 到 M。， 那 么 根据 
11.2 节 的 定理 1, 就 不 会 发 生 向 不 稳定 性 的 转变 ,但 (11.4.9) 
表明 ， 当 p(0) = 0.0166, 时 [这 小 得 足以 保证 (11.4.9) 是 一 个 
好 的 近似 ], 质 量 M 已 经 大 于 Ms。。 因 此 我 们 预期 , M 在 某 个 
量 级 为 pc 的 中 心 密度 pw 处 上 升 到 最 大 值 M > Mw, 然 后 在 
无 限 大 的 中 心 密度 处 降 到 值 M。。 这 个 预言 得 到 了 用 方程 
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(11.1.13) 和 (11.4.1) 一 (11.4.3) 进行 的 详细 计算 mm 的 证 实 . 
出 纯 中 子 理想 气体 组 成 的 星体 ,质量 M 达到 极 大 值 

M m = 0.36M, = 0.7M o (11.4.15) 
是 在 如 下 的 半径 处 

Rm = 3.2Ro 一 9.6 km (11.4.16) 
因为 在 这 一 点 9M /9p(0) 等 于 零 , 我 们 预期 这 里 会 发 生 从 稳 
定 到 对 径 向 振动 不 稳定 的 转变 ， 因 此 , (11.4.15) 和 (11.4.16) 
表征 着 由 星体 稳定 的 要 求 所 容许 的 质量 和 中 心 密度 最 大 的 中 
子 旺 ， 质 量 (11.4.15) 叫做 Oppenheimer-Volkoff 极限 ， 注 意 ， 
从 这 样 的 中 子 星 表面 发 出 的 谱 线 红 移 是 


1/ 
:= BR —1=(1 — 26Ma\ we 


Rm 

= 0.13 (11.4.17) 
[ 见 式 (3.5.3), C11.1.1) 和 (11.1.17). ] 对 于 质量 最 大 的 稳定 中 
子 星 ， 广义 相对 论 显然 正在 开始 变 得 重要 起 来 . 
当然 ， 中 子 星 不 可 能 纯 由 中 子 组 成 ， 因 为 我 们 至 少 需要 
Fermi 电子 海 使 得 Pauli 不 相 容 原理 能 阻止 中 子 的 8 衰变 .为 
了 初步 了 解 一 下 中 子 星 的 化 学 组 成 ,证 我 们 来 考虑 中 子 、 质 子 
和 电子 之 间 的 平衡 。 这 三 种 Femi 气体 每 一 种 的 能 量 密度 和 
数 密度 由 下 式 给 出 ( 式 中 i = 2, p,e) 


pi = 2 w taR + mikak (11.4.18) 


Qxky Jo 
Br (RFF a Rei 
m= Gay f kak = 5h (114.19) 


在 星体 中 任何 给 定 的 点 。 RE n>ptety 可 以 把 中 子 变 
HF. MRM p+ e—>n 十 2 可 以 把 质子 变 为 中 子 (中 微 子 
移出 星体 )。 这 些 反 应 保持 重子 的 总 数 密度 不 变 

ng tn =n, GHEY  . (11.4.20) 
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同时 保持 着 电 中 性 ，- 
ny = te = 0 (11.4.21) 


但 由 于 2p 固定 ， 总 能 量 密度 就 可 以 单 用 n 表示 出 来 : 
P= Pa T pet P 
= 3C ikg VE + mldk 
+ Vera 


+ (rrr EF mina} (11.4.22) 


式 中 C = (32h 
SA ERM 
= 2- = (C'n 2/3 + m2, )v2 — (Cling — m] + myn 
— (CEng 一 加 十 本 入 
化 学 平衡 就 达到 了 。 RATE LIRA n = n 一 
作为 mw 的 函数 解 出， 得 


z Cnt 
(m — mY — Imm +m) + mt m, N” 
+ C'n? 43 | fı + Cn wall 


核子 质量 差 9 = m, 一 m, 和 电子 质量 me 量 级 相当 并 且 都 远 
远 小 于 m 故 这 个 结果 可 以 更 简 洛 地 写成 
ne L 49. a p 4CQ? — mi) 
2 8 也 + Ma (£ fy + m . 
«eb + Gey aas 
式 中 pc = m,/ C 是 以 前 在 (11.4.3) 中 定义 的 临界 密度 . 
中 子 不 发 生 6 衰变 的 稳定 条 件 是 ，Fermi 电子 海 充填 到 
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的 动量 应 当 大 于 中 子 6 衰变 中 发 射 的 电子 的 最 大 动量 kma 
kr,e > R max (1 1.4.24) 
式 中 _ 


kmar = [Cm 一 mh)? — 2mm, + me) + miu? 
2m, 
œ [0? — mi)” = 1.19 MeV l (11.4.25) 
FA (11.4.19 (11.4.21) 得 到 电子 的 Fermi 动量 是 


2/3 2⁄3 
kle = Cn! = Cn = m (22a) (22) 


pe Ny 
2 4/3 2/3 
Ma (22) + Om, (za) 十 8: 一 m? 
= 4 Pe Pe 


- (11.4.26) 
ESRZE 2, = 0 处 为 最 小 ; 起 ,在 那里 刚好 等 于 如 sx。 所 以 ,中 
子 6 稳定 性 条 件 (11.4.24) 对 于 任何 正 的 中 子 密度 确实 是 满 
足 的 . 
质子 -中 子 比 (11.4.23) 当中 子 密度 非常 小 时 是 很 大 的 并 
逐渐 下 降 , 当 man. 等 于 转变 密度 | 
or pe [om =- 1.28 X 10~p, (11.4.27) 
时 达到 极 小 . 
， ( 6+ 了 (2: 一 my | 
(=) ~ 二 2” 一 |) = 0.002 (11.4.28) 
ny min Ma 
然后 单调 上 升 , 当 nm, D ps 时 达到 1/8。 中 心 密度 稍稍 小 于 
转变 值 (11.4.27) 的 星体 实际 上 根本 不 是 中 于 星 , 而 是 属于 白 
妖 星 平衡 解 的 极 高 密度 分 支 ， 因 而 是 不 稳定 的 ( 见 11.3 AA). 
因此 我 们 预期 , 有 着 某 个 量 级 为 pr 的 最 小 中 心 密度 ， 和 某 个 
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量 级 为 3M olpr/ p)? = 0.03M 6 的 最 小 质量 [ 见 式 C11.4.991， 
当 低 于 这 些 值 时 、， 稳 定 的 中 子 是 就 不 能 存在 。 详细 计算 表 
H, 中 子 量 的 最 小 质量 实际 上 约 为 0.2M 6. 

中 子 星 里 混 有 少量 氢 所 产生 的 效应 比 人 们 设想 的 更 有 意 
义 ,因为 填 满 了 质子 能 级 和 电子 能 级 以 及 中 子 能 级 ,就 阻止 了 
中 子 以 外 其 它 粒子 的 衰变 。 这 些 其 它 粒 子 在 正常 条 件 下 是 不 
稳定 的 。 例 如 , 当 ke > 53 MeV hj, p 介子 变 得 稳定 ,因为 
那 时 Pauli 原理 将 阻 正 其 衰变 过 程 -> eo +» +5 BY E 
子 发 射 根据 式 (11.4.26) , 当 密 度 p 之 man, 达到 值 0.038p。， 
即 当 n, = 0.005w。 时 就 会 发 生 这 种 情况 . 当 密 度 达到 0.107p。， 
np 一 0.0132, 时 ,电子 的 Fermi 动量 达到 上 介子 质量 105MevV ， 
Fermi 海 顶部 的 电子 转变 成 (比方 说 通过 碰撞 ) 4& 介 子 和 和 逃离 
星体 的 中 微 子 - 反 中 微 子 对 的 过 程 ,在 能 量 上 就 变 得 有 利 了 ， 
因此 甚至 中 等 质量 的 中 子 星 也 会 混 有 /介子 ,也 混 有 氧 。 根 
据 同样 的 理由 可 以 预期 ， 超 子 以 及 核子 和 超 子 的 各 种 激发 态 
也 将 是 稳定 的 并 少量 地 存在 着 . 

这 就 产生 了 一 个 有 趣 的 原则 问题 ， 例 如 ,在 x 介子 -核子 
散射 中 著名 的 3-3 共振 既 可 以 认为 是 一 介子 -核子 力 的 表现 ， 
也 可 以 看 成 是 一 个 质量 等 于 1236 MeV 的 寿命 极 短 (5.5 X10 
秒 ) 的 粒子 , 即 A 重 子 ， 我 们 是 否 应 该 把 A 包 括 到 中 子 星 的 理 
想 气体 模型 中 去 呢 ? ”人们 通常 的 看 法 是 不 应 该 , 但 当 核子 密 
度 足够 高 时 ，Pauli HEKEI A>N+2, A>N+7& 
等 衰变 过 程 发 生 ， 而 能 量 的 考虑 将 有 利于 某 些 中 子 和 质子 变 
为 A. 当 然 ,核子 间 的 强 相互 作用 可 能 会 排除 致密 中 子 星 的 任 
何 理想 气体 模型 ， 但 也 有 可 能 通过 把 中 子 昨 处理 成 中 子 、 质 
FOF. wo 介子 、 超 于 核子 和 超 子 共振 的 理想 气体 ， 而 把 这 
些 相 互 作用 力 的 影响 都 考虑 进去 ( 见 15:11 节 ). 

无 论 如 何 应 当 明 白 , 当 oO) 可 以 比拟 于 或 者 大 于 jp 时， 
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应 用 Oppenheimer-Volkoff 的 计算 (把 中 子 星 当 作 纯 中 子 理想 
气体 处 理 ) 必 须 十 分 谨慎 . 在 理想 气体 模型 中 只 包括 质子 \ 电 
子 和 中 子 , 对 于 中 子 星 的 结构 本 身 并 没有 严重 影响 sa, 但 核 力 
可 能 是 相当 重要 的 ;例如 ,各 种 详细 计算 得 出 的 最 大 稳定 质量 
值 等 于 437Moepa, 1.95Men0, 和 2.4M oo, 即使 是 这 些 模 型 
也 还 是 高 度 理想 化 的 ; 人 们 预料 ， 真 实 的 中 子 星 会 有 晶 状 外 
A BOAR. BANK, 还 常常 有 非常 快 的 自转 
速率 rm. 

1967 年 ;“ 脉 冲 星 ” 一 一 以 周期 为 几 秒 到 0.033 秒 的 规则 
脉冲 发 出 各 种 波长 辐射 的 一 种 星体 一 一 的 发 现 c0， 提示 我 们 
应 当 去 考查 一 下 中 子 星 和 白 斤 星 可 能 的 转动 和 振动 周期 ， 式 
(11.3.37) 和 (C11.3.38) 表明 , 对 于 7 为 6/5，4/3 或 1 以 外 的 
所 有 值 ， 任 何 Newton 多 层 球 的 最 大 转动 频率 和 基本 振动 频 
率 的 量 级 都 是 VGM/R:， 对 于 任何 稳定 的 中 子 星 , 准 确 到 一 
个 数量 级 以 内 ,这 个 结果 也 大 致 成 立 ; 在 这 种 情况 下 , 4MM 
R 取 值 (11.4.15) 和 (C11.4.16) 时 ,特征 频率 最 大 ,其 值 为 

(EM) = 10* sec! (11.4.29) 


Rin 


这 大 大 快 于 任何 观测 到 的 脉冲 星 频率 。 按 流行 的 看 法 ,脉冲 
星 是 转动 着 的 中 子 星 c0， 它 以 接近 最 大 的 转动 频率 ( 量 级 为 
10 sec) 开始 自己 的 生命 ， 然 后 通过 引力 辐射 和 电磁 辐射 并 
通过 对 带电 粒子 的 电磁 加 速 失去 自己 的 能 量 ， 而 逐渐 地 变 慢 
下 来 .为 了 说 明 这 种 辐射 的 存在 以 及 观测 到 的 脉 串 ,必须 候 
设 星体 没有 绕 自 转轴 的 贺 对 称 性 ， 如 果 它 的 磁极 和 自转 极 仿 
离 ,情况 就 会 如 此 .由 于 观测 到 几 个 脉冲 星 正 在 变 慢 52, 这 种 
解释 得 到 了 支持 。 ， 

质量 和 中 子 星相 同 的 白矮星 , 其 半径 要 大 m/nm ~ 900 
倍 ， 故 其 基本 振动 频率 和 最 大 转动 频率 要 比 中 子 星 的 小 3 x 

- «375% 


10- 倍 . 当 M 接 近 M,。 时 ,由 此 得 到 的 特征 频率 要 比 (11.4.29) 
小 同样 一 个 倍数 , 即 大 约 为 0.3 sec, XE AS Beh RN 
到 的 脉冲 速率 慢 ， 所 以 脉冲 星 很 可 能 是 中 子 星 , 而 不 是 白 矮 
F. 


5. 超大 质量 星 


我 们 现在 转 而 研究 另 一 类 “星体 ”3, 广义 相对 论 在 其 中 
以 完全 不 同 的 方式 起 作用 .。 考虑 一 颗 星体 由 辐射 压 ( 而 不 是 
物质 压 ) 维 持 着 平衡 ,这 种 情况 发 生 的 条 件 下 面 就 会 看 到 . 我 
们 也 假设 星体 处 于 对 流 平衡 中 ( 见 11.1 节 ), 并 有 均匀 的 化 学 
组 成 , 辐射 的 能 量 密度 为 。 = 3p, 故 这 种 星 是 y = 4/3 的 多 
BRA - 


| p= Kp” 《11.5.17 
辐射 压 由 Stefan—Boltzmian 定律 给 出 
一 EAT 
ee (11.5.2) 
所 以 当 p 二 p, 时 ,温度 由 下 式 决定 
45#K 14 1 | 
kT = (5) p” (11.5.3) 
这 里 物质 压 遵从 理想 气体 定律 
Pa = ptT (11.5.4) 


式 中 元 是 气体 粒子 的 平均 质量 ， 因 此 , 物质 压 同 辐射 压 之 比 
为 


_ ta 4543p 45N 
-o tin (KTY 1 (se) (11.55) 


CERERE IER, 故我 们 可 以 用 8 代替 天 (或 者 它 
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们 都 要 依赖 的 比 坑 ) 来 确定 物 态 方程 , 写 出 


45%? 1⁄3 
一 (5) (11.5.6) 
由 式 (11.3.17) 和 表 11.1 得 出 , 7y = 4/3 的 多 层 球 的 质量 是 
M = 4x(2.01824) (=Y (11.5.7) 


四 用 (11.5.6); 上 式 变 为 


M 一 rea 01824) ge = 18Mo (Sy ge? 
C11.5.8) 

对 于 温度 在 10°°K $ 10°K SANE, 元 m Fee, F Aa 
质量 的 平均 值 , hm ~ my/2, Alt, 在 这 种 情况 下 , 辐射 压 
超过 物质 压 《 比 方 说 ) 10 倍 的 条 件 是 M 之 ?7200 Me 还 没有 
肯定 地 观察 到 这 样 的 超大 质量 星 ， 和 但 它们 已 经 被 认为 是 通过 
引力 雪 缩 产生 辐射 能 的 可 能 处 所 m， 

超大 质量 是 的 结构 完全 由 描述 y ~ 4/3 的 Newton 多 层 
球 的 方程 决定 ,特别 是 ,由 式 《11.3.16) 得 出 星体 的 半径 是 


t g NW 
R = 6.89685 (5) pO 
xG 


再 用 (11.5.6), 得 

R = (SY (6. 89685) pan P0 (11.5.9) 
这 个 半径 受到 我 们 如 下 假设 的 限制 ， 即 星体 的 静 质 能 比 它 的 
辐射 能 要 大 得 多 , 更 不 必 说 要 化 物质 的 热能 大 了 。 这 个 条 件 
可 以 表 为 


PUTY < p 
15% 


或 者 ,利用 (11.5.3) 和 (11.5.6), 得 


es Pera (11.5.10) 
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密度 。 在 中 心 最 大 , 故 上 式 可 以 看 作 是 对 于 0(0) 的 条 件 ; 用 
(11.5.8) 和 (11.5.9) 将 8 和 pC0) 借助 于 M 和 RR 来 表示 , 则 条 
件 (11.5.10) 变 为 


ME « 4 (201824) 一 039 (11.5.11) 
R C 3 \6.89685 


这 本 质 上 等 价 于 说 引力 势 很 小 ,也 符合 我 们 的 假设 ， 当 M = 
104M。 时 , 式 《11.5.11) ÆR R > 4 X 104km。 

尽管 我 们 无 需 用 广义 相对 论 来 理解 这 些 超大 质量 星 的 结 
构 , 但 却 需要 它 来 解决 稳定 性 的 问题 ， 一 个 7 = 4/3 的 多 层 
球 在 稳定 和 不 稳定 之 间 摇 摆 ， 故 必须 考虑 物质 压强 和 广义 相 
对 论 的 微小 影响 ， 这 种 影响 在 结构 计算 中 不 起 任何 可 察觉 的 
作用 


我 们 利用 11.2 节 中 的 定理 1。 它 告诉 我 们 , 从 稳定 到 不 
稳定 的 转变 将 发 生 在 o(0) 使 内 能 E 取 极 值 处 ， 为 计算 ,我 
们 用 式 C11.4.29) 一 CL1.1.31), 准确 到 GM/R 的 第 一 阶 ,得 到 


{R . R 
E> | 4z72eKyr)d7 + | 4nGr A (r)elr)dr 
一 人 4nGr_ (r)ar 
一 | 6xrGÌ Mro rdr (11.5.12) 


内 能 密度 。 是 


= MURTY 工 kT | 
15 # I 一 1 wm TE —1)! 


式 中 了 是 物质 的 比 热 比 . 〈 对 于 电离 氢 , T= 5/3.) 总 压强 


3p, £ 十 一 一 一 一 


是 


P= P, + Pm = PAL + B) 
因而 ,准确 到 小 参量 6 的 第 一 阶 , 由 下 式 可 得 能 量 密度 对 压强 
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的 比 


加 _ GIT 4) 2 5. 
e= 3p |i 3. =» Hero) | (11.5.13) 


量 级 8 的 小 改正 在 (11.5.12) 的 第 二 项 里 可 以 略 去 ,因为 它 已 
经 比 第 一 项 小 一 个 量 级 为 GM /R 的 因子 ,但 在 大 的 第 一 项 中 
必须 保留 它 ,因而 


pa [i= Bd annie 


十 | 12xGr .A (r)plr)dr 一 f 4xGr A Cdr 
9 0 


— (" 6G? A onde — ++ (11.5.14) 
第 一 个 积分 可 用 分 部 积分 法 重新 写成 
f l2xr:pCr)dr = f plr)d(4r7r’) = 一 f 4urip'(r)dr 


为 了 计算 (我们 将 基本 方程 (11.1.13 展开 到 CM/R 的 
第 一 阶 : 


一 (门人 GA Cr) fı + PCr) 
er) 


4xr’p(r) 2G 4 Cr) 
taint) | 


所 以 ， 
人 12x72pC 7)dr = 人 4zGr A (1) pCr)adr 
+ | 4xGr .ie(CrpCrar + 人 16zGrto6r)p(r)ar 
TEZOR TO 


只 有 在 第 一 项 中 才 需 要 保留 改正 ， 这 一 项 比 其它 各 项 约 大 
R/GM 倍 ， 故 准确 到 8 和 GM/R 的 第 一 阶 , 式 (11.5.14) 变 
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_ Gr-4 
3(T — 1) 


十 人 16xGr A Cr)plr)dr + 人 l6eGrp(rplr)dr 


£ f 4xGr AM Colder 


十 | 2xG MU r)o(r)dr (11.5.15) 


现在 每 一 项 都 很 小 , 故 可 以 用 解 y = 4/3 的 Newton 多 层 球 
的 Newton 方程 
— rp lr) = GM Cele) 
得 到 的 p, p RA 值 把 它们 全 都 计算 出 来 。 特别 是 ， 在 式 
(11.3.24) HS y = 4/3 即 可 得 到 式 (11.5.15) 中 的 第 一 个 积 
分 ， 
| 4xGr AM (r)pCr)dr 一 一 y= 3GM* 


2R 
而 第 三 项 可 用 分 部 积分 号 为 | 
人 L6G r'p(r)pCr)dr = f Anr prjd A Cr) 
一 一 cane VOEE ZOLO 
= F 4n@ Mr) plr)dr 一 | 8xGrpl(r) d (r)dr 


A 01.5.15) 现在 变 为 


Gr — 4) 一 一 一 ror r r ; 
jr DiS 2 MÈ 二 | grGr A Cd 


Ex- 


+ | 62? M*(rjoCrdr 


最 后 两 个 积分 可 以 用 y = 4/3 的 Lane-Emden H 3K OCE) 来 
计算 : 


(* 6x6? M (rok Pdr = SETON? ff #0 CEE 


5/2G32 
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(876A CpCr)rar = away” {i EIEEE 


而 KX 和 pC0) 可 以 用 (11.3.16) 和 (11.3.17) 借助 M 和 R 来 表 
示 , 得 


K™9(03 加 Mr GM? 
o en OF R 
由 数值 积分 得 


1 £ r 
一 -一 一 -一 一 一 3 OC Ed 
sD Ue PIECE) 


+2 0 sores} =5.1 


故 综合 起 来 我 们 最 后 得 到 
(IT 一 4) ,GM? ŒM? 
Ex T R + 5.1 (11.5.16) 


4 RAB LEIRTAL 星体 一 定 是 稳定 的 ， 因为 那 
时 星体 的 性 质 同 具有 如 下 参量 的 Newton 多 层 球 类 似 [W LA 
(11.5:13). J 

yet tie sty TERES n> 
从 稳定 到 不 稳定 的 转变 将 发 生 在 KR 减 小 到 这 样 一 个 值 的 地 
方 ,在 那里 有 


E_E KO _ 4 


ƏR Bp(0) ÖR 
KFR ALE LC AE ERHAN F MEE p 和 M . 
DUA (11.5.6) 和 (11.5.7).] 因 此 , 星体 能 够 稳定 的 最 小 半径 
20.4 (T — 1) GM 
(3r—4). £ 
让 星体 缓慢 收缩 到 这 个 最 小 稳定 半径 (通过 其 表面 辐射 ) 


. 381 >° 


R min = (11.5.17) 


可 以 释放 出 的 最 大 能 量 是 


一 y= C3T — 4)8M 
E (Rain) dT — 1) (11.5.18) 


例如 ，B = 0.1 的 星体 将 有 M ~ 7200M。; MRT = 5/3, W] 
最 小 半径 是 1.45 x 10°km, 使 该 星 缩 拢 而 能 释放 出 其 静 质 量 
EJ 0.03%, 4 T = 5/3 时 表面 势 .MG/R 的 最 大 值 是 0.07356， 
远 在 极限 (11.5.11) 之 下 . 


6. 均匀 密度 胃 


广义 相对 论 在 另 一 关 净 定 星体 上 找到 了 有 意义 的 应 用 ， 

AARE RRT EARRAN RENEA 1 
p=  ， (11.6.1) 

这 些 星体 之 所 以 值得 注意 ,并 不 是 因为 它们 真 的 存在 (它们 实 
际 上 是 不 存在 的 ), 而 是 因为 它们 的 结构 非常 简单 , 使 我 们 能 
求 出 Einstein 方程 的 严格 解 " 1， 也 还 因为 它们 给 来 自任 何 星 
体 表面 的 谱 线 引 力 红 移 建立 了 一 个 上 限 pa. 

由 于 p 为 恒 量 ,基本 方程 C11.1.13) 可 以 写成 


一 如 Cr) = 4rGrt _ 8eGar? |"! 
Le + pr) ILC e/3)+pCr)] tG ft 3 | 


(11.6.2) 
现在 压强 必须 通过 从 之 一 0 的 表面 向 内 《而 不 是 像 对 于 更 现 
实 的 模型 那样 向 外 ) 积 分 来 决定 ,由 此 得 到 
pCr) 十 p [ea 下 
3pCr) + p 1 一 8xGpr 
对 pCr) 求解 ,并 用 星体 质量 M RR o 
3M 
4nR? 


p= 4 r<R (11.6.3) 
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我 们 得 到 


or suf 1 — (2MG/R)]—[1 — CM Gn/ RI 
“ {f[1 一 GM Gr /RI — 3{1 — (2MG/R) 17} 
(11.6.4) 
由 方程 (11.1.11) 立即 得 出 度 规 分 量 A(r): 
l _ [一 2MGz]- 
AC) = [er] (11.6.5) 


而 将 (11.6.4) 代 人 积分 (11.1.16) 可 以 算出 BC): 


_1 2MG \¥? 2M Gra): 
Bory = 2 [3(1 0) | 
(11.6.6) 
这 个 解 的 最 有 意义 的 特点 在 于 ， 它 并 不 是 对 于 M 和 RR 的 
所 有 值 都 有 意义 ， 由 式 《11.6.4) 给 出 的 压强 在 点 roo 将 变 成 
无 限 大 , ro 由 下 式 确 定 
rå = 9R? 一 AR 
MG 
(而 且 ; 度 规 在 7+。 也 变 为 奇异 ,因为 BC.) HB, ) 但 是 压强 是 
个 标量 , 所 以 pCr) 中 的 无 限 大 不 能 说 成 是 坐标 系 选择 不 当 ， 
我 们 必须 保证 pCr) 对 于 任何 实 ” RAH, BAT mie 
唯一 办 法 是 使 r2 为 负 , 即 让 


MG 
<4 一 11.6.8 
R 9 | K 3) 


注意 到 Schwarzschild 半径 2M G 在 这 里 小 于 实际 半径 的 8/ 
9, 故 无 论 外 解 (11.1.17) 还 是 内 解 (11.6.5) 和 (11.6.6) 中 都 
不 存在 奇 性 ， 

我 们 发 现 星 体 引 力 势 的 绝对 值 MG/R 有 一 上 界 ， 已 经 不 
是 第 一 次 了 ， 我 们 在 11.4 节 中 知道 , 对 于 稳定 的 理想 气体 中 
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(11.6.7) 


子 星 , M G/R 永远 不 会 大 于 0.36/3.2, 即 0.11, [ 见 式 (11.4:15》 
和 (11.4.16). ] 那么 ， 不 论 物 态 方程 如 何 ，Einstein 方程 的 结 
构 是 不 是 对 MG/R 加 上 了 一 个 绝对 上 限 呢 ? 

为 了 把 这 个 问题 作为 数学 问题 提出 来 -我 们 把 。 看 成 任 
意 的 有 限 正 函数 ,只 加 上 如 下 的 一 般 要 求 : 

(A) 半径 R 是 固定 的 。 且 


e(r)=0 4% r>R . (11.6.9) 
(3) 质量 M 是 固定 的 , 且 
人 4zzxz2p(Cr)dar = M (11.6.10) 


(c) H (11.1. 11) 得 到 的 度 规 系数 4(r) 必须 是 非 奇异 
BY» HX 


r 
MN ATE (11.6.11) 


AP . 
A) = | taro a 


(D) 密度 pC7) 不 应 向 外 增加 : 

pr) <0 (11.6.12) 
(很 难 想像 表面 附近 的 密度 比 中 心 附 近 大 的 流体 球 会 是 稳定 
的 .) 给 定 了 满足 这 些 条 件 的 任何 函数 pCr)， 我 们 可 以 从 式 
(11.1.11) 算出 4Cr); 将 方程 (11.1.13) 从 表面 向 内 积分 (加 
上 p(R) 一 0 这 个 边界 条 件 ) 我 们 可 以 决定 pCr); 然后 从 式 
(11.1.16) 可 以 算出 BCO). A (11.6.11) 保证 4(r) 的 性 质 很 
好 ,并 且 只 要 pCr) 有 限 ,方程 (11.1.13) BBR plr) 0, 而 
sf 《11.1.16) 将 给 出 有 限 的 正定 的 BCr)， 因 此 , 对 输入 函数 
or) 的 任何 绝对 限制 (例如 对 MG/R 限定 上 界 ) 只 能 来 自如 

下 条 件 , 即 方程 (141.13) 必须 给 出 压强 pCr) 的 有 限 解 . 
我 们 将 稍为 间接 好 来 利用 这 个 条 件 ， 即 集中 注意 于 度 规 
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系数 BO) 而 不 去 注意 p() 本 身 . 首先 推导 给 定 密度 函数 
Plr) 后 无 需 解 出 PO) 就 能 算出 BO) 的 方程 ;从 (11.1.5) 和 
《11.1.7) ,我 们 有 


3R,B + RA = BY — B (4 + BN 


2\4 B 
— 3BA B. —16xrGpAB 
ra 
或 
B-E (£4 R42) = 3 634' — 16xrGpr A] . 
2 \A B r rA , 
定义 


B= - (11.6.13) 
可 将 上 述 方程 线性 化 . 对 于 4(r) 用 式 (11.1.11) RZ, 整理 
一 下 ,我 们 得 到 
d |1 — OO. 1⁄2 a 
-el -0 Lo) 

(11.6.14) 

r=R 处 的 初始 条 件 可 以 直接 从 式 ar 1.16) 决定 , 或 者 从 

BCr) 与 外 解 (11.1.17) 光滑 吻合 的 条 件 来 决定 ; 无 论 用 哪 种 
方法 ,我 们 都 得 到 

_ _ IMG 1⁄2 
CCR) 一 [1 24e | (11.6.15) 


MG [,_ 2MG)]"" 
R? o 


(11.6.16) 


CO) 的 解 必 须 是 正定 的 ， 这 是 因为 “Cr) 只 有 通过 零 值 才能 
EARL, EBA BANS, WER (111.16), RAHE 
强 p(r) 有 奇 性 时 了 才能 为 零 

我 们 下 面 继续 推导 LOWER. BRCM, 那么 
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《11.6.14) 的 右边 就 是 负 的 , 这 是 因为 I (r)/ser 是 半径 + 
里 面 的 平均 密度 。 而 如 果 密 度 不 随 7 增加, 平均 密度 也 就 不 
APE r 增加 ， 因 此 ,由 (11.6.14) 得 
7 了 ANL2 
#0) < 
只 有 当 密 度 均 匀 时 才能 用 等 号 .将 这 个 不 等 式 从 7 积分 到 RR 
并 利用 (11.6.16), 我们 得 
CC) > MGr Mar (1 - aaa mye 


再 从 0 RAS) RIA (11.615), 得 
2MG 1/2 
go < |i- zmc] 
MG | rar 
o [1 — G A (r)/r)1” 

3 A kr) 尽 可 能 小 时 右边 最 大 。 对 于 给 定 的 质量 M 和 半径 

R,p《r) 和 0 的 密度 分 布 要 使 算出 的 Or) 处 处 尽 可 能 小 ， 
plr) 就 应 为 党 常数 ， ERRET 


将 此 式 代入 积分 中 ， 我 们 的 不 等 式 就 大 为 
co) <È 3 [1 — 26M)" 一 + (11.6.17) 


， R 
我 们 已 经 说 过 f(r) 必须 是 正定 的 ;所 以 (11.6.17) 意味 着 
MG 4 (11.6.18) 
R 9 


这 正 是 前 面 对 于 均匀 密度 性 找 到 的 上 限 ， 但 现在 我 们 知道 
(11.6.18) 对 于 所 有 星体 (不 论 均匀 与 否 ) 都 是 成 立 的 ， 

也 可 以 证 明 , 对 于 给 定 的 质量 和 半径 ,中 心 压 强 最 小 的 稳 
定 星体 是 均匀 密度 星 。 所 以 , 任何 星体 的 中 心 压强 都 不 小 于 
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ER (11.6.4) pe = 0 得 到 的 值 ; 即 ” - - ae 

[1 — (2MG/R) P 1 Ù Fy Etos 

70)> 4x api —3{1-@ MOTTA | (11.6.19) 
这 再 一 次 表明 ， MG/R RAGES TARE 4/9, hs 

这 个 结果 立 刘 可 以 改 述 为 关于 来 自任 何 星体 表面 的 谱 线 

红 移 的 论断 ， 根据 式 《3.5.3), 《11.1.1) M C1117), RATA 


—1/2 
e= AL pR) —1 = (1 — 2S) — 
A Rove. 


HR (11.6.18) 得 到 = 的 上 界 为 
z<2 (116.203 
事实 上 , 谱 线 红 移 接近 1.95 的 类 星体 射电 源 的 浓度 看 来 特别 
大 !1《 见 第 十 四 章 ) 然而 我 们 不 应 当 一 下 子 就 作出 结论 , Mik 
为 这 些 红 移 必定 起 源 于 强 引 力 场 , 这 是 因为 红 移 在 x- 守 2 附 
近 将 要 求 星体 由 近 平 不 可 压缩 的 流体 组 成 , 从 而 O0/Op 非常 
小 , 这 看 来 在 物理 上 是 不 合理 的 , 因为 我 们 并 不 要 声速 (8p/ 
ap) 凡 变 得 比 光 速 还 大 !529 Bondi”) 证 明 ， 对 于 一 个 Op/ 
8p <1 FE tp 和 1/3 的 稳定 星体 { 攀 如 组 成 星体 的 粒子 只 
有 电磁 相互 作用 并 且 (或 者 ) 处 于 定 域 碰撞 时 情形 就 是 这 样 ; 
见 2.10 节 ] 其 表面 发 出 的 谱 线 红 移 被 限制 为 z < 0.615, .无论 
如 何 ， 红 移 x > 2 的 类 星体 是 存在 的 ， 例如 4c25.5: 的 红 移 
z = 2,358, 

然而 ， 并 没有 什么 定理 限制 从 球 对 称 静 态 物体 内 部 来 的 
光 信 号 的 红 移 3。 例 如 ;根据 式 (3.5.3), 11.1.1) A (11.6.6), 
从 一 个 透明 的 均匀 星体 中 心 来 的 光 信 号 的 红 移 是 ”< 


= 一 2 = 2 ` x © 
1+ z= BO) -311— (QMG/R)T? —1 


当 M G/R 趋 于 极 大 值 4/9 时 ， 这 个 红 移 变 为 无 限 大 。 Hoyle 
和 Fowler!” 建议 ， 类 星体 可 能 是 由 一 团 不 大 的 致密 星 组 成 
。 38% 。 


的 ， 其 红 移 谱 线 起 党 于 陷入 团 心 附近 的 热气 体 云 中 的 发 射 利 
Ri. 目前 还 没有 搞 清楚 类 星体 的 红 移 是 由 于 自己 内 在 的 
原因 呢 , 还 是 某 种 其 它 的 原因 ， 例如 在 第 十 四 章 中 要 讨论 的 明 
远 天 体 的 普遍 宇宙 学 退行 . 


7. 与 时 间 有 关 的 球 对 称 场 


我 们 现在 转 而 研究 星体 的 动力 学 问题 首先 写 出 球 对 称 、 
但 与 时 间 有 关 的 系统 的 度 规 和 Ricci HR. 球 对 称 性 要 求 诛 
时 间隔 dr 只 依赖 于 转动 不 变量 
t, dt, 7, X* dx = rdr, dX = dr + Hd + vind) 
ME TASA l 

' = CC r, Dd? — Dlr, dr? — 2E(r, Adrdt 

— F(r,1)77(d@ + sin? bdp) 
fe eI 

r= Fr, 4) 
可 以 将 函数 下 消去 。 于 是 度 规 将 有 同样 的 形式 ,不 过 新 函数 
C, D, E' 代替 了 C,D, ,当然 7 也 换 成 + 而且 没 有 因子 
FT. AES. 于 是 我 们 有 
dr = Clr, 1) dr Dlr; tjd 
— 2E(r, tdrdi — r (dë + sin? Ody’) 
现在 来 消 掉 E, 定义 新 的 时 间 t', 使 
dt = nr, tC, dt — E(r, 1dr] 

式 中 ? 是 一 个 积分 因子 , 它 要 使 得 上 式 右边 成 为 全 微分 ,也 就 
是 使 得 
Dc NT = =- aC, DEC, 91 
(把 这 个 方程 当 作 初 值 问题 处 理 即 可 解 出 ;对 所 有 A Cr, 
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b), 我 们 可 以 在 :二 o RH OnCr, 六/8t。 从 而 决定 对 于 所 有 

rBin(r, to + dt).) 这 样 一 来 , 原 时 就 变 为 

dt? 一 4 ?C—dt"? — (D + COE) dr? — rAd + sin? bdo’) 

或 者 ， JAER 4 和 3 代替 D + C'E? “和 ne HEH r 

dř = = BCr, Dde - 一 - Abr, Ddr — z PUE + -+ sin? bdg”) 

(11.7.1) 

因此 ， 我 们 可 以 按 茸 知 的 “标准 "形式 来 使 用 这 个 度 规 。 唯一 的 

新 特点 是 4 和 B 现 在 既 依赖 于 + 7 也 依赖 于 

度 规 张 量 及 其 道 张 量 的 非 零 分 量 是 


EnS A o = t go =r :sin26 gn = —B 
gr = A` ga? = 772 git 一 r? sin ey g" = 一 -ya 
CL. 7.2) 
由 此 得 出 仿 射 联络 的 非 零 分 量 是 | 
A’ r r sin? 0 
P= oF Ia = 一 一 Ty = - 
24 ny aa A 
B’. A pa: 1 
Tr; = 一 一 rT 一 了 =o T9, = Th . 
ti 2A " d ye eT 
T9, = —sinOcos6 TY, =I?, = + T3 = Thy = cot 6. 
r ; ; 
A B | B’ 
Mao f= Hal o 11.7.3 
© 2B * 2B ' tO 2B 7. (11.7.3) 


( 撒 和 点 现在 分 别 表示 O/Or 和 3/31.) M (6.1.5) 我 们 得 出 
Ricci 张 量 的 独立 非 零 分 量 : 


A rB’ 
Ros I 11.7.5) 
= C A 24 2AB ( 
RR Re Bl BA’. iB’ B”? 
" 24A 44? Ar 4AB 


2 A BA 


by (11.7.6) 
R, = ar (11.7.7) 

此 外 ,从 度 规 的 球 对 称 性 得 出 
Ree = sin? ORo (11.7.8) 


Ry = Rip = Ro = Ro = Ry = 0 (11.7.9) 
作为 这 些 结果 的 一 个 简单 然而 重要 的 应 用 ， 让 我 们 来 考 
虑 一 个 在 真空 中 ( 坑 方 程 在 那 昌 是 Re 一 0) 的 球 对 称 但 不 一 
TRAN. 根据 (11.7.7)， 场 方程 Ro 一 0 正好 告诉 我 们 4 
是 与 时 间 无 关 的 : 
A=0 
然后 看 看 (11. 7.4)— 一 (11.7.6) 就 知道 ， 场 方程 中 所 方 时 间 微 商 
都 去 掉 了 ， 它 从 变 得 同 真空 中 静态 各 向 同性 引力 场 的 方程 完 
全 一 PE, [见方 程 (3.1.137,] 然 后 我 们 可 以 看 复 8.2 节 的 论证 ; 
HRM Rs 为 零 , 得 到 - “ 


ope (ABY 一 0 
Ri Re HEE. | 
ar ae : of Ee ne 国 
因为 4 与 时 间 无 关 , 故 通 解 为 


(Ye snl) 
起 中 订 G 是 与 时 间 无 关 的 积分 常数 ,而 故人 是 :的 未 知 函数 ， 
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通过 定义 新 的 时 间 坐 标 
一 f FCADde 

可 以 使 函数 fz) 等 于 1。 现在 度 规 完全 与 时 间 无 关 , 并 与 
Schwarzschild 解 (8.2.12) 完 全 一 样 : :于 是 我 们 证 明了 Birkhoff 
定理 一 一 真空 中 的 球 对 称 引 力 场 必定 是 静态 的 ， 其 度 规 由 
Schwarzschild 解 给 而 。 

Birkhoff 定理 类 似 于 Newton 在 他 关于 月 球 运动 的 理论 
中 证 明 的 结果 ， 即 一 个 球 对 称 物体 外 面 的 引力 场 就 如 同 该 物 
体 的 全 部 质量 都 集中 在 中 心 时 一 样 . 这 个 适用 于 Newton M 
论 的 结果 竟然 也 适用 半 广 义 相 对 论 是 有 点 背 怪 的 ， 因 为 广义 
相对 论 中 非 静 态 物体 通常 会 辐射 引力 波 。 Birkhoff 定理 告诉 
Ril, 虽然 一 个 脉动 的 球 对 称 物体 当 然 可 以 在 其 物质 内 部 产 
生 非 静态 引力 场 , 却 不 会 有 3 引力 辐射 跑 到 真空 里 去 。 在 这 个 
BME. Birkhoff 定理 类 似 于 原子 理论 的 熟知 结果 一 一 两 个 
零 自 旋 态 之 间 的 跃迁 不 可 能 发 射 光子 . 

Birkhoff 定理 不 仅 可 以 用 于 物体 外 面 的 引力 场 ， 而 且 也 
可 用 于 处 在 球 对称 ( 但 不 一 定 静态 ) 的 物体 中 心 的 球形 空 腔 里 
面 的 场 。 在 这 种 情况 下 , 度 规 仍 由 Schwarzschild 解 给 出 ， 但 
因为 这 里 + 二 0 的 点 处 于 真空 中 ,不 可 能 有 奇 性 , 故 积分 常数 
MG AMAF. 因此 ，Birkhoff 定理 有 一 个 推论 ， 处 于 球 对 
称 系统 中 心 的 球形 空 腔 里 面 的 度 规 ， 必 定 等 价 于 平 直 空 间 的 
Minkowski 度 规 que. 这 个 推论 类 似 于 Newton 理论 的 另 一 著 
名 结果 , 即 球 壳 的 引力 场 在 壳 内 为 零 。 星体 的 中 心 通常 没有 
空洞 , 故 这 个 推论 在 本 章 中 对 我 们 没有 多 大 用 处 。 它 的 重要 
性 来 自如 下 事实 , 即 Birkhoff 定理 是 一 个 局 部 定理 ,与 + 一 co 
时 对 度 规 所 加 的 任何 条 件 无 关 ( 除 球 对 称 外 ); 所 以 , 球 对 称 系 
统 中 心 的 球形 空 腔 里 的 空间 必定 是 平 直 的 ， 即 令 这 个 系统 是 
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无 限 的 一 一 事实 上 ,即使 这 个 系统 是 整个 宇宙 一 一 也 是 如 此 ， 
我 们 将 在 15.1 节 中 看 到 , Birkhoff 定理 的 推论 可 以 用 来 证 明 ， 
在 字 宙 论 问题 中 有 限制 地 使 用 Newton 力学 是 合理 的 . 


RETE- 


为 着 给 引力 垢 缩 的 处 理 作 进 一 步 的 准备 ， 也 是 为 我 们 在 
第 十 四 章 中 讨论 宇宙 论 奠定 基础 ， 我 们 现在 来 建立 一 组 非常 
有 用 的 坐标 ， 共 动 坐 标 系 E9。 它 比 上 节 用 过 的 标准 坐标 对 时 
间 和 空间 的 分 离 更 为 自然. f 

考虑 一 个 充满 了 稠密 的 自由 下 落 粒 子 云 的 有 限 空 间 区 
域 .假设 每 个 粒子 都 的 带 着 一 个 小 钟 , 并 被 给 予 了 一 组 固定 
的 空间 坐标 ， 它 可 以 定义 为 粒子 当 自己 的 钟 读 数 为 零 时 在 某 
个 任意 系统 中 的 坐标 x*。 (校准 这 些 不 同时 钟 的 共 则 到 下 面 
再 讨论 . ) 任何 事件 的 空 -时 坐标 x,: 是 这 样 定义 的 , x 
事件 发 生 的 当时 当地 恰好 经 过 那里 的 粒子 的 空间 坐标 记号 ， 
取 ;为 该 粒子 的 钟 那 时 显示 的 时 间 。 我 们 可 以 想像 坐标 网 被 
粒子 云 拖 着 走 , 而 时 间 由 固着 在 网 上 的 钟 来 确定 。 这 种 坐标 
系统 在 粒子 云 所 占据 的 整个 区 域 ， 对 于 粒子 轨道 不 相交 的 任 
何 时 段 ,都 是 有 效 的 ， | 

共 动 坐标 中 的 度 规 g,。 有 几 个 极为 简单 的 特点 。 首先 我 
们 注意 到 , 钟 处 于 自由 下 落 状态 因而 走 的 是 原 时 , 故 在 一 给 定 
粒子 轨道 上 两 点 MG, :十 dz) 之 间 的 原 时 间隔 就 是 
dt, 好 7 

: dř? = —9G,,dx"dx” = —9,„d? 
因而 
9, = -1 (11.8.1) 
我 们 也 注意 到 ; 粒子 轨道 x= 恒 量 ,+ 一 7 满足 自由 下 落 方 


。392。 


程 , 故 


0 
d? ay dr . 
利用 (11.8.1), 得 
0 = gii PIi 
ðt 


或 者 ,因为 9 — RETRE, TE 


0 = Win (11.8.2) 
f 


我 们 还 可 以 选择 任意 方式 来 校准 固着 于 不 同 粒 子 上 的 时 
钟 。 假 设 我 们 通过 变换 . 
t =t + fx) x =xX (11.8.3) 


来 重新 校准 这 些 钟 , 则 新 度 规 将 有 如 下 元 素 . 
= — iI (11.8.4) 
ae ee 
93; 93; + ax (11.8.5) 
rg. — g, Of og OF _ OF Of 
9i = Jj 一 9r Oxi 94; xt Bai Oxi (11.8.6) 


如 果 可 以 这 样 选择 函数 1 使 方程 11.8.5) 右边 两 项 抵消 而 得 
Iu = 0, 则 问题 将 大 大 简化 。 在 下 列 两 种 重要 情况 下 可 能 做 
到 这 一 点 : i 

CA) 假设 我 们 可 以 重新 校准 所 有 的 钟 , 使 所 有 粒子 在 时 
刻 :一 0 静止， 通过 如 下 解释 可 以 给 上 述 假设 以 完全 的 物理 
意义 ， 就 是 说 在 上 = 0 时 对 于 每 个 粒子 P， 都 可 以 找到 一 个 
局 部 惯性 坐标 系 2", 其 中 P 和 邻近 粒子 之 间 的 工 离 是 纯 空 间 
的 , 即 


a) no 
Ox! / 10s xzp ae 
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而 且 其 中 P 在 时 | 间 间 隔 dt 内 的 运动 是 纯 时 间 的 , 即 


CONT 
Di t=, X=Xp 


ERTER HRE Minkowski 度 规 yo， 故 :一 0 
时 , 共 动 系 中 度 规 的 空 -时 分 量 是 


Ox" Ox” 
Bus 0) = [noe Br Be ln 
= 3 Xp 


利用 (C11.8.2) 得 知 o, 处 处 为 零 , 故 度 规 变 为 
dv? = d? — 9,,(x, 1)dxidxi © (11.8.7) 
(B) 如 果 度 规 是 明显 球 对 称 的 ， 则 线 元 必 有 上 节 中 我 们 
作为 出 发 点 的 一 般 形 式 , 即 
dt? = Clr, dt — DCr, 2dr? — 2E(r,t)drdi 
= F(r, rd + sin? Ode?) 
唯一 的 非 零 空 - 时 分 量 95 是 go = 2E. 《11.8,2) 又 告诉 我 们 ， 
也 是 与 时 间 无 关 的 ,所 以 
9, = 2ECr) © 
99 = Iy = 0 
因而 我 们 可 以 像 11.8.3) 那样 重新 校 钟 , 令 


一 一 2 E(r)ar- 


来 消去 分 量 9;;， 利 用 (11.8.4) HERS, 度 规 就 变 为 
dr? = dê — U(r, dr? — V(r,t) (d@ + sin? Odo’) 
(11.8.8) 


=0 


AH UAV 是 代替 DD 和 F 的 新 未 知 函数 . 

， ”即使 自由 下 落 粒 子 云 纯 属 想像 ， 构造 这 闫 坐标 系 当然 还 
是 可 能 的 ， 在 微分 几何 中 , 满足 (11.8.1) 和 (11.8.2) 的 坐标 
系 称 为 Gauss 坐标 ,又 若 Iu 为 零 , 使 线 元 取 (11.8.7) 的 形式 ， 
- 则 我 们 称 该 坐标 为 Gauss 正则 坐标 。 然而 ,这些 坐 标 系 的 最 
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重要 的 应 用 是 实际 上 由 自由 下 落 流体 组 成 的 系统 ， 在 这 种 情 
痪 了 ?流体 速度 四 维 矢量 的 空间 分 量 按 定义 为 零 ， 


U = (11.8.9) 
并 且 因 为 U* 是 归 一 化 的 ,就 有 
IUU’ = —1 (11.8.10) 
[ 见 式 (5.4.4)] U* 的 时 间 分 量 必须 是 
Ut = (—9,)- = 1 (11.8.11) 


我 们 将 只 用 球 对 称 共 动 坐标 系 ， 即 用 线 元 (11.8.8) 来 进 
行 工作 。 度 规 张 量 的 非 零 元素 是 


9, = U Io = V Gog 一 一 Vy sin20 94 一 一 
gr = UT! 9 = y- gr? = (V sin320)! g” = —1 
a . (11.8.12) 
不 难 算出 仿 射 联络 的 非 零 元 素 是 
U V p 
Tr = JU Tos 7 oe y sin’ 6 
` y' 4 
T; = r; = — T? 一 了 6 = To =T = 一 一 
s t 8 2V * 6 2V 
. Ibp = —sin@cos6 m =r = 
: 2V 


rm 一己 Ti 一 z To = P sin? (11.8.13) 
CHALE AD BURR 3/87 和 8/64.) 从 (6.1.5) 我 们 得 到 Ricci 3K 
量 的 独立 非 零 分 量 : 

p= Vv? _vuv' _ Ü Ù _ Ùr 


”7 2 20V 2 4U 27 
(11.8.14) 
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Vv” VU Ü VD 
Ry = —1 +2 — 一 三， 11.8.15 
6e 2U 4U 2 U ( ) 
R=- Ü _# (11.8.16) 
3U V 40: 2 
R, =E — EÈ — ur (11.8.17) 


7 2y? 2UV 
此 外 ,从 度 规 的 球 对 称 性 还 得 到 
Reg = Reo sin?8 (11.8.18) 
R,o = Rig = Rey = Re: = Ro = 0 (11.8.19) 


9. 5| A H 4a 


我 们 在 11.3 节 和 11.4 节 中 看 到 ,质量 大 于 几 个 太阳 质量 
的 冷 星 不 可 能 作为 白 禾 星 或 者 中 子 星 达到 平衡 。 也 许 一 个 大 
质量 星体 在 达到 其 热 核 演化 的 终点 以 前 总 会 抛 出 足够 多 的 物 
Hi 使 得 它 的 质量 降 到 Chandrasekhar 极限 或 Oppenheimer- 
Volkoff 极限 以 下 。 如 果 不 是 这 样 , 它 就 会 坊 缩 . 

SAAT EMT ABAD BRT. ATHA 
缩 过 程 中 可 能 发 生 的 情况 获得 某 种 概念 ， 我 们 只 考虑 最 简单 
AUTRE", 即 压强 可 以 忽略 的 “尘埃 ”的 球 对 称 姐 缩 。 因为 侍 
埃 粒 子 只 受 纯 引 力 的 作用 ,它们 是 自由 下 落 的 ,我 们 可 以 用 它 
们 作为 上 节 中 讨论 过 的 那 种 共 动 坐标 系 的 物理 基础 。 于 是 度 
规 由 式 (11.8.8) 决定 

de? = d? — UCr, t)dr? — V Cr, it)(d0 十 sin?0dqp’) 


(11.9.1) 
由 式 (5.4.2) 得 知 压强 可 和 忽略 的 流体 的 能 量 - 动 量 张 量 是 
Te = pUrU? 《119.23 


式 中 o(r， 妃 是 固有 能 量 密度 , U* 是 速度 四 维 矢量 ,对 于 共 动 
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坐标 系 , 由 式 (11.8.9) 和 (11.8.11) 得 

Ur'=U=Ur=0, U=1 (11.9.3) 
动量 守重 方程 (T); a == 0 是 自动 满足 的 ， 而 能 量 守 恒 方 程 
是 


= EN): 一 一 Op 一 A 
0 (T D); u ar or is 
= — 90 _ (Uv 
Br Nag * 7) 
或 者 换个 写法 
-2 Cov VU)=0 (11.9.4) 
Einstein 场 方程 可 以 写 为 
Ry = —82GS,, (11.9.5) 
式 中 


S = Tuy — = IT’ = p + gw 十 UU, | (11.9.6) 


这 可 以 借助 于 式 (11.9.1) 和 (11.9.3) 来 演算 ;我 们 发 现 Sw 的 
. 非 零 分 量 只 有 


U y 。 
Sy 一 pz Soo = p 3 Sop = Sosin? ð Suy = = 
, (11.9.7) 
特别 是 
S, =0 (11.9.8) 


将 (11.9.7)—(11.9.8) 和 (11.8.14) 一 (11.8.17) 代入 (11.9.5) 
得 到 四 个 场 方程 
a KI a ee Ü? 
ULV 2V? 2UV 2U 4U? 2UV 
= —4xGp 7 (11.9.9) 
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Na 


_ 1 1 |Zu] _ Vv _ vo 
v Ul2v auy! 2V 47 
= 一 4rGp (11.9.10) 
ae a2 
UV Gp (119.11) 


P vv _ UV" o (11.9.12) 
V 27 2UV 
假设 2 与 位 置 无 关 , 这 个 模型 可 以 更 进一步 简化 5， 我 
们 现在 来 求 分 离 变量 解 , 令 
U = ROC) V = S(t)9Cr) 
TE (1.9.12) BER S/S 等 于 R/R ,故我 们 可 以 规范 三 和 9 使 
得 


S(t) = R(t) 
此 外 ,我 们 还 可 以 将 径 向 坐标 重新 定义 为 > 的 任意 函数 ?, 特 
别 是 可 以 选择 ? = V 9%(r)， 于 是 了 和 9 Heme] = f9?/49 和 
5 一 六 去 掉 波 线 ,我 们 就 有 
U = ROC) VSR)? | (11.9.13) 
于 是 方程 (11.9.9) 和 (11.9.10) 变 为 


— E — Ë (ORC — 2R) = — 4r GRAC) 


(11.9.14) 
_1 1 — AED) —Ë — IDUN 
[ a + FD IPCS | BURG 一 2R?) 
= —4rGR*(t)p(t) oe (11.9.15) 
(11.9.14) AI (1.9.15) 中 的 第 一 项 显然 必须 是 相等 的 常数 ,我 
们 将 它 记 作 —2k: 
fr 1 1 Of Gr) _., 


PG) FAG) Or PCr) 


k 


唯一 的 解 是 
f(r) = {1 一 eer" 

故 度 规 取 如 下 形式 
d = dê — Rt) Fes 


-t rd +r +? sin Od | 


"€11.9.16) 
(顺便 提 一 下 ， 这 个 度 规 是 空间 均匀 且 各 向 同性 的 ; 由 于 这 个 
原因 ， 已 将 为 我 们 在 第 十 四 章 中 处 理 相对 论 性 宇宙 论 提供 运 
动 学 框架 .) 
余下 的 问题 是 计算 函数 ote) ARG). 将 (11.9.13) 和 
(11.9.14) 代入 能 量 守 全 方程 (11.9.4)， 我 们 发 现 PCOR(D 
是 常数 . 将 径 向 坐标 r 规范 化 便 得 


- ROO) 一 1 ee 《11.9.17) 

因而 ay 
FOr = ,pO RW). (11.9.18) 
场 方程 411.9.14) RLS. 15) Fi (11.9. DIERA MAA 

程 : o 
一 ?一 KORO — 2 ee = AEIR. 

7 i Mya? “11.9.19) 
ROR ~ BE 人 CORD 11920) 


地 这 两 个 方程 加 起 来 可 以 消去 RG), AA: 

RU) 一 =k + HG OR 《9%21] 
方程 (11.9.19) 和 (11.9.20 可 以 从 (1L9:21) 和 它 的 时 间 敏 商 
复原 出 来。 故我 们 可 以 忘掉 它们 而 直接 用 (119.21) 来 计算 


RG). 
现在 我 们 假设 ,在 :一 0 时 济 体 是 静止 的 《在 标准 坐标 
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中 ), 故 l 
RCO) = 0 (11.9.22) 


因而 由 Cit. 9.21) 和 《11.9.17), 得 
k = EE oC0) (11.9.23) 
因此 ， 方程 (11.9.21) JASS 
RG) = KER=C) — 1] (11.9.24) 
其 解 由 捍 线 的 参数 方程 表 出 : 
:一 (于 十 sin i4) 
R = + (+ cosh) (119.25) 
ERY o = x, 即 当 :一 了 时 RG) 变 为 零 , 其 中 
x orf 3 ` 1/2 F 
far tha T= 24k 2 (a) (119.26) 


怀 此 ,一 个 和 究 密 度 为 0) 的 零 压 流体 球 将 在 有 限时 间 了 内 从 
静止 贡 缩 到 国有 能 量 密 度 无 限 大 的 状态 。 

显然 所 缩 是 在 存 限 的 坐标 时 间 ¢ 一 了 完成 的 ， 从 球体 表 
面 来 到 我 们 这 里 的 任何 光 信 号 将 被 它 的 引力 场 延 迟 ( 见 8.7 
节 )》, 故 我 们 在 地 球 上 不 会 看 到 星体 突然 地 消失 .为 了 使 这 一 
点 更 加 明确 ,必须 求 出 星体 外 面 的 度 规 来 完成 我 们 的 计算 . 

在 11.7 节 中 证 明 的 . Birkhoff. 定理 表明 ,总 可 以 我 到 一 个 
“标准 的 ? 坐标 系 Fs 8, Poi; 使 得 球体 外 面 的 度 规 取 如 下 形 
A: 

CNMN a “= 2GMN ,, 
a AO, (i E 26M ai ~ (1- zer) [A 
— P (d? + sin?6dg?) (11.9.27) 
但 这 个 度 规 并 不 是 Gauss 正则 形式 (11.9.1), FULT A, 
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外 解 在 表面 互相 配合 ,我 们 必须 要 么 把 内 入 (11.9.16) 变 为 标 
准 坐标 , 要 么 把 外 解 (11.9.27) 变 为 Gauss 正则 坐标 。 我 们 选 
RA 

AAR (1.9.16) 立 刘 就 知 道 ， 标准 空 SMJER 7 T, 6, F 

必须 选 为 

F= rR), 6=0, F—p (11.9.28) 

为 了 定义 标准 时 间 坐 标 使 得 de? 不 含 交叉 项 好 dz， 我 们 采用 
11.7 节 中 措 述 过 的 “积分 因子 "法 ,得 

_ T — ka? 1⁄2 (1 R 1/2 

=“ ( m ) fot SIE = z) 

. o (11.9.29) 


式 中 N 1/2 
Sr, D= 1— C5) (1 — R())-(11.9.30) 


常数 “是 任意 的 ， 但 为 方便 起 见 可 以 选 为 被 研究 的 球体 在 共 
动 坐标 中 的 半径 ， 不 难 验证 坐标 系 7， 5 P, i 中 的 度 规 取 标 
准 形 式 

dv? = BCr,#)d? — ACF, 2dr? — rd + sin’ Odo’) 
式 中 四 AT 一 grau (1 L ka / S$ BORO O GL 
B Ts G 一 MS) Q — kr?/R) . - (11.9731) 


4=(1- Any" | (11.9.32) 


现在 应 把 S 理解 为 是 由 (11.9.29) 定 义 的 的 隙 数 ,r 和 RCG) 
则 是 由 解 方 程 组 C11.9.28) 和 (11.9.30) 所 得 出 的 了 和 8 HR 
数 , 亦 即 7 和 :的 函数 . 这 里 有 点 乱 , 但 是 在 星体 的 半径 r= s 
处 (这 是 一 个 常数 ,因为 + 是 共 动 坐标 )， 我 们 有 
. r= a) = aR - (11.9.33) 
on 1— kë V2 (1 dR z: R AN ,: M 
, -( k. ) 《1 一 ka?/R) (; 一 z) (11.9.34) 


-40t 0 


“BG, = (1- As) 7 (119.35) 


RCE) 
a = (1— ÉN .9. 
AG, 7) + -(1 RES). o (119.36) 
Ge at. 9.34) 可 以 从 8.4 节 中 给 出 的 自由 下 落 方程 积分 而 得 
到 .) 与 《11.9.27) 比较 一 下 ,我 们 就 看 出 , 内 解 和 外 解 在 了 一 
aR() EZ REA 只 要 本 


Ue 7 (11.9.37) 


利用 a 9.23), 这 就 是 说 ， 
HON (11.9.38) 


HARE MAE = 

现在 我 们 来 针 算 从 如 纺 于 表面 发 由 的 光 信号 的 行为 在 
标准 时 间 7 沿 半径 方向 发 出 的 光 入 号 , 其 47/dz 可 由 度 规 
C11.9.27) 加 上 条 件 de = 0 得 出 ， 故 它 将 在 时 刻 


一 ! 
f= i+ 人 (1— zme) dr (1139.39) 
R(t) r 


到 达 远 处 的 点 了 。 式 (11.9.39) 和 (11.9.34) 最 惊人 的 结果 是 ， 
当 球 的 半径 (11.9.33) 趋 近 于 Schwarzschild 半径 2GM , 也 就 
AH.. 


RC) > 26M M 一 ka? ~ (11.9.40) 


时 z 和 z. MATER. Perera Tere Fh ba Bi 
Schwarzschild -— 42% AIR KG], eS] R= 0, 则 是 
从 介面 绝 不 可 能 观察 到 的 

: 虽然 组 缩 球 不 是 突然 地 消失 ， 但 因为 来 自 它 表面 的 光 受 
到 仿 来 全 大 的 红 移 ， 它 确实 是 从 视野 中 渐渐 隐 去 了 对 于 球 
面 上 的 光源 来 说 , 原 时 正 是 共 动 时 间 *。 所 以 在 表面 上 发 出 的 
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相 邻 波峰 之 间 的 共 动 时 间隔 等 于 不 存在 引力 时 该 源 所 应 发 出 
的 自然 波长 zk。 到达 7’ 时 波峰 之 间 的 标准 时 间隔 27 是 观测 
到 的 波长 ;因此 波长 的 相对 改变 是 - 
= _ 2MG\" _ 
z= 1 di RCE) (1 ) 1 


aR() 
no ey SEY 


xh EO) + | 一 1 


H (1.9.24) 决定 RCO), BIG 
= ke \" — kay” 
e= (1-5) Oae 
Hayk (E EON ) |- 1 (11.9.41) 
为 了 看 出 红 移 * ERr 变化 ， 我 们 假设 开始 时 球 的 半径 比 
Schwarzschild 半径 大 得 多 : 


ka? 一 26M (1 ` (11.9.42) 
ee AMBE 
CA) 在 上 接近 了 之 前 ,我 们 有 
ka’ 
RW) <1 (11.9.43). 


将 C11.9.42) 和 (11.9.43) 代 入 《11.9.34),(11.9.39) 和 (11.9.41) 
Cr > a) 

t=? . 

Txit aR wit’ —aRe) met?’ 


:~aVk (aR 


RQ) 
~ /1 RŒ 一 FA 
~as k Ca p” BES ) (11.9.44) 
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(B) 最 后 , 当 由 ai 9.25) MATIN A 4 
7 |æ — + kea] (11.9.45) 


i 一 


时 我 们 有 
ka’ 
Re) 
于 是 由 (11.9.34), (11.9.39) 和 (11.941) 得 出 


— 1 


a 
= —2ka ln hı 一 | 十 恒 量 


RD 


= (1 -25) « op (sa 3) (11.9.46) 
综合 CA) 和 (B) 我 们 得 出 结论 : 在 -站 的 观 家 者 所 看 到 的 红 
移 *， 当 观察 到 志 缩 开始 时 是 零 ， 逐 渐 增加 但 仍 保 持 量 级 
a Vk 《< 1, 直 到 非常 接近 于 7 = =/2 V 的 时 间 过 去 ,然后 
LL 1/2ko 的 速率 指数 增长 。 例如 , 一 个 质量 M = 10M. H 
半径 a = 100 光 年 的 正在 圾 缩 的 球 ， 在 约 10° 年 的 时 期 内 红 
B z 的 量 级 为 10 了。 然后 红 移 突然 开始 以 约 1 分 钟 增加 。 倍 
的 指数 律 增长 。 就 实际 效果 来 说 , 声 缩 着 的 球 是 突然 而 完全 
地 被 切断 了 与 字 宙 其 余部 分 的 联系 . 
真是 完全 被 切断 了 吗 ?9 即 令 圾 缩 体 确实 看 不 见 了 , 它 仍 
然 存在 着 引力 场 ,并 且 正 如 7.6 节 中 证 明 过 的 那样 , 在 远 距离 
处 测量 这 个 场 可 以 决定 该 物体 的 能 量 、 动量 和 角 动量 ， 如 果 
MORE SH, 在 远 距 离 处 电场 的 测量 《通过 Gaus E 
理 ) 也 将 告诉 我 们 电荷 有 多 少 ， 有 趣 的 问题 是 , 反 缩 体外 面 引 
力 场 和 (或 ) 电磁 场 的 测量 能 否 提供 关于 这 个 物体 的 能 量 , 动 
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量 、 角 动量 和 电荷 以 外 的 任何 信息 . 在 本 章 中 我 们 考虑 的 球 
对 称 电 中 性 物体 的 情况 下 ,Birkhoff 定理 给 出 了 问题 的 答案 : 
球 对 称 物 体外 面 的 引力 场 必 为 Schwarzschild WA, 故 关于 这 
个 物体 我 们 所 能 知道 的 一 切 就 是 它 的 质量 (当然 ,从 球 对 称 就 
BE et Mey AS), Carter) 证 有 明 , 当 一 个 机 对 称 
志 缩 体 的 引力 场 达到 定 态 时 ， 它 的 外 部 度 规 属 于 一 个 双 参 量 
解 族 , 例如 完全 由 总 质量 和 人 角 动 量 确 定 的 Kerr 度 规 CHL 11.7 
节 )。 人 们 普遍 相信 ,任何 电 中 性 韦 缩 体 的 引力 场 将 最 终 趋 于 
Kerr 形式 ， 

正如 在 本 章 导 言 中 提 到 过 的 那样 ， 在 过 法 十 年 中 重新 激 
发 起 人 们 对 于 引力 场 缩 现象 的 兴趣 ， 是 由 于 发 现 了 看 来 需要 
某 种 强大 新 能 源 的 类 星体 源 . 从 握 聚变 为 最 稳定 的 核 (比方 说 
铁 ) 可 以 利用 的 最 大 能 量 只 有 每 核子 8 MeV, 即 小 于 其 静 质 量 
的 1%。 物质 - 反 物 质 王 灭 可 以 有 100% 的 效率 (中 微 子 能 量 
损失 除外 ), 但 只 有 当 存 在 着 相当 丰富 的 天 然 反 核子 源 时 这 种 
过 程 才 会 是 重要 的 。 除 此 之 外 , 质量 以 高 效率 转化 为 能 量 的 
唯一 可 能 的 机 制 便 是 引力 奴 帝 了 040。 

像 在 Oppenheimer-Snyder 模型 中 那样 志 缩 着 的 尘埃 云 显 
然 不 会 向 外 界 释 放 能 量 。 为 了 抽取 下 落 粒 子 增加 着 的 动能 ， 
必须 有 某 种 机 制 使 它们 在 下 落 途 中 变 慢 ; 要 么 是 整个 系统 宏 
观 的 “反弹 ”, 要 人 么 是 使 择 缩 气体 变 热 的 粒子 之 间 的 碰撞 ,详细 
计算 表明 ， 在 一 个 狼 立 物体 的 引力 拥 缩 中 ， 质 量 转化 为 有 用 
能 量 的 效率 低 得 令 人 失望 59， 然 而 , 落 人 Kerr 度 规 中 的 粒子 
却 能 带 着 由 于 消耗 场 缩 体 转动 能 而 获得 的 较 高 能 量 重新 跑 出 
pe, ， 

不 论 引力 妈 缩 同类 星体 有 没有 关系 ， 仍 然 存 在 这 样 的 问 
题 : 质量 超过 Chandrasekhar 极限 和 Oppenheimer-Volkoff 极 
限 的 真实 的 冷却 星体 会 遭 到 什么 命运 ? 近年 来 Penrose 和 
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Hawking 用 拓扑 方法 证 明了 一 系列 有 力 的 定理 ,大意 是 说 ， 
在 合理 的 条 件 下 (广义 相对 论 成 立 , 能 量 的 正定 性 , 物质 的 遍 
在 性 ,因果 性 ), 一 旦 形成 诱 险 面 , 卖 缩 就 不 可 吕 免 ， 诱 陷 面 是 
这 样 一 种 闭合 类 空 二 维 曲 面 ， 正 交 于 该 曲面 的 指向 未 来 的 堆 
测 地 线 的 外 行 族 和 内 行 族 都 是 会 聚 的 .( 对 于 Schwarzschid BE 
规 , 当 > 小 于 Schwarzschild 半径 2MG 了 时, rz 和 AAR 
面 就 是 诱 陷 面 . ) 不 过 , 还 不 知道 一 个 真实 的 大 质量 星 是 会 3 
际 演 化 出 诱 陷 面 呢 ， 还 是 仅仅 爆炸 成 质量 足够 小 的 碎片 而 形 
成 稳定 的 中 子 星 或 白 颖 是 . 

如 果 引 力 抽 缩 确实 是 大 质量 天 体 不 可 如 免 的 命运 ， 那 么 
我 们 就 必须 预期 宇宙 中 充满 黑洞 一 一 它们 是 一 些 瓜 缩 的 天 
体 ， 只 有 通过 它 自身 的 引力 场 或 者 通过 物质 被 拉 进 去 时 放出 
的 能 量 才能 了 解 它 们 是 存在 的 .ea 我 们 观察 引力 夫 缩 的 最 大 
希望 就 是 找到 这 样 的 双星 ,其 中 一 个 成 员 是 普通 的 可 见 星体 ， 
而 另 一 个 成 员 是 黑洞 .29 | 
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第 四 篇 形式 发 展 


第 十 二 章 作用 量 原 理 


有 许多 物理 系统 的 动力 学 方程 可 以 从 “最 小 作用 量 原 理 ” 
”推导 出 来 ,这 个 原理 说 :动力 学 变量 的 菜 个 泛 函 , 即 “ 作 用 量 ”， 
相对 于 这 些 变量 的 微小 变 分 取 极 值 ， 动 力学 方程 的 这 种 表述 
有 一 个 很 大 的 优点 : BERITA E 够 建立 对 称 原 理 和 守恒 定律 
之 间 的 密切 联系 。 

关于 作用 量 的 对 称 性 ;我 们 在 本 节 中 讨论 得 最 多 的 是 广 
义 协 变性 。 在 这 一 章 里 ,我 们 将 对 任何 物质 系统 的 能 量 -动量 
张 量 提出 一 种 普遍 的 定义 ， 即 把 它 定义 为 该 系统 作用 量 的 泛 
RS, 这 样 , 我 们 就 可 以 用 作用 量 原 理 和 广义 协 变性 来 证 
明 这 个 张 量 的 确 是 守恒 的 ， 

为 了 借助 于 作用 量 原 理 得 出 广义 相对 论 的 真正 普遍 的 表 
R, 必须 揭示 一 个 到 现在 为 止 一 直 被 小 心 掩 蔓 着 的 问题 ， 我 
们 怎样 才能 把 引力 的 效应 纳入 具有 半 整 数 自 旋 的 粒子 的 场 论 
中 ? 为 了 回答 这 个 问题 , 需要 发 展 一 种 研究 广义 相对 论 的 新 
途径 , 即 “ 标 架 表 述 ”, 它 是 直接 以 我 们 在 第 三 章 中 作为 出 发 点 
的 局 部 惯性 系 族 为 基础 的 ， 尽 管 证 明 比 较 复杂 , 这 个 表述 中 
的 能 量 -动量 张 量 ,仍然 是 对 称 的 和 守恒 的 ， 


1 物质 的 作用 量 ， 一 个 例子 


首先 ， 我们 举 出 一 个 运动 方程 可 由 最 小 作用 量 原理 推出 
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的 物理 系统 为 例 ， 这 个 系统 是 由 几 个 质量 为 mw 电荷 为 ,的 
粒子 组 成 的 无 磁 撞 等 离子 体 ， 加 上 它们 所 产生 的 电磁 场 
Fale). 在 任意 的 外 引力 场 gm 中 ,运动 方程 为 


a » 
Px gt +T“ G) 2 dx,” dx _ ( Cs ) Fean) dxn 
av, Ma dTa ` 


Ta dT, 
(12.1.1) 
dv, =(—9,,dx,tdx,”)? (12.1.2) 
LEVOLO = — Se » |e e iE “de, 
Ox" n 
(12.1.3) 
Hor Fale) + 52 Fale) + Ber Puls) = 0 
` (12.1.4) 


[ULJE (5.2.9), (5.1.11), (5.2.6), (5.2.13)5 (5.2.7)]。 为 了 
满足 12.1.4), 我们 引入 矢量 势 4,.@): 


F a(x) 一 Paa — Ba (12.1.5) 


于 是 ,独立 的 动力 学 变量 可 以 取 为 A.C) M axle), AR e Æ 
同时 表述 各 个 粒子 的 所 有 空 -时 轨道 的 某 个 参量 . 
我 们 尝试 性 地 把 这 个 系统 的 作用 量 取 为 


hi = — D) ma [dp [~ 9an 0) SO aito jf 


-4 i rgd) Fale) Fe) 
+ Dol Ge) ALO 


(下 标 M 是 为 了 提醒 我 们 ， 大和 的 人 用 而 
取 gmw(x) 为 给 定 的 外 引力 场 ). 这 里 不 用 说 Fs 由 表达 式 
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(12.1.5) RE. m Fe 的 指标 照例 是 用 逆 变 度 规 张 量 升 上 去 
#9. 
最 小 作用 量 原理 说 ,在 动力 学 变量 的 如 下 无 限 小 变 分 下 ， 
x"(p) —> x"(p) + 6x*Cp) 
Aple) > AlE) + GAY) 
式 中 


öx" (p) ~>0 24 |p] > 

34s(x) > 0 24 j > 
作用 量 Tu 的 变 分 为 零 的 充 要 条 件 是 x**(p) 和 A) 服从 动 
力学 方程 (12.1.1) 一 (12.1.3)。 为 了 验证 这 是 正确 的 ， 我 们 来 
计算 这 种 变 分 所 引起 的 zw 的 改变 , 暂时 还 不 假设 (12.1.1) 一 
《12.1.3) 成 立 。 我 们 得 到 


õlu 一 > > ma z dp [=9 ee (p)) Hes ‘dxs(p) exo) ji | 


dp dp 
x fre Cr, (p)) ER a oe dix, (p) 
Ry NN 人 、 dp 
09,,(x) PA dxa (p) ~ 
+ (Bete Or? e) ng) ae N dp Of W) 


一 et F”) -2 84a), 
+E efa ee e KEKO 


~) dx%Cp) (2462) 人 
十 Cente) (PAu) yt 
| dp Ox? /x=xntp) val?) 


dxsCp) 
+ ECE] aA eCo] 


现在 为 了 方便 可 以 把 积分 变量 由 ? 变 为 由 (12.1.2) 定义 的 
rn RSE | 
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1 全 { dx" dôx,? 
8ly 一 二 al ar 329 pi, lan) Hee En 
“ 2 ln Ma Jo mC ) dt, av, 


+ Oulx) dx dx’ oxi 
Oxi dt, dT, 
一 | d'xg? (x) F(x) L 54, (x) 
Ox" 


Foo 
+ 5 En | at, {a A Ax.) 
n 7“ Tan 


Arn, BAr) Sri 十 Arn 5A Ce 外 
dt, Oxi dv, “ 


利用 drel) F104, (x) 在 积分 区 域 的 边界 上 为 零 的 条 件 ,我 
们 可 以 进行 分 部 积分 ,从 而 得 到 
dx’ 


十 oo ` 
ily = >) 全 ACI ult) f-m, | 


P o P 
+ T(x,) din dzs | +e, dxa Fie 8x} 
dt, dv, dTa 


+ 


+f d'z 13 [gi Ce) FP (2) ] 


+o r 
+ >> en | drp x — x.) a bole) 
no 一 T 


显然 ,对 于 任意 的 变 分 drh 和 54,, Oly 等 于 零 的 充 要 条 件 是 ， 
友和 A, 服从 动力 学 方程 (12.1.1) 和 (11.1.3)。 因此, 我们 得 
HAR. (12.1.6) 确实 有 资格 作为 这 个 系统 合适 的 作用 量 ， 


2. T” 的 普遍 定义 


我 们 将 把 由 作用 量 7x 描述 的 物质 系统 的 能 量 -动量 张 量 
定义 为 In 对 于 9 的 “ 泛 函 导数 ”. 即 是 说 ,我 们 想像 给 LPR EJ) | 


一 个 无 限 小 的 变 分 
gm 一 gu 十 gm (12.2.1) 
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式 中 89s《 除 要 求 当 jx*| > oo 时 变 为 老外 ) 是 任意 的 ， 作 用 
E ly 对 于 这 种 变 分 将 不 取 极 值 ,因为 我 们 暂时 不 把 gw(x] 看 
作 是 像 <5 A, 那样 的 动力 学 变量 ,而 是 看 作为 外 场 ， 于 是 ， 
Sly 将 是 无 限 小 变 分 59.,(x) 的 某 个 线性 泛 画 ， 因 有 而 取 如 下 
形式 


bly = + | de VITO) (12.2.2) 


系数 Tw(x) 就 定义 为 该 系统 的 能 量 -动量 张 量 , 
Tw 是 一 个 守恒 的 对 称 张 量 的 普遍 证 明 将 在 下 一 节 给 
出 。 不 过 , 让 我 们 先 来 验证 (12.2.2) 对 于 由 作用 量 (12.1.6) 
找 写 的 无 碰撞 等 离子 体 确实 定义 了 正确 的 能 量 - 动 量 张 量 , 我 
们 让 Ap 固定 而 改变 96,， 得 
BF” = F p899) = F989 + F969 
为 了 计算 59, 我 们 注意 到 
0 = 8(9,,9°7) 一 9°°5G,, 十 9,,69°° 


所 以 
5g”? 一 —9”49*°59,, 

因而 

DF” = — Fergrtgg,, + F*gredg,, 
-此 外 , 我 们 曾经 在 4.7 节 中 证 明 

69 = 99"*59), ~ 
于 是 经 过 简单 的 计算 得 到 
1 te f dxt(p) dx (Pp) 一 
oly 2 2 Mm, Z dp | IRER EDD dp dp | 


. d) aral? REMC) 


1 4092 (x x) Fa 
+4 | exs E) { FAG) Fee) 
= E G Fle) FOG} Baale) 
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此 式 具 有 (12.2.2) 的 形式 ,其 中 


4 to dx? dx; AN 
T(x) = 973 (x ,| dr, Ox — x, 
C) = ile) Dm) ary SE I n) 


+ Fe) F(x) 一 + g(x) F p(x) F(a) 


这 同 早先 得 到 的 ,由 (5.3.5) 和 (5.3.7) 表示 的 能 量 -动量 张 量 
是 一 致 的 . l 
EX (12.2.2) 同 电流 J REXER KA 我 们 可 
以 把 总 的 物质 作用 量 分 为 纯粹 的 电磁 项 T 和 另 一 项 Tao 后 者 
描述 带电 粒子 及 其 电磁 相互 作用 . | 
Iu = Ig + Iu (12.2.3) 


I= — + | dixgi (x) F(x) F(x) (12.2.4) 

我 们 来 考虑 矢量 势 的 无 限 小 变 分 
4 一 4 十 94。 (12.2.5) 

对 于 Iu 的 影响 ， 因 为 Ix 不 是 总 的 作用 量 , 故 由 4, 的 这 个 变 
分 而 使 Iy 产生 的 改变 不 为 零 ,但 它 必须 是 64, 的 线性 泛 函 : 

Bly 一 | ax V IJESA CE) (12.2.6) 
系数 J*(x) 就 被 定义 为 该 系统 的 电磁 流 。 例如 、 对 于 由 式 
(12.1.6) SA Ces STA, In 项 是 (12.1.6) 中 第 一 项 
和 第 三 项 之 和 ;我们 立刻 得 到 

. Iu = >) en 全 dx A Xa) 
此 式 具 有 (12.2.6) 式 的 形式 ,其 中 
Jee) = Ea) D eg | 5 和 一 所 4 

HA (5.2.13) 符合 .在 下 一 节 中 我 们 将 证 明 ,(12.2.6) 总 是 给 
出 守恒 流 Jel). 


。418 。 | 


3. 广义 协 变性 和 能 量 -动量 守恒 


如 果 物 质 系统 的 作用 量 In 是 一 个 标量 , 则 61w 等 于 零 这 
个 表述 是 广义 协 变 的 ， 由 这 个 表述 导出 的 动力 学 方程 也 是 广 
义 协 变 的 。 例 如 , 看 一 看 无 碰撞 等 离子 体 的 作用 量 (12.1.6)， 
就 知道 这 个 Ix 是 标量 ， 这 就 保证 了 动力 学 方程 (12.1.1) 一 
(12.1.3) 是 广义 协 变 的 ,它们 是 用 最 小 作用 量 原理 从 02.1.6) 
中 得 到 的 . 

因此 , 我 们 将 假设 Iu 是 一 个 标量 。 这 就 是 说 , 当 我 们 同 


时 作 如 下 变换 时 Ty 将 不 会 改变 : 
dy —> dix 
0 _,_9 
Ox* Orr 
xh(p) — xi (p) 
了 , Ox” 
A —> A =A, 
ce) l AES ) (x) Ort 
f + 0 P ô T 
IE) > Dala) = gm 人 z) Bm pa 


不 过 ,x* 只 是 一 个 积分 变量 (相反 ,x** 是 动力 学 变量 ), 所 以 我 
们 可 以 将 x** 变 回 x* 而 不 改变 fw。 于 是 我 们 得 出 结论 ,7w 在 
如 下 变换 下 是 不 变 的 : 

xn(p) 一 ra p) 


ALE) > AE) = A) SE — (AG) — Apa) 
, Ox? Ox’ 
Duy #) > Quy(%) IL) Ox’# Ox’? 


一 [oz — 91.,(2)] 
而 dx 和 8/6x 现 在 就 不 用 再 管 了 。 如 果 原 来 的 变换 WA 
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是 无 限 小 变换 
xt = xt + g(x) 
则 动力 学 变量 的 改变 是 
erap) = 6"(x,(p)) 
6A,(#) = —A,(x) ee) oan) e*(x) 


89,,(%) = 一 9 x) 一 一 一 一 Oe? C) 
Ox” 


一 Bee) (x) — 09 u (x) à 
91,(#) ee ae (x) (12.3.1) 


(4 或 9 中 的 这 种 改变 正 是 Lie 导数 ; L109 节 )。 重要 之 点 
在 于 ,现在 这 只 是 动力 学 变量 的 无 限 小 变换 , 而 不 是 我 们 进行 
积分 的 坐标 的 变换 ,所 以 最 小 作用 量 原理 告诉 我 们 , 当 x%, Ay 
等 等 的 动力 学 方程 得 到 满足 时 ， 这 些 量 的 改变 并 不 引起 物质 
作用 量 VAL. In 的 变化 只 能 来 自 外 场 9w 的 改变 ， 由 
(12.2.2) 得 到 这 个 变化 是 , 
lfp po de ðe? , 9,, a 
bly = L | ae VIT [oa SE + sp CE 十 Pern pa 
如 果 Tw 是 一 个 标量 , 则 上 式 必须 为 零 ; 于 是 由 分 部 积分 得 
0 = aly = | a'xe*| 2 s VIT = + (8) fo re] 
MA el) 是 任意 的 , 故 有 
= (a g Ty L (lN Sg re - 
0 Be WV eT 2 M Te 
或 者 ,回忆 (4.7.6), 得 
| 0 = CT),, . (12.3.2) 
因此 (12.2.2) 式 所 定义 的 能 量 -动量 张 量 (在 协 变 的 意义 下 ) 
守恒 的 必要 充分 条 件 为 ,物质 的 作用 量 是 一 个 标量 ， 此 外 , 因 
Ty 是 标量 ,由 (12.2.2) 立刻 可 以 看 出 Tw 是 一 个 对 称 张 量 ,所 
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以 能 量 -动量 张 量 的 这 种 定义 具有 我 们 希望 它 有 的 全 部 性 
质 . 
由 广义 协 变性 推 得 能 量 - 动 量 守 信 的 这 个 证 明 , 同 由 规范 
不 变性 可 推 得 电荷 守恒 的 证 明 完 全 相似 。 由 任意 的 规范 变换 
引起 的 由 (12.2.3) 所 定义 的 作用 量 Iu 的 改变 ,只 能 由 4, 的 
变化 产生 ,因为 fr 对 于 所 有 其 它 动 力学 变量 取 极 值 。 一 般 的 
无 限 小 规范 变换 将 使 4 产生 如 下 改变 ( 见 4.11 节 和 10,2 节 ) 
ðe 
Ox* 


把 上 式 代 入 (12.2.6) 可 知 , Iu 是 规范 不 变 的 充 要 条 件 为 


， 一 ， ôe 
0= ðI = |a gJ“ 
M~ PEVA J Oxe 


6A, = 


分 部 积分 得 
0 = | are ð (VIJA 


Ox* 
或 者 ,因为 s 是 任意 的 


我 们 再 一 次 看 到 了 规范 不 变性 和 广义 协 变性 是 多 么 相似 。 
4. 引力 作用 量 


到 现在 为 止 ,引力 场 gm 在 本 章 中 一 直 是 一 个 可 以 任意 给 
定 的 外 场 (实际 上 ， 甚 至 在 没有 引力 场 时 ,，《12.2.2) 通常 也 为 
能 量 -动量 张 量 提供 了 最 方便 的 定义 ). 现在 我 们 将 给 出 9m 
本 身 的 场 方程 ,办 法 是 在 总 作用 量 了 中 加 上 一 个 纯 引力 项 I6 


I=Iuy+Is (12.4.1) 
1 ole) 4 
l=- a ROOROL (12.4.2) 
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L 显然 是 一 个 标量 ， 所 以 ,即使 我 们 对 引力 现象 没有 经 验 , 它 
也 可 能 是 建立 引力 理论 的 良好 办 法 之 一 。 现在 我 们 来 证 明 ， 
把 最 小 作用 量 原理 用 到 了 上 确实 可 以 得 出 Einstein 的 理论 . 
曲率 标量 R 的 定义 是 9*R,， 故 度 规 的 变 分 59u 将 使 
(12.4.2) 中 的 被 积 式 发 生 如 下 改变 
8(V I R) = V9 Rað + REV 9 +A ggwm5Rm 
根据 式 (10.9.2), Ricci 张 量 的 改变 是 
ORyy = (OT ha): — COT LD: a 
在 定义 协 变 导数 时 我 们 把 T, 看 成 是 一 个 张 量 (事实 上 它 正 
是 一 个 张 量 )， 这 样 一 来 ,5(V 9 R) 中 最 后 一 项 就 变 成 
V 9 98 Ry = V 9g[ComsTi — COST?) a] 
或 者 ,用 C4.7.7) 后 得 | l 
V 9 9 OR yy = Hs (V 9 9T h) — i CV 9 00TH) 


因而 , 当 我 们 对 全 空 en BAKET. 此 外 ， 


5V 9 = > M 9g 9"59,, BIP 一 —gHegrEg,. 


所 以 ,作用 量 a 4.2) 的 改变 是 
[vs g Es 一 L oer] Dlx (12.4.3) 


al 
e - 166 


把 (12.4.3) 同 (12.2.2) 联合 起 来 ， 我 们 看 到 总 作用 量 7 对 于 
9 人 


Re 一 5 IPR 十 8rGTw = 


当然 ， 这 就 是 Einstein 场 方程 . 
[作为 《12.4.3) 的 另 一 个 应 用 ,我 们 可 以 用 它 来 推导 缩 并 


的 Bianchi 恒等式 .因为 1 是 一 个 标量 , 它 必须 对 于 gu 的 变 . 


分 (12.3.1) 取 极 值 ， 重复 前 面 导出 方程 (12.3.2) 的 推理 , 现 
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在 可 以 得 到 
vo 1 9 = 
[Rs 2 aR], 0 
我 们 认 出 这 就 是 缩 并 的 Bianchi 恒等式 (6.8.3),] 
这 种 表述 启发 我 们 ,将 式 (12.4.2) 中 的 R 加 上 一 些 同 R, 
R 等 等 成 比例 的 项 可 以 修改 Einstein 的 理论 . 正如 7.1 节 中 
讨论 过 的 、 这 些 项 只 有 在 足够 小 的 空 -时 尺度 上 才 会 显示 出 


5. 标 架 表述 ”. 


直到 现在 ， 我 们 只 :是 循 着 一 条 途径 来 决定 引力 对 一 般 物 
理 系 统 的 影响 。 我 们 先 写 出 没有 引力 时 制约 该 系统 的 狭义 相 
对 论 性 方程 ， 然 后 把 所 有 Lorentz WE TE. 换 成 在 一 般 坐 标 
变换 下 具有 张 量 (或 张 量 密度 ) 性 质 的 对 象 Th. ob BEAT 
把 所 有 导数 O/Ox* 换 成 协 变 导数 , 并 将 yp 处 处 换 为 Sare T 
是 运动 方程 就 是 广义 协 变 的 了 ( 见 第 五 章 ). l 

这 种 方法 仅仅 适用 于 在 Lorentz 变换 下 具有 张 量 竹 质 的 
WR, 而 不 适用 于 2-12 节 中 讨论 过 的 放量 场 . (从 数学 上 说 ， 
这 是 因为 一 般 线性 的 4 x 4 iE RE EE GL (4) 的 张 量 表示 在 
Lorentz 变换 的 子 群 下 具有 张 量 人 性质 , 但 却 不 存在 在 Lorenz 
子 群 下 具有 旋 量 性 质 的 GLC4) 的 表示 ， 甚 至 连 “ 只 差 一 个 正 
负 号 的 表示 ”也 没有 .) 那 么 ,我 们 怎样 才能 将 旋 量 纳入 广义 相 
对 论 呢 ? 

答案 可 以 通过 研究 决定 引 力 对 物理 系统 影响 问题 的 另 一 
条 途径 找到 ， 即使 完全 撒 开 处 理 放量 的 同 题 ， 这 条 途径 本 身 也 
是 很 有 意义 的 . 

首先 ， 让 我 们 利用 等 效 原 理 ， 在 每 一 点 建立 一 组 坐标 
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5%',. 它 在 及 处 为 局 部 惯性 系 , 《当然 ,不 可 能 建立 处 处 都 是 局 

-部 人 惯性 系 的 单一 坐标 系 。 除非 空 -时 连续 区 是 “ 平 直 ”的 .) 正 
如 3.2 节 和 3.3 节 中 已 证 明 过 的 那样 ,任何 一 般 非 惯性 坐标 系 
中 的 度 规 就 是 


go(x)] = V(x VE, x) Hop (12.5.1) 
式 中 - 
v: (X) = (2) ; (12.5.2) 


注意 , 在 每 个 物理 点 X, 我 们 一 下 就 固定 了 局 部 惯性 坐标 Ek 
故 当 我 们 把 一 般 非 惯性 坐标 从 x* 变 到 xz 时 ， 偏 导数 V, 按 
如 下 法 则 改变 
Ox" 
ae 
因此 ,我 们 将 认为 了 e。 构成 了 四 个 协 变 矢量 场 ,而 不 是 一 个 张 
E: 这 四 个 矢量 的 集合 叫做 标 架 . 
给 定 任 一 送 变 矢量 场 (2) 以 后 , 我 们 可 以 用 标 架 将 它 
在 > 点 的 分 量变 换 到 。 点 的 局 部 惯性 坐标 系 52: - 
* 40 = VA" (12.5.4) 
我 们 这 里 是 在 用 四 个 协 变 矢量 V%, RAE TBA AM, 
故 其 效果 是 把 一 个 四 维 矢量 A 换 成 四 个 标量 *4。 我 们 可 
以 对 协 变 矢量 场 ， 实际 上 也 可 以 对 一 般 张 量 场 如 法 炮制 .。 
* 4 = 了。 PAn 
* 了 an = Ve, VPB, 等 等 . . (12.5.5) 
式 中 Vi 就 是 标 架 (12.5.2), 不 过 是 把 指标 c 用 Minkowski 3% 
量 降下 来 ,并 把 指标 上 用 度 规 张 量 升 上 去 而 已 : 
Vp == np9 V a (12.5.6) 
注意 ， 根据 式 125.1), 这 正 是 标 架 的 北 
8“, = VeV’, (12.5.7) 


Vs, > V”, = 


Te， (12.5.3) 
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久久 也 有 


= V4.0 9M (12.5.8) 
RENE RNE 
*9 Gog = Ve Vp py = Neg (12.5.9) 


RSE MUA REE I IR 就 可 以 
忘掉 作为 我 们 出 发 点 的 原来 的 张 量 V, To 等 等 ; 并 考虑 如 
果 从 标量 *V*,*7g 等 等 开始 作 起 ,我 们 该 怎样 来 构造 作用 量 
T. 借助 这 种 办 法 ， 像 Dirac 电子 场 这 样 的 旋 量 场 可 以 用 和 
任何 其 它 场 完全 同样 的 方式 纳入 我 们 的 表述 体系 ， 而 它 的 特 
殊 的 Lorentz 变换 性 质 不 会 产生 特别 的 麻烦 ， 在 构造 适当 的 
物质 作用 量 Iy 时 ,一 定 要 碰 到 两 个 不 变性 原理 : 

CA) 作用 量 必须 是 广义 协 变 的 ， 除 标 架 本 身 而 外 ， 所 有 
的 场 都 作为 标量 处 理 , 

G) 等 效 原理 要 求 ， 狭 义 相 对 论 应 当 在 局 部 惯性 系 中 成 
立 , 特 别 是 ,我 们 在 每 一 点 选择 哪 一 个 局 部 惯性 系 应 当 无 关 紧 
要 。 这样 一 来 ,因为 我 们 的 标量 场 分 量 *V", *7。g 等 等 是 对 于 
任意 选择 的 局 部 惯性 系 定义 的 ， 故 在 每 一 点 的 重新 确定 这 些 
局 部 惯性 系 ， 或 者 换 名 话说， 对 于 可 能 依赖 于 空 -时 位 置 的 
Lorentz 变换 hes(z) , 场 方程 和 作用 量 必须 是 不 变 的 一 

*A Ca) 一 ep(xc) A" (x) 
Ta) 一 A AEE T G 等 等 


式 中 
NagA*, Cx) ACE) = tye (12.5.10) 
标 架 (12.5.2) HERA * 4r 同样 的 规则 变换 
Va Ce) 一 Asla) VE) (12.5.11) 


一 般 说 来 , 任 一 场 * $,(*) 将 按 如 下 法 则 变换 
*p, (Cx) 一 > [DCACE) Dem" nlx) ` (12.5.12) 


AH D(A) 是 在 2.12 节 中 讨论 过 的 那 种 Lorentz 群 ( 或 至 少 
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是 无 限 小 Lorenz BD BERRAR. 

这 两 个 不 变性 原理 导致 了 物理 量 的 双重 分 类 法 。 坐标 标 
量 或 坐标 张 量 在 坐标 系 的 变化 下 具有 标量 或 张 量 的 变换 性 
- JA. Lorentz, 标量 或 Lorentz 张 量 或 Lonrentz 旋 量 在 局 部 惯 
性 系 的 选择 发 生变 化 时 按照 像 (12.5.12) 那样 的 法 则 变换 ,而 
D(A) 分 别 为 恒等式 或 者 为 无 限 小 Lorentz 群 的 张 量 表示 或 
HEARR. Ai fR (12.5.4) 那样 的 场 是 坐标 标量 和 Lorentz 
矢量 ,电子 的 Dirac 场 是 坐标 标量 和 Lorenz REE, HBV", 
是 坐标 矢量 和 Lorentz RB. 为 了 在 物理 上 可 以 接受 ,物质 
的 作用 量 Iu 必须 既是 坐标 标量 又 是 Lorentz 标量 . 

“ 看 到 这 里 , 读者 可 能 会 感到 担忧 。 既然 度 规 张 量 的 坐标 
标量 分 量 就 是 常数 nope 怎么 能 把 引力 场 纳 入 这 类 理论 中 呢 ? 
回答 是 ,引力 张 量 场 出 现在 作用 量 里 ,是 因为 并 且 只 因为 需要 
在 理论 中 引 人 叶 数 。 如 果 只 从 场 而 不 从 它们 的 导数 来 构造 作 
” 用量 1x 是 有 意义 的 话 , 那 就 只 需要 选择 各 种 场 *w。《x)〔 但 不 
是 标 架 ) 的 某 个 任意 的 Lorentz 不 变 的 函数 ZC) BOK 

这 些 场 都 是 坐标 标量 , 并 把 作用 最 取 为 


= | dx IOL (Ely) 


于 是 ,这 个 作用 量 就 自动 地 成 为 坐标 标量 和 Lorentz 标量 .不 
过 , 本章 前 几 节 中 讨论 的 例子 表明 ,任何 物理 上 合理 的 作用 量 
必须 包含 物理 量 本 身 和 它们 的 导数 。 标 架 场 必须 以 某 种 方式 
进入 作用 量 中 ,使 得 在 包含 导数 的 情况 下 ,保持 作用 量 是 坐标 
标量 和 Lorentz 标量 

普通 导数 当然 是 坐标 矢量 ， 其 意义 是 在 举 标 变换 x 一 
下 , 它 按 如 下 法 则 变换 
0 .9 ax” ð 


Ox" Ox* 6x Ax” 
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如 果 出 现在 作用 量 中 的 所 有 场 都 是 坐标 标量 ， 那 就 会 没有 可 
以 用 来 缩 并 协 变 指标 4 的 遂 变 指标 了 ;所 以 ,为 了 使 作用 量 成 
为 坐标 标量 ,必须 引入 标 架 场 ,并 将 导数 以 如 下 方式 纳入 作用 
量 中 


Ja 2. (12.5.13) 
x 


不 过 ,这 虽然 是 一 个 坐标 标量 , 但 在 与 位 置 有 关 的 Lorentz 变 
换 下 却 没有 简单 的 变换 性 质 , 当 用 Lorentz 变换 规则 (12.5.127 
施加 于 一 般 场 *p 上 时 ,坐标 标量 导数 具有 如 下 变换 法 则 


For Or phe) > AS) Vs) 2 (DAG) UC) 


= ASD) (DAG) -2 9) 


+ ru] (12.5.14) 


然而 ， 我 们 所 需要 的 是 以 算 符 急 。 的 形式 把 导数 纳入 作用 量 
中 ,这 种 算 符 不仅 是 坐标 标量 ,而 且 也 要 和 (12.5.13) 不 同 ,是 
一 个 Lorehtz 矢量 ， 其 意义 是 对 于 与 位 置 有 关 的 Lorentz 变 
换 A(x), 

© DË) > ALDAY) Det h(x) (12.5.15) 
因此 ,任何 作用 量 , 它 只 包含 各 种 场 *y BAGR” De 内 
要 在 普通 的 常数 Lorentz 变换 下 不 变 ， 就 将 自动 地 与 局 部 惯 
性 系 的 选择 无 关 ， 式 (12.5.14) 的 考察 表明 ,我 们 可 以 构造 如 
下 形式 的 坐标 标量 Lorentz 矢量 导数 Z. 


D,= ve | 2 十 r,| (12.5.16) . 
IET 是 满足 如 下 Lorenz PANNE 
Px) > DAET, ED CAGE) ) 


一 [2 DAG) | D-(AC#)) (12.5.17) 
Ox" 
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于 是 ,(12.5.17) 中 的 非 齐 次 项 将 抵 销 (12.5.14) 中 的 第 二 项 ,使 
D, 具有 我 们 所 希望 的 变换 性 质 (12.5.15). 

为 了 决定 矩阵 T(x) a, RES BTR ES 
变换 的 Lorentz SRR. 这 些 变换 必定 具有 《2.12.5) 和 
(2.12.6) 那样 的 形式 ; 

ApC) 一 8%, 十 w(x) (12.5.18) 


| wos (x) = — opl) (12.5.19) 
在 这 种 情况 下 ,和 矩阵 D 具 有 如 (2.12.7) 那样 的 形式 : 


DO + oO) = 1+ or) (12.5.20) 


AH ow 是 对 于 gc 和 8 反对 称 的 常数 矩阵 
' Tag = 一 ass (12.5.21) 
并 且 满 足 对 易 关 系 (2.12.12); 
[Tags ors] 一 Nyga 一 Ny ps 十 71580ya 一 Neagra (12.5.22) 
条 件 (12.5.17) 告 诉 我 们 ,在 无 限 小 Lorenz 变换 (12.5.18) F, 
矩阵 T(x) 按 如 下 规则 变换 


Ta) > T(x) + = wo (#) [09s Tax)] 


式 中 


1 
1, 
2 
注意 , V(x) 变 为 
V2) > V4 Ce) + rps) Vo, Cx) 
因而 ,利用 (12.5. DA 


Vele) 让 7 Vao) -> rO 3 = r Vo) 


0 a 
Br © B(x) (12.5.23) 


十 ante Ve) > a x Vole) 


十 w (x) Vele) 


m Vo) + = w ap (*) 
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将 上 式 鞠 oS 并 利用 对 萄 关系 (12.5.22), REMER 


rae) = rere) -2 > Vos) | (12.5.24) 


满足 变换 条 件 (12.5.23)。 总 而 言 之 , 考虑 引力 对 任何 物理 系 
统 的 影响 可 以 采用 如 下 办 法 : 先 写 出 在 狭义 相对 论 中 成 立 的 
物质 作用 量 或 场 方程 , 然后 把 所 有 的 导数 0/02" 换 为 “ 协 变 ” 
导数 


De Ve rt | F 
由 这 种 方法 得 到 的 物质 作用 量 或 场 方程 在 任意 坐标 变换 下 是 
不 变 的 (其 中 Ye 看 成 四 维 矢 量 而 所 有 其 它 的 场 均 看 成 标量 )， 
而 且 也 与 定义 标 架 时 我 们 如 何 选择 局 部 惯性 系 无 关 . 
在 这 种 表述 中 我 们 要 如 何 去 定 义 能 量 - 动 量 张 量 呢 ? 标 
架 场 的 变 分 587。 将 使 物质 作用 量 产生 一 个 改变 


ly = | d's MV 9 U"V er (12.5.26) 


v,a (12.5.25) 


式 中 Ut, 是 一 个 坐标 矢量 又 是 一 个 Lorentz RE. ERME 
试 性 地 把 能 量 -动量 张 量 定 义 为 
Tuy = Van, (12.5.27) 
正如 所 要 求 的 ,这 显然 是 一 个 坐标 张 量 和 Lorentz 标量 。 为 
了 验证 (12.5.27) 是 一 个 合理 的 能 量 -动量 张 量 ， 我 们 还 必用 
查 明 它 是 对 称 的 
， ` Tu = Tn (12.5.28) 
. 而 且 是 守恒 的 
(T”);s=0 (12.5.29) 
能 量 - 动 量 张 量 的 对 称 性 在 标 架 表述 中 完全 不 是 显然 的 ， 
必须 从 物质 作用 量 在 无 限 小 Lorentz 变换 下 的 不 变性 推导 
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出 来 ， 这 些 变换 是 

~ A'l) = 8%, + wC) 

式 中 
[o%p(4)| K 1 


它们 将 使 所 有 动力 学 变量 产生 微小 改变 ，、 但 是 假设 物质 作用 
E 1y 对 于 这 些 变量 中 每 一 个 (作为 外 场 进入 In 的 标 架 除外 ) 
的 变 分 取 极 值 。 所 以 我 们 只 需 考虑 标 架 场 的 改变 (12.5.11) 

BV Ae) 一 oS (2) VC) (12.5.30) 
将 (12.5.30) RA (125.26), 我 们 发 现 ,物质 作用 量 在 与 位 置 
有 关 的 Lorentz 变换 下 的 不 变性 要 求 


0 一 | dx VIOU", OOED 


但 cole) 除了 满足 反对 称 条 件 (12.5.19) 外 是 任意 的 ， 故 
wap Ca) 的 系数 必须 对 称 : 
Us Vir 一 U$, Von 

将 这 个 式 子 乘 以 ViVa HAA (12.5.7), 我 们 得 到 
UV ar = UPW po (12.5:31) 
这 和 预期 的 对 称 条 件 (12.5.28) 相同 。 
”为 了 证 明 (12.5.27) 定义 的 能 量 -动量 张 量 是 守恒 的 , 我 
们 必须 利用 物质 作用 量 在 下 列 无 限 小 坐标 变换 下 的 不 变性 ; 
. x'e = xh -+ er(x) | 
式 中 je 很 小 。 这 样 的 变换 使 标 架 场 改变 一 个 无 限 小 量 
OV f(x) = Vite) — Vala) 

l = V(x) aro 一 oe e(a) (12.5.32) 
[ 同 式 (12.3.1) 比 较 . N GENENE 的 坐标 标量 场 (xz) 
发 生 如 下 改变 


ab = 由 a) — 6) 一 一 oe) ex(z) 
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但 物质 作用 量 rw 对 于 这 些 场 的 变 分 仍然 取 极 值 ,因此 这 里 内 
需 考 虚 标 架 场 的 变 分 。 将 (12.5.32) 代 人 (12.5.26) 我 们 发 现 ， 
物质 作用 量 在 一 般 坐 标 变换 下 的 不 变性 要 求 
afore » Oe _ OVE a 
= (dev au, fv. Ə Ort oi 
但 er(x) 是 任意 的 ,所 以 在 分 部 积分 之 后 我 们 可 以 令 e) 的 
系数 等 于 零 ,由 此 得 到 


0 一 2 (V9 UV) + gue, OY" 
ka x ` 


a Ox? 
利用 (12.5.27) x 《12.5.8), 我 们 可 将 上 式 写 为 
o= 2- a (Vg T”) +N I T pve eet ove (12.5.33) 
根据 uns, 度 规 张 量 和 标 架 的 关系 为 
ge = y py” 
因而 
ə _ po Oral ƏV t 十 pou -Ca OV 
Ox Ox? Ost 
因为 Te 是 对 称 的 , 式 (12.5.33) METAS 
0 一 JW a gT) ++ ava 9T » on (12.5.34) 
但 由 (3.3.1) 和 (4.7.6) 得 
Og" = -一 9p4952 99 06 = —g°TH,; 一 GPT” a 
Or? Ox? 
2 lny g = Ta 


Ht (12.5.34) 和 通常 的 守恒 定律 (12.5.29) 相同 . 

这 样 一 来 ,能 量 - 动 量 张 量 的 定义 (12.5.27) 就 完全 令 人 满 
BY. 不 过 要 注意 , 假如 物质 作用 量 在 与 位 置 有 关 的 Lorentz 
变换 下 不 是 不 变量 ， 那 么 Tj 不 仅 不 能 对 称 ， 因 而 也 不 会 守 
tE. 
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物质 和 引力 场 的 总 作用 量 仍然 上 共有 如 下 形式 
T=Iy+Ic 
式 中 Ig 形 如 《12.4.2)。 标 架 的 变 分 使 度 规 发 生 的 改变 由 
(12.5.1) 得 出 
59g = VV a + VV on 
一 一 [gay + 9uV’]oVe 
所 以 由 (12.4.3) 得 出 引力 场 作用 量 的 改变 是 


stem =t (V7 [rr E oa] are 
c 8rG V 2 * 


(12.5.35) 
总 作用 量 必须 对 于 标 架 的 变 分 取 极 值 BHAA (12.5.26) 和 
(12.5.35) 得 出 场 方程 


(Rn 一 2 L oR) V"n = —8xGU% 
将 上 式 同 Vo. 缩 并 ,再 利用 (12.5.1) 和 (12.5.27) 就 得 出 熟悉 
的 Einstein 场 方 程 
Ry -一 = gvaR = —8xGT ya (12.5.36) 
这 些 方 程 只 能 用 来 决定 gm? 而 使 标 架 只 准确 到 差 一 个 Lorentz 
变换 (125.11), Ait, 物质 作用 量 在 这 类 与 位 置 有 关 的 Lo- 


rentz 变换 下 是 不 变 的 , 这 就 保证 了 联系 于 给 定 度 规 的 所 有 标 
架 均 有 相同 的 物理 效应 ， 
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第 十 三 章 对 称 空 间 


Euclid 暗中 假设 了 度 规 关系 不 受 平移 或 转动 的 影响 ， 但 
真正 的 引力 场 一 般 没 有 这 样 高 的 对 称 性 ， 而 常 允许 某 种 近似 
对 称 变换 群 . 在 这 种 情况 下 , 我 们 可 以 利用 这 种 信息 来 帮助 
求解 Einstein 方程 ,甚至 不 用 解 也 可 以 做 些 工 作 。 对 称 空间 
的 数学 理论 是 很 精致 的 ,对 此 我 将 只 作 一 非常 简短 的 介绍 ,并 
特别 注意 在 宇宙 论 中 有 特殊 意义 的 最 大 对 称 空间 . 

最 初 的 困难 在 于 ， 在 能 够 建立 一 个 坐标 系 来 定义 对 称 性 
以 前 ,必须 先知 道 度 规 , 在 这 种 情况 下 , 我 们 如 何 能 利用 度量 
空间 的 某 些 对 称 性 假设 去 获得 有 关 度 规 的 信息 曝 ? 为 了 摆脱 
这 种 困境 , 我们 必须 学 会 用 协 变 语言 来 描述 对 称 性 的 方法 ,这 
种 语言 不 依赖 于 坐标 系 的 具体 选取 。 一旦 我 们 建立 了 这 种 语 
言 ,那么 , 要 决定 从 对 称 性 而 来 的 度 规 的 某 些 性 质 , 就 仅仅 是 
数学 上 的 处 理工 作 了 。 


1. Killing 4# 


一 个 度 规 9。,(x) 对 于 给 定 的 坐标 变换 x 一 x 称 为 形式 
REN, ABER EM 9.02) 作为 其 宗 量 x** 的 函数 形 
式 与 原来 的 度 规 9w(x7 作为 其 宗 量 x* 的 函数 形式 一 样 , 即 

Fel) 一 Guy) .对 一 切 y (13.1.1) 
[这 不 同 于 对 一 个 标量 的 条 件 , SO) = 5Cx)]。 在 任 一 给 定 
点 ,变换 后 的 度 规 由 下 式 得 出 、 


r , p Ox° . 
Furi’) = 2 a pox) 
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它 等 价 于 


Fux) = oe os 9ov(x 


4 (13.1.1) 成 立时 ， FE ICa) 代替 Toe") , 便 得 到 度 规 形式 
不 变 的 基本 要 求 


gx) = on oe gx’) (13.1.2) 


任 一 变换 x > x’ 如 满足 (13.1.2), 便 称 为 等 度量 变换 . 
一 般 说 来 ， 条件 (13.1.2) 对 函数 x*(x) 是 一 个 很 复杂 的 
限制 ， 如 果 化 到 特殊 情形 ,考虑 无 限 小 坐标 变换 : 
x'e = rë t etlx) Hp lel «1 (13.1.3) 
这 个 条 件 可 以 大 为 简化 。 准确 到 * 的 一 阶 项 ， HA (13.1.2) 
得 出 
0 一 aoe Quo) 十 Pets) = Got) + E(x) Zoek x) ames 


Ga 
上 式 可 用 协 灾 分 量 名 = Iut" 的 导数 改写 为 : 
0 = Og, + OE, 十 ge | See — 3I ue — Pen | 


Ox? Ox’ Ox" Ox? Ox? 
= Ea + Oke ._ 2 po 
Ox? Ox’ 
RA, ERRIN 
0 = bosp + Epo (13.1.5) 


任何 满足 方程 (13.1.5) 的 四 维 矢量 场 名 (xz)， 称 为 度 规 Iar) 
的 Killing KE, 对 给 定 度 规 决 定 所 有 无 限 小 等 度量 变换 
的 问题 ， 现 在 就 化 成 了 决定 度 规 的 所 有 Kilig 矢量 的 问题 . 
任 一 Kilig 矢量 的 常 系数 线性 组 合 是 Kilig RB, 所 以 真 
正 决 定 度 规 的 无 限 小 等 度量 变换 的 ,是 由 Kiling 矢量 张 成 的 
矢量 场 空间 . 
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Killing 条 件 (13.1.5) 看 来 简单 ， 其 实 是 很 强 的 约束 。 它 
使 我 们 能 从 某 点 X 的 5, 与 5;, 的 给 定 值 来 决定 整个 函数 
#5,(x)， 要 明白 这 一 点 ,我们 只 需 回 忆 两 个 协 变 导 数 的 对 易 子 
公式 (6.5.1) 


二 — bo: asp = — Rudy (13.1.6) 
以 及 曲率 张 量 的 循环 和 式 (6.6.5) | 
Ri + Rigg + Rls = 0 (13.1.7) 


将 (13.1.6) 加 上 它 的 两 个 循环 置换 , 我 们 发 现任 何 矢量 EB 
须 满足 关系 式 
0 = ț Esp p Eoi nip + Esaip 一 Šu pio + Epipig = Epon | 
(13,1.8) 
对 于 Kilig 矢量 ,由 (13.1.5) 与 (13.1.8) 得 出 
0 = bopip — Enp p — Em pro 
FH, 13.1.6) 成 为 
Empor = Rubs (13.1.9) 
lk, AS AK a 5 Sas 后 ,我 们 可 以 从 方程 (13.1.9) 决 
定 Cx) 在 X 点 的 二 阶 导数 ， 对 方程 (13.1.9) 求 导 数 ， 我 们 
可 以 陆续 得 出 EX ANDERS, Alt, 5 在 X 的 所 有 导 
数 将 可 表 为 5x(X) 5 En ,CX) 的 线性 组 合 。 于 是 在 X 的 某 个 
邻 域内 ,函数 5X) 可 以 表 为 《如 果 它 存在 ) x* — WPH Taylor 
级 数 。 这样 一 来 , 任 一 度 规 9,《*) 的 Killing 矢量 EC) 可 
以 表 为 
E(x) = AC; XN XI 十 BMC; X)E2 CX) 
| (13.1.10) 
其 中 4, 5B,” 当然 是 度 规 与 X 的 函数 ,但 不 是 初始 信 EX) 
5 &,.0X) 的 项 数 ， 因 而 对 于 一 切 Killing 矢量 都 是 相同 的 ， 
一 给 定 度 规 的 每 个 Kiling RE E(x) 由 任 一 特定 点 天 的 
EX) E So of X) 值 唯一 决定 ， 


一 组 Killing 矢量 EC) 称 为 独立 的 ， 如 果 它 们 不 满足 
任 一 线性 关系 式 l 


D) en) = 0 (13.1.11) 
其 中 c, 是 常 系数 ， 式 (13.1.10) 告诉 我 们 , 在 N 维 空间 中 至 
多 能 有 1 NN +1) 个 独立 Killing 矢量 ， 我 们 来 考虑 任意 
MÂ Killing REE Ga). 对 每 一 个 x， 及 个 量 EPCOS 
L NN — 1) 个 独立 的 量 如 (2X)[ 回 忆 方程 (13.1.3)] ,所 以 
我 们 可 把 ECX) 与 E2 (XVE ERM AREEN (N + 1)/2 


维 空间 中 的 分 量 . 如 果 M > NCN 十 1)/2, 那 么 这 M 个 矢量 ` 


不 能 是 线性 独立 的 ,所 以 它们 必须 满足 关系 式 
5 coEor(CX) 一 > Cakpsy(X) =0 


A (131.10) 告诉 我 们 ，Killing HE," (x) 处 处 满足 式 
(13.1.11), 所 以 它们 不 是 独立 的 Killing 矢量 . 

这 个 结果 有 意义 只 是 因为 我 们 定义 独立 的 Killing 矢量 
是 不 满足 任何 常 系数 线性 关系 的 矢量 ， 在 N 维 空间 的 给 定点 
X, 任意 大 于 N 个 的 Kilig 矢量 当然 满足 一 个 或 更 多 的 象 
(13.1.11) 的 线性 式 。 但 是 , 这 些 式 子 中 的 系数 c; 不 一 定 是 党 
数 ,而 上 述 定理 说 , 任 一 大 于 NCN + 1)/2 个 Kiling 矢量 的 
集合 必 满 足 常 系数 线性 关系 . 
”一 个 度 规 空间 称 为 均匀 的 ,如 果 对 任意 给 定点 X, 存 在 无 
限 小 等 度量 变换 (13.1.3) 把 X 变 到 它 的 邻 域 的 任意 其 它 点 上 ， 
也 就 是 说 ， 该 度 规 允 许 Kiling 矢量 在 任意 给 定点 上 取 一 切 
可 能 的 值 ， 特 别 是 , 在 入 维 空 做 里 我 们 可 选 一 组 N 个 Killing 
KE E(x; X) 使 

F(X; X) = 03 
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它们 显然 是 独立 的 ,因为 任何 形 如 co(x3X) = 0 的 关系 
式 在 x 一 X 就 意味 着 所 有 ci 都 等 于 零 
一 个 度 规 空间 称 为 是 关于 给 定点 X 各 向 同性 的 ， 如 果 存 

在 无 限 小 等 度量 变换 (13.1.3), 使 点 X 保 持 固 定 , 使 得 SCX) 
二 0, 并 且 一 阶 导数 5;,《X) 除 了 遵守 反对 称 条件 (13.1.5) 外 ， 
可 取 一 切 可 能 值 。 特别 是 ， 在 N 维 空间 中 。 我 们 可 选 一 组 
N(N 一 1)/2 个 Killing 矢量 E(x; X), H 

ECs X) = — Ea; X) 

EX; X) =0 


Ey; CX; X) = |2 EC; x)| 


= p0 一 0064” 

它们 是 独立 的 ,因为 任何 形 如 caia X) = 0E co 一 一 cm 
的 关系 式 在 X 点 必 能 推 得 ca, 一 Coa = Ler = 0 

我 们 也 将 讨论 每 点 各 向 同性 的 空间 。 在 这 种 空间 里 , 存 
在 Killing KE EM Cr; X) 5 Eae; X + aX), 它们 分 别 
ERX GX + dX 满足 上 面 的 初始 条 件 ， 这 些 矢 量 的 任何 线 
性 组 合 也 是 Killing 矢量 ,所 以 OF Cx; X)/3x 也 将 是 度 规 
的 Killing 矢量 . 为 了 算出 这 个 Killing 矢量 在 * = X 点 的 值 ， 
我 们 只 需 想 到 g(x; X) 为 零 , 因而 

ben) xv: X 
一 


+ [2 
axe x=X 


由 此 得 到 
[2 EC; x)| x = —6,"6,” + 6°68," 


x= 


现在 显然 可 以 作出 一 个 Killing 矢量 E(x), CHE =X A 
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上 取 任 意 值 a; RER 


一 ay 3 (ev) xX 
ECx) N— I Ox? ECx; ) 


因此 , 住 何 点 点 各 向 同性 的 空间 必 是 均匀 的 。 
一 个 度 规 称 为 是 最 大 对 称 的 。 如 果 它 允许 最 大 数 N CN 
十 1)/2 个 Killing 矢量 .特别 是 ,一 个 空间 既是 均匀 , 又 是 关 
于 给 定点 又 为 各 向 同性 的 。 就 要 求 有 NCN + 1)/2 个 Killing 
矢量 PCr; X) BEM a; X). X Kiling 矢量 显然 是 独 
立 的 ,因为 ,如 果 它 们 满足 一 个 线性 关系 
0 = c pae; X) A cuga; X) 
Cuv S — Cop 
那么 对 x? REM, & * 一 X, 得 cu 一 0; 再 令 x 一 X, 又 得 
a=0. TH, 一 个 均匀 且 于 基点 各 向 同性 的 空间 , 必 是 最 大 
对 称 的 。 当 然 也 有 ,点 点 各 向 同性 的 空间 必 是 最 大 对 称 的 ， 
我 们 也 能 证 明 它 的 逆 定 理 ， 即 最 大 对 称 空间 必定 是 均匀 
且 点 点 各 向 同性 的 。 如 果 存 在 NCN 十 1)/2 个 独立 Killing 
矢量 El), MARITE EC) E ,Cx) 排 成 一 个 方 阵 ,用 4 
标 NCN 十 1)/2 行 ,5 用 N 个 PpP 及 NGCN 一 1)/2 个 14 与 v(4 >v) 
标 NCN + 1)/2 列 . 而 且 , 这 个 方 阵 的 行列 式 一 定 不 等 于 零 ， 
因为 ,任何 关系 式 
Dos CX) = DS) cba (X) 一 0 


Be (13.1.10) 可 导致 > cil) 一 0， 这 与 我 们 假设 这 些 


Killing 矢量 是 独立 的 相 和 矛盾 。 TE, 对 任何 “ 行 矢量 《其 “分 
量 ” 为 an 5 buy = —b,.) BA 


D> nb (X) = ay 


> dnG us »"(X) = buy 
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必定 有 解 。 令 
Epl) = >) dogula) 


我 们 就 找到 一 个 Kiling 矢量 E), EAD ECX) RE eu， 
Es »X) 取 值 buys 但 au 是 任意 的 ， 所 以 空间 是 均匀 的 ; aR 
JE by, = by, Sb, bu 也 是 任意 的 ,因此 空间 对 和 点 是 各 向 同 
性 的 . 
作为 最 大 对 称 空 间 的 例子 ， 我 们 考虑 一 个 曲率 张 量 为 零 
的 NEREZE. 在 这 种 情况 下 , 可 以 选取 Descartes 坐标 
使 度 规 为 常 系 数 且 仿 射 联络 为 零 ， 在 这 个 坐标 系 中 ， 方程 
(13.1.9) 变 为 
Ox OxI 


其 解 为 
Eule) = ay Bir” 


AP a 与 bw ABM. CBE Killing BAB (13.1.5), 4 
且 仅 当 
Da» = —byy 
因此 ,我 们 可 选取 如 下 一 组 共 NCN 十 1)/2 4 Killing 矢量 
E,(x) = 5," E(x) = Ox — ax 
而 一 般 的 Killing 矢量 为 
E(x) 一 aE) + bagu PCa) 

N DRE EOC) 代表 平移 ,而 NCN — 19/2 PRE ECO R 
表 无 限 小 省 转 《或 者 对 于 Minkowski 空间 来 说 是 Lorentz 变 
换 ) .因此 ,任何 平 直 度 规 允许 NCN 十 1)/2 个 独立 Killing 矢 
量 ,从 而 是 最 大 对 称 的 

当然 ,并 不 是 所 有 度 规 都 允许 最 大 数目 的 Kiling 矢量 . 
对 给 定 的 一 组 初始 值 ELX), EnC X), (13.1.9) 是 否 可 解 , 取 
决 于 这 个 方程 是 否 可 积 ,这 事 又 取决 于 度 规 . 以 后 我 们 要 用 的 
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可 积 条 件 ,来 自 张 量 的 协 变 导数 对 易 子 的 一 般 公式 
Eo mso 一 Ep: mvae T — R? yooh 5 i 一 Ri yoy pi a 
方程 (13.1.9) 满足 这 个 条 件 当 且 仅 当 
R’ spui no 一 R voubara + CR opus o — R vous $1 
= Raha p 一 Rosa 
或 者 ,利用 (13.1.5) 得 
[L-R os," + R’ poro" 一 Rpndy 十 Rppdo'] Ease 
= [R pun — R you: a J Ea (13.1.12) 
对 于 平 直 空 间 来 说 ,这 些 条 件 当 然 是 空置 的 ,但 是 ,一 般 说 来 ， 
它们 对 任何 给 定点 的 号 与 5 加 上 了 一 些 线性 关系 的 约束 ， 
换言之 , 如 果 知 道 了 未 知 度 规 所 允许 的 Killing 矢量 的 一 些 性 
质 , 我 们 就 可 用 (13.1.12) 知道 曲率 张 量 的 一 些 性 质 。 这 样 ， 
在 以 后 几 节 里 ， 我 们 就 能 从 等 度量 变换 导出 最 大 对 称 度 规 的 
EA. 
应 该 强调 , 确定 数 上 月 的 独立 Kiling 矢量 的 存在 与 具体 选 
取 的 坐标 系 无 关 ， 如 果 EC) 是 度 规 96,《x) BY Killing RB, 
那么 经 坐标 变换 x* > x* 后 , 我 们 得 到 度 规 


r f + (6) P 0 ii 
ale) = Oe OE goa) 


MA 13.15) 是 广义 协 变 的 ,新 度 规 显 然 有 Killing 矢量 
FG!) 一 Se E(x) 


wm M 个 Killing 矢量 "(x) 是 独立 的 , 则 M 个 Killing & 
E Eu Ce 也 是 独立 的 ; 因为 由 5” 之 间 的 线性 关系 就 能 推出 
E 之 间 的 线性 关系 .可 见 ,给 定 空间 的 最 大 对 称 性 是 内 在 性 
质 ,而 与 我 们 如 何 选 取 坐 标 系 无 关 , 特 别 是 曲率 张 量 为 零 的 空 
闻 必 是 最 大 对 称 的 ;然而 其 逆 定 理 不 正确 .我 们 也 容易 看 到 ， 
空间 的 均匀 性 与 各 向 同性 亦 与 坐标 系 选取 无 关 。 单 就 这 些 简 


° 449 。 


单 的 对 称 性 而 言 ,我 们 已 经 完成 了 本 章 前 言 中 提出 的 任务 一 
用 广义 协 变 的 语言 来 描述 度 规 的 对 称 性 . - 


2. 最 大 对 称 空间 : 唯一 性 


我 们 现在 来 证 明 , 最 大 对 称 空间 由 “曲率 常数 ”K 与 度 规 
的 正 特征 值 与 负 特征 值 的 个 数 所 唯一 确定 。 就 是 说 , 给 出 两 
TRAM HAM, ei K SEL AA RA, AK 
么 总 能 找到 一 个 坐标 变换 ， 把 一 个 度 规 变 到 另 一 个 。 借助 这 
个 定理， 我 们 就 能 在 下 一 节 中 对 最 大 对 称 空间 进行 详细 的 研 
究 , 只 要 在 一 个 方便 的 坐标 系 中 作出 这 种 度 规 就 行 了 . 
我 们 在 上 一 节 中 已 证 明 ， 在 最 大 对 称 空间 的 任 一 给 定点 
*, 我 们 可 以 找到 Kiling 矢量 , 使 得 EO AB. Hi) 是 
一 任意 反对 称 和 矩阵 。 由 此 得 出 , 式 (13.1.12) P Erl 的 系 
数 必 有 等 于 零 的 反对 称 部 分 , 即 
Rig Bik + Rro" — Rhod," + Ry p48 . 
一 — R" por 十 R" por 一 R apudi 十 R'sonds (13.2.1) 
我 们 也 证 明了 , 在 最 大 对 称 空间 任 一 给 定点 xz, 存在 Kiling 矢 
E ba 而 6:0) 可 取 我 们 指定 ARE RELL, WA (3.1.12) 及 
(13.2. DER . 
R sous» = R ponio (13.2.2) 
我 们 实际 上 只 需要 用 (13.2.1), 因为 在 上 节 中 已 经 证 明了 ,一 
个 点 点 各 向 同性 因而 满足 (13.2.1) 的 空间 必 是 均匀 的 , 即 必 
满足 (13.2.2)。 
我 们 证 明 的 第 一 个 步 邓 是 用 (13.2.1) 去 导出 一 个 有 关 曲 
带 张 量 的 公式 ， 缩 并 上 与 上 得 出 
—NR? yy + Rh oy — R¥ apy + Rope 
= —R? os t+ Rods! — Roog 
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GEIE Ro, NE, — R con 是 Ricci KE Ro, TEN 维 情形 
ôs 一 V.) 利 用 循环 和 公式 (6.6 5) 及 Roy 的 反对 称 性 ,我 们 
知道 | 

(YY 一 1)Riom 一 Rsogi — Ropar (13.2.3) 
但 它 也 必须 对 于 4 与 ? 反对 称 , 所 以 


Ry Gig 一 Ro Giv = —R apo + RoI op 
再 缩 并 4 与 », 得 到 
Rop — NRop = — Rigs, + Ros 
于 是 Ricci 张 量 取 如 下 形式 
1 
Ryo = = op (13.2.4) 


RA (13.2 3), 得 出 曲率 张 晤 公式 

Rigs» = — Re 

NW — 1) 

这 个 公式 满足 (13.2.1), 所 以 从 那个 条 件 中 我 们 不 可 能 得 到 

什么 新 的 东西 了 . 

在 点 点 各 向 同性 的 空间 中 ， 式 〈13.2.4) 与 (13.2.5) 处 处 

成 立 ,我 们 可 以 用 Bianchi 恒等式 去 说 明 标 量 曲率 R 对 位 置 
的 依赖 关系 。 将 〈13.2.4) 代入 (6.8.4) 得 


{IpI 一 Dopis? (13.2.5) 


或 


1 1 ð 
o=(4-4) R? 2. 
N 2/ Ox? , (13.2.6) 


因此 在 (13.2.4) 处 处 成 立 的 三 维 或 大 于 三 维 的 空间 中 , RA, 必 
为 常数 。 引 入 曲率 常数 天 

R} = —N(N —1)K (13.2.7) 
来 代替 RY 更 方便 些 。 将 上 式 代入 〈13.2.4) EH BOILED 
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Ricci 张 量 和 Riemann—Christoffel 张 量 
Rap = —(N — 1)K9,, (13.2.8) 
Rigor = K{ 9091» — GupGich (13.2.9) 
ERDILAR, RA REE AN STAVROS A, 
在 6.7 节 中 ,我 们 已 经 证 明 二 维 空间 的 曲率 总 有 (13.2.5) 
的 形式 ,所 以 在 这 种 情况 下 不 能 由 (13.2.6) 得 出 R* 为 常数 的 
结论 ,就 不 足 为 奇 了 .但 是 我 们 可 以 用 (13.2.2) 证 明 , 对 N=2， 
最 大 对 称 空间 , (13.2.9) 中 的 量 玉 也 是 常数 ， 
现在 我 们 假设 给 定 了 两 个 度 规 Ole) 及 9,,《x), 它 们 都 
有 相同 个 数 的 正 、 负 特征 值 且 都 满足 最 大 对 称 空间 的 条 件 
(13.2.9), RẸ 
Raipe = K(9¢,9in — Ipo) (13.2.10) 
Ripos = Klopi 一 Io pGro) (13.2.11) 
式 中 曲率 常数 天 是 相同 的 . 我 们 将 证 明 9,002) 与 ae) 必 
是 等 价 的 。 其 意义 是 存在 坐标 变换 ee’ 把 9,,《x) 变 为 
Divx’), BD 
r yon Ôx! Ox? 
Sana") Ox? Ox? 
为 证 明 这 一 点 ， 我 们 实际 上 将 xx) 作成 x* WRR. 
首先 注意 到 ,9 与 9 的 正 、 负 特征 值 的 数目 相同 ,其 意义 是 ， 
我 们 能 找到 一 个 非 异 矩阵 we,, 使 得 
9 O Jdt da = Gyo 0) (13.2.13) 
《其 论证 与 6.4 节 中 的 一 样 ,) 利用 
xt 一 d” x? 
我 们 就 能 在 准确 到 * ARM GE (13.2.12) 得 到 满足 。 现在 
利用 数学 归纳 法 .假设 我 们 用 多 项 式 


x'a) = dere + D) L dhoth om (13.2.14) 
m=] m! 


= g(x) (13.2.12) 


`- 
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能 使 (13.2.12) 准确 到 关 的 = 一 1 工 级 成 立 ， 我 们 要 做 到 彰 话 
加 x 的 4 十 1 次 项 使 (13.2.12) 准确 到 * 的 级 成 立 。 这 个 
条 件 将 被 满足 , 当 (13.2.12) 的 导数 成 立 到 4 一 1 级 , 即 


Orr Ox” Ox Dr g(x 
Guy t aaa Guy 
aero ow Ve? due aran age Ot? 


Ox? Ox Ort x" Tor 
成 立 到 * 一 级 ， 上 式 成 立 的 充分 (实际 上 也 是 必要 的 ) 条 件 是 
等 式 
Prr ðr” 
OxrOr Ox? 
= 0,462 T3 (4) — ee ee 
成 立 到 2° AE RRS a Ye 一 1 级 ,所 以 我 们 
可 用 (13.2.12)( 已 经 假设 它 成 立 到 a 一 1 级 ) 把 上 式 转换 成 一 


—— gCx ) 


PENER, 即 
O?x’ _ Ox pe 
Bdrm Br PO 一 2 7 a Tina’) (13.2.15) 


成 立 到 一 1 级， 我 们 可 用 (13.2.14) ( 它 是 准确 到 x" 级 的 ) 
去 计算 右边 的 x”! 次 项 ， 把 结果 写 为 


| — 222 See 


(a-1)& 


7 Gop Ch p0,On, t tee ean (1 3.2. 1 6) 


系数 “jw… 复 杂 地 依赖 于 函数 96.《x),9m《*') 以 及 前 面 已 经 定 
下 的 系数 oom MRE (13.214) 上 加 一 项 


1 
[x*Cx) Tatna = GD Ch popon K PR oe .Yan 一 ! 


(13.2.17) 
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只 要 它 的 系数 Khoo on, 对 所 有 下 标 都 对 称 , 则 (13.2.15 ) 就 能 
成 立 到 4 一 1 级 ， 这 些 系 数 对 指标 7 与 以 及 oo 之 间 的 交 
换 显然 是 对 称 的 。 所 以 需要 满足 的 条 件 只 是 , 它们 对 4 SE 
意 on 对 称 ,或 等 价 地 , (13.2.16) 对 x 的 导数 对 2 与 " 对 称 ， 
即 准 确 到 zx 一 级 有 


ae (EEr 0 Ba? 3 re) 


= oor (2 rue) 一 人 一 Ae > oz - TC) (13.2.18) 
因为 已 假定 (13.2.12? 成 立 到 xz 一 :级 , 它 的 导数 , 即 式 (13.2.15) 
将 成 立 到 x"? 级 ， 故 我 们 可 用 (13.2.12) 与 (13.2.15) 将 
(13.2.18) 改写 成 它 的 等 价 要 求 ; 即 准确 到 x"? 级 有 


a 
oe ban (x) = oe oe oe Rite’) (13.2.19) 


现在 才 第 一 次 用 式 (13.2.10) 与 (13.2.11), 它 允许 我 们 把 
《13.2.19) 换 成 其 等 价 要 求 , 即 准 确 到 x""? 级 有 


fô] 
= I(x) 一 Se" "e ga ox) 


_ Ox’ ( Ox ax B Ox’! Ox? 
= Be (ae agp OO OF om ZO) 
(13.2.20) 


这 个 条 件 的 确 是 满足 的 ,因为 已 假设 (13.2.12) 成 立 到 xz 一 级 ， 
让 我 们 再 扼要 复述 一 遍 ， 由 (13.2.12) 成 立 到 x" 级 ,可 推出 
(13.2.19) 成 立 到 z" 一 级 ,又 推出 (13.2.18) 成 立 到 zx”? 级 ,再 
推 得 系数 choron 对 下 标 都 对 称 ， 于 是 知道 《13.2.177 满足 
(13.2.15). 因此 将 〈13.2.17) 加 上 《13.2.147 我 们 就 能 满足 
《13.2.12) 到 x" 级、 这 样 一 来 ， 如 果 我 们 用 一 个 次 多 项 式 
x'(x) 满足 (13.2.12) 到 xz 级， 那么 用 一 个 > 十 1 次 多 项 式 
x《x) 就 可 以 满足 它 到 < 级 ， 所 以 说 ,满足 (13.2.12) 的 函数 
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xx7 确 能 构成 一 个 短 级 数 ,定理 得 证 . 
3. 最 大 对 称 空间 : 结构 


最 大 对 称 空间 本 质 上 是 唯一 的 ， 所 以 , 只 要 随意 用 任何 
方式 作出 具有 任意 曲率 天 的 例子 ， 我 们 就 能 了 解 最 大 对 称 空 
间 的 一 切 了 .要 作出 这 些 例 子 是 很 容易 的 ( 见 图 13.1.).. 虑 考 
N+ 1 维 平 直 空间 , 它 的 度 规 是 

—dt? = gdadx4dz = Cydxtdx” 十 天 -ds (13.3.1) 
式 中 Co EN X N 常数 矩阵 ,K 是 某 常数 .我 们 能 把 一 个 N 
维 非 Eudid 空间 嵌入 这 个 较 大 的 空间 中 ,方法 是 把 变量 x* 及 
z 限制 在 球 (或 伪 球 ) 
KC pytt + 22 = I (13.3.2) 
的 表面 上 . 


图 13.1 把 球面 上 的 点 以 它 在 赤道 平面 上 的 投影 来 表示 ， 注 意 具 
有 给 定 坐标 好 的 每 个 投影 点 对 应 于 球 上 的 两 个 点 ， 
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在 这 个 球面 上 , de? 由 下 式 给 出 


de = KC mzta") L KUC atda)? 


z? (1 — KC,,x*x”) 
因此 ,由 《13.3.1 ) 得 到 
— -一 和 RN KCCypx*dx?Y 
d = Cats + eee (13.3.3) 
THERA 


K 
《1 一 KC jo? x?) c 
平 直 空 间 就 是 这 儿 K 二 0 的 特例 . 

这 种 构造 明显 地 说 明了 (13.3.4) 允许 有 NCW 十 1)72 个 
参数 的 等 度量 变换 群 . 因为 CN 十 1) 维 线 元 (13.3.1) SRA 
条 件 (13.3.2) 在 CN 十 1) 维 空间 里 的 刚性 “转动 "下 显然 是 不 
变 的 。 这 些 变换 是 


patt C yx" (13.3.4) 


Fup x) = Cy + 


xë — x" = RE” + Ree (13.3.5) 
z—> z = R*,2" + R*,2z (13.3.6) 
AH R4 是 常数 , 具有 性 质 
C wR" R” + KRR” = Cog (13.3.7) 
C»R",R?, + KORR”, = 0 (13.3.8) 
C oR" R”; + KOCR? Y = K” (13.3.9) 


把 满足 (13.3.7) 一 (13.3.9) 的 变换 区 别 为 两 类 简单 的 变换 是 
方便 的 : | 

CA) Ri, = Rt, R”, = R*,=0 R*,=1 (13.3.10) 
式 中 REN X NIE, 具有 性 质 


C aR" R's = Cos (13.3.11) 
它们 就 是 绕 原 点 的 刚性“ 旋转” 
KE = Fe (13.3.12) 
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(B) R", 一 ax R", = —KC pa’ 


R*, = (1 — KC,,a’a’)? (13.3.13) 
R’, = ô", — bKC,,a°a* (13.3.14) 
AH ar 是 任意 的 ,但 R, 必须 是 实数 , 即 
KC,,a°a <1 (13.3.15) 
以 及 
一 — aN: 
>= 1 — O — KCp,a°a7 yA (13.3.16) 
KC,,a°a° 
这 些 变换 是 “ 拟 平移 ”， 
xu 一 xz 十 an[(1 — KC, xPx7)'? 一 bKC,,x°a"] 
《13.3.17 ) 


特别 ,这 些 变换 把 原点 x** 一 0 FEY at, 

把 原点 变 为 任意 点 至 少 在 一 个 有 限 区 域内 ) 的 等 度量 变 
换 3.3.17) 的 存在 , 说 明了 这 个 空间 是 均匀 的 ; 任 一 点 在 几 
何 上 相似 于 其 它 任 一 点 . 《我 们 的 坐标 系 包 含 这 个 性 质 , 正如 
地 球 的 极 投影 图 包含 了 如 下 事实 一 一 地 球 的 曲率 在 北极 与 在 
Massachusetts 是 大 致 相同 的 .) 此 外 ， 包 含 绕 原点 的 一 切 刚性 
“转动 ”的 等 度 规 变换 《13.3.10) 的 存在 ,说 明 这 个 空间 对 原点 
是 各 向 同性 的 。 因为 度 规 是 均匀 的 又 是 对 厦 点 各 向 同性 的 ， 
故 它 是 点 点 各 向 同性 的 ,也 是 最 大 对 称 的 。 

© ARASH (13.3.5) 5 3.3.6) 趋 于 单位 变换 ， 我 们 可 
以 作出 这 个 度 规 的 Kilig 矢量 .首先 考虑 变换 (A), 令 

Rr, = H+ 6%, lel «1 


Cy", + Cp, Os = 0 (13.3.18) 
.与 (13.1.3) 比较 , 对 应 的 Kiling 矢量 是 
ho(x) = OF x? (13.3.19) 
然后 , 芳 虑 变换 CB), 令 


a“ = eo", fel <l 
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5 (13.1.3) 比较 ,对 应 的 Killing 矢量 是 
"(x)= o[1 — KC ptr 1 (13.3.20) 

读者 不 难 验证 (13.3.19) 与 (13.3.20) 确实 满足 Killing 条 件 
(13.1.5). 有 NON 一 1)/2 个 独立 参数 Q, [ 即 N A 2, 服 
KNW 十 1)/2 个 条件 (13.3.18)] 及 N 个 参数 et, WIDE 
规 人 允许 NCN 十 1)/2 个 独立 Killing 矢量 ,这 就 验证 了 最 大 对 
BREE. 

这 个 度 规 的 测 地 线形 式 极为 简单 . 由 《13.3.47 不 难 算出 
仿 射 联络 为 


,= Kx"9,, (13.3.21) 
故 测 地 线 的 微分 方程 是 
dis" 4 Ket = 0 (13.3.22) 
dr? 


X K >On, 其 解 为 sin(r VK) 与 cos《rVK) 的 线性 组 
合 ;当天 一 0 时 ,为 sinh (rz W —K) 与 cosh (r VY — K) OR 
HAR. . 
算出 其 曲率 张 量 , 我 们 就 能 揭示 这 个 空间 的 内 在 性 质 .用 
TK (6.6.2) 及 (13.3.21) 可 直接 算出 度 规 (13.3.4) 的 Riemann- 
Christoffel 张 量 为 
Revo = KU Cel yp — Cepl yo] 
+ KL KC partt [Coxyrp 一 Crp ota 
十 Coxnxe 一 Cup Xe | 
《其 中 X, = C,,X") R 
Rives = KII pra 一 Ioro] 
它 与 (13.2.9) 式 一 致 。 因此 , A 《13.3.1) K (13.3.2) 中 的 党 
数 玉 与 上 一 节 中 介绍 的 曲率 常数 是 一 样 的 ， 
因为 入 是 不 变 参 数 ,我 们 不 能 用 坐标 变换 把 度 规 (13.3.47 
SAW AA K 值 的 类 似 度 规 ， 相反 ,《13.3.3) 式 清 楚 地 说 
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H 我们 用 线性 变换 
xz = Aly? 
能 把 度 规 (13.3.4) 变 成 相似 的 度 规 , 它 带 有 同样 的 玉 , 而 Cu 
变 为 
Chey = 4°, AGC po 

我 们 在 3.6 节 中 的 讨论 说 明 , 用 这 种 方法 可 以 把 C,, 变 为 我 们 
希望 的 任何 实 对 称 和 矩阵 ， 只 要 不 改变 它 的 正 、 负 特征 值 的 个 
BK. 此 外 ,和 矩阵 Cu 的 正 、 负 特征 值 的 个 数 与 矩阵 gw 在 x 一 0 
点 的 一 样 ,从 而 到 处 都 一 样 ,因为 所 有 点 是 等 价 的 . 

一 个 允许 引入 局 部 Euclid 坐标 系 ( 比 方 说 ，Minkowski 的 
就 不 是 ) 的 NN 维度 规 , 所 有 的 特征 值 都 是 正 的 , 故 当 开关 0 时 
我 们 可 以 取 C6, 为 |K1™ 倍 单位 矩阵 ,在 这 种 情况 下 , (13.3.3) 
变 为 


ds? 一 K- | ax? + a) “4 K > 0 (13.3.23) 
— xX 


或 dst 一 |K|7 | aw — | X K <0 (13.3.24) 
4K = 0 时 ,我 们 取 Cy 就 是 单位 矩阵 ,由 (13.3.3) 得 出 

d? = dx? 当 开 一 0 (13.3.25) 
《在 此 我 们 用 醒 上 县 的 Y 维 矢量 记号 , MAA dr 代替 一 27?, A 
为 眼下 我 们 是 研究 几何 而 不 是 研究 物理 . ) 让 我 们 来 考察 这 些 
空间 的 整体 性 质 。 

对 于 天 二 0， 最 方便 的 处 理 是 把 (3.3.23) 解释 为 用 
《13.3.2) 嵌 人 平 直 空 间 《〈13.3.1) 中 的 弯曲 空间 的 度 规 ， 妈 
(13.3.23) 措 述 平 直 空间 l 

d? = K-'[ dx? + ds] (13.3.26) 
中 的 曲面 
a | (13.3.27) 
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显然 , 这 个 度 规 简单 地 描述 了 CN + 1) 维 Euclid 空间 里 的 半 
径 为 天 -的 球面 ，( 为 了 使 坐标 革 与 :真是 Euclid 的 , 应 该 
定义 x = Kx 和 x = Koz, 这样， (13.3.27) 就 变 为 
x? + g? = K.) 确实 , 在 二 维 情况 ,我 们 能 引入 角 坐 标 O, 
9 中: 


x, = sin@cosp Xx;— sinOsing 
那么 (13.3.26) 就 变 为 熟悉 的 球面 (半径 为 KNR: 
d’? = K™[d@ + sin? 0dp?] (13.3.28) 
一 般 说 来 ,变量 x 的 范围 是 
xX <1 


但 是 ,每 个 工 实际 上 对 应 两 个 点 , 它们 对 应 方程 (13.3.27) 的 z 
的 两 个 根 . (举例 说 ,二 维 情 形 ,x 的 分 量 是 把 球面 上 的 点 投影 
在 切 平面 上 的 坐标 ; EWR AR, Boson 与 阿根廷 的 
San Carlos de Bariloche 出 现在 同一 点 上 .) 因 而 , 由 (13.2.23) 
刻 划 的 入 维 空间 的 体积 是 


v=2| _ V dey dey = 2R È A dry 
x?<1 


x< [1 — x p” 
直接 计算 可 得 
. 2y N +22 


= OFA 
NEDD (13.3.29) 


例如 ，P = wK, CREAN K WAKAK, V, 
—4eK, 它 正 是 半径 为 天 -2 的 球面 积 。 一 个 三 维 常 正 曲率 
空间 的 体积 是 


Vy 


Vs = 2 wK- 
我 们 也 可 用 测 地 线 方程 (13.3,22》 的 解 来 计算 这 种 空间 的 局 
长 。 这 个 方程 现在 是 
Sx Kx=0 (13.3,30) 
ds . 


。451。 


经 过 x 一 0 点 的 解 是 


x= esin (sK (13.3.31) 
为 了 满足 《13.3.23), 上 式 中 的 @ 应 满足 
e=] (13.3.32) 


我 们 沿 着 测 地 线 从 “北极 ”x = 0 出 发 , M s = eK /2 时 到 
达 “ 赤 道 ”x =e, 4 s= rK 时 我 们 到 达 “ 南 极 ”， 当 
s = 3K32 时 到 达 “ 赤 道 *" 的 对 点 x 一 —e, 4s = K 
时 回 到 出 发 点 ， 所 以 ,对 于 任意 维 数 的 常 正 曲 率 空间 ,从 任 一 
点 出 发 沿 着 测 地 线 绕 整个 空间 一 周 的 距离 是 
一 2x 开 -2 (13.3.33) 
这 个 计算 清楚 地 说 明 由 (13.3.23) 刻 划 的 空间 是 有 限 的 ,但 不 
是 有 界 的 ; 当 我 们 走 到 表 观 的 奇异 点 x = 1 时 可 以 继续 走 过 
去 ,但 对 应 的 2 是 方程 (13.3.27) 的 异 号 根 . 
-对 于 天 < 0, 度 规 (13.3.24) 甚 至 没有 表 观 的 奇异 点 ,没有 
什么 东西 把 坐标 zx 限制 在 任 一 有 限 范 围 内 .通过 计算 测 地 线 可 
已 要 消 乱 地 有 出 这 操 。 测 地 线 现 由 式 413.3.30) 与 (13.3.24) 
RA 
x = e sinh (s(—K)"”) (13.3.34) 
è= |. (13.3.35) 
BERANA, 我 们 显然 能 从 原点 出 发 走 到 无 限 远 ， 对 
= 2, 这 个 空间 正 是 Gauss, Bólyai 和 Lobachevski 揭示 的 ; 
见 1.1 节 , 为 了 让 度 规 取 Klein 模型 的 (1.1.9) 形式 ,必须 引 
二 yx = x(1 十 -2,] 从 (13.3.1) 及 (13.3.2) 
可 以 看 到 ,这 种 几何 描述 着 平 直 空间 
ds = |K™|[dx? 一 dz?] (13.3.36) 
中 的 曲面 | . , 
-x2 +? =] (13.3.37) 
Æ (13.3.36) 中 的 负 号 说 明 这 个 平 直 空间 不 是 Eudid 的 。 因 
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而 可 以 理解 ， 只 有 当 几 何 学 家 懂得 弯曲 曲面 不 一 定 要 想象 为 
普通 Euclid 空间 的 子 空间 , 而 是 由 它 自 身 的 内 在 度量 关系 来 
刻 划 的 空间 之 后 ，Gauss-Bblyai-Lobachevski 几何 才能 被 发 现 . 

最 后 ,让 我 们 回 到 空 - 时 ， 考虑 四 维 最 大 对 称 度 规 (特征 信 
三 正 一 负 ) 的 结构 。 令 


C us 一 ?ur (13.3.38) 
度 规 为 


AG. dx — tdi} 
—dr = dý — dè? + 一 (13.3.39 
KG? e) 《 ) 


WK > 0, 我 们 引入 新 坐标 


;一 Z |< Ko cosh (K) + (1 + Kr) sinh c'ar] 
x = x’ exp( K) (13.3.40) 
使 度 规 表现 得 空间 平 直 , 于 是 (13,3.39) BH 、 
dr? = dt? — exp(2K"s')dx” (13.3.41) 
我 们 也 可 以 令 
f= 了 In [1 — Kx’ Pexp (2 K'Y] 
x” = x'exp CK ) 、 (13.3.42) 


从 而 引入 了 度 规 显 得 与 时 间 无 关 的 坐标 .〈13.3.417 就 变 为 
K(x" + dx’? 
1 — Kx’? 
(13:3.43) 
SER EATABEM I de So sds BARNER 
PU Ba rh eh EB AS BS OH Ta 
应 当 再 强调 一 一 遍 。 虽然 引信 最 大 对 称 度 规 (13.3.4 RI 
式 是 很 任意 的 ,但 它 实际 上 代表 了 最 一 般 的 最 大 对 称 度 规 , 因 
为 上 一 节 的 只 一 性 定 至 告诉 我 们 。 可 以 用 适当 的 华 标 变换 反 
任 一 最 大 对 称 度 规 化 为 形式 (13.3.4), | 


dx? = (1 — Kx”? Jdr" — dx’? — 
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4， 最 大 对 称 空间 中 的 张 量 


最 大 对 称 性 的 假设 不 仅 可 以 用 在 空间 的 度 规 上 ， 而 且 可 
以 用 到 空间 里 的 任意 张 量 场 上 ,一 个 张 量 场 7,,… 称 为 在 坐标 
变换 xz ->x 下 是 形式 不 变 的 ， 如 果 TiC’) 作为 其 宗 量 x 
的 函数 形式 与 Tuw.(x) 作为 其 宗 量 x* 的 函数 一 样 , 即 
Tie LY) = Ta) 对 一 切 y.。 (13.4.1) 
在 任 一 给 定点 ,变换 后 的 张 量 由 如 下 一 般 公 式 给 出 


xr? Ox’? 


ð or : 
T(x) Awe Ox Thoha) 
所 以 ,形式 不 变 的 条 件 (13.4.1) 就 是 
Or? OR Cy 
E T py (x) ee De T pox’) (13.4.2) 
对 于 无 限 小 变换 


x'e = zt + cb x) lel «1 
准确 到 s 的 一 阶 项 ,条 件 (13.4.2) BA 


_ OEr(x) E(x) ... 
0 Ore T pr Lx) + ax T poka) + 


+) Tye lt) (13.4.3) 


CBD Tan SF EAS Lie 导数 为 零 ; 见 10.9 节 .) 在 最 大 对 称 空间 
里 一 个 张 量 称 为 最 大 形式 不 变 的 ,如 果 它 对 所 有 NCN + 1)/2 
个 独立 Killing 矢量 Er) 满足 《13.4.3). 

对 于 标量 SC), 方程 (13.4.3) 简单 地 写 为 


Ex) 2 S(x) = 0 (13.4.4) 


如 果 标 量 是 最 大 形式 不 变 的 ， 则 5*《x) 可 在 任 一 点 上 取 任意 
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值 ,所 以 C13.4.4) BER S 是 常数 : 


OS 
—- = 0 13.4.5 
own l ) 


对 于 其 它 的 最 大 形式 不 变 的 张 量 ， 为 方便 起 见 。 先 选 Kiling 
矢量 PC) 在 给 定点 x 的 值 满足 | 
P(X) = 0 

mE i 
_ OEE) 
BX) 一 ouCXD (PE 


组 成 任意 的 反对 称 矩 阵 。 于 是 方程 (13.4.37 在 * = X 点 写 为 
0 = £,;,{8,°T%,.. + 6,°T 0... # +++} 

因为 5;: 是 任意 反对 称 矩阵 ， 它 的 系数 必须 对 o 与 对 称 : 

bu T OT + 

| = OT. 377 十 (13.4.6) 

因为 xX 是 任意 的 ,上 式 必须 处 处 成 并 ， 

对 于 最 大 形式 不 变 的 矢量 4.(x), 方程 (13.4.6) 变 为 
8,°AT = BAT 


缩 并 7 与 &, 在 NN 维 空间 中 我 们 得 到 


NA = AP 
PILL. aT ENN = 1 外 , RIIKE . 
“一 0 (13.4.7) 


对 于 二 阶 最 大 形式 不 变 的 张 量 Bu, HH 13.4.6) BH 
8p B°, + 8B = 8B, + Bp 


缩 并 z Se ,得 到 
NB’, + B, = B°, + 8B," 
或 者 降低 o 指标 . 


CN — 1) Boy + By = IopB yr ` (13.4.8) 
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RE r So 互 换 后 的 同一 方程 ,得 到 
(N — 2)(Bos — By) = 0 
HREN 关 2, 张 量 Bo 必定 是 对 称 的 
了 Do = Byg (13.4.9) 
《在 二 维 情况 下 ，B。 可 有 一 个 正比 于 eo 的 反对 称 部 分 ; 
见 44 节 ,) 把 (13.4.9) 代 入 (13.4.8) 中 ,对 入 之 3( 以 及 N=2- 
时 Bos 的 对 称 部 分 ), 得 


Boy = for (13.4.10) 
式 中 
f= 1 Br 
N “H o 
为 了 定 出 与 坐标 的 关系 ,我 们 把 3.410 代 回 到 形式 不 变 
的 条 件 (13.4.3): 


= OF Oe 1 ð 
0 Ox" jw + Ox” uo + E Ox? erw) 
但 是 Ing 满足 Killing 条 件 13.1.4), MERRA 
= . a OF 
0 = 9,6 Det 


在 最 大 对 称 空间 里 ， 我 们 可 以 选 &* 在 任意 给 定点 上 取 任 意 
值 ,因此 
oF -~ (13.4.11) 


这 样 一 来 ， 二 阶 最 大 形式 不 变 的 张 量 必定 等 于 度 规 张 量 来 一 
个 常数 ， 
5. 具有 最 大 对 称 子 空间 的 空间 


在 许多 有 重大 物理 意义 的 情形 中 ， 整 个 空间 《或 空 -时 ) 
不 是 最 大 对 称 的 ,但 它 可 分 解 为 许多 最 大 对 称 子 空 间 ， 例 如 ， 
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一 个 球 对 称 三 维 空间 可 以 分 解 为 一 族 中 心 在 原点 的 球面 ， 其 
中 的 每 一 个 均 由 形 如 《13,3.28) 的 度 规 来 刻 划 ， 在 第 十 四 章 
里 将 讨论 这 祥 的 空 -时 ,其 度 规 在 时 间 为 常数 的 每 一 "平面 上 
是 球 对 称 而 且 均匀 的 ， 

我 们 将 看 到 ， 最 大 对 称 子 空间 族 的 存在 给 整个 空间 的 度 
规 以 很 强 的 约束 。 为 了 叙述 与 证 明 这 个 结果 , 让 我 们 先 取 一 
适当 坐标 系 ， 如 果 整 个 空间 是 NN 维 , 它 的 最 大 对 称 子 空间 是 
M 维 , 则 我 们 可 以 用 (N 一 M) 个 坐标 记号 o 来 区 分 这 些 子 
空间 ,而 用 MM 个 坐标 w 标记 每 个 子 空间 中 的 点 ，、 表 13.1 举 出 
了 一 些 例子 . 


#131 具有 最 大 对 称 子 空间 的 空间 的 例子 


例子 ”坐标 zx 坐标 
球 对 称 空间 r 8,0 
球 对 称 空 -时 rt 8,9 
球 对 称 均匀 空 -时 t + 0,9 


我 们 说 ，” 为 常数 的 子 空间 是 最 大 对 称 的 , .如 果 整 个 空 


间 的 度 规 对 无 限 小 变换 群 
u —> u’ = ai + eë'(u, v) (13.5.1) 
vi yt = 94 (13.5.2) 


( 式 中 5 为 MCM + 1)/2 个 独立 Killing 矢量 ) 是 不 变 的 。 这 
些 变换 是 一 般 形式 (13.1.3) 中 v* 不 变 的 特殊 情形 , 故 

E(u, v) = 0 (13.5.3) 
注意 ,这 些 变换 虽然 只 作用 在 * 坐标 上 , 但 是 没有 理由 要 求 变 
换 规 则 不 依赖 于 参量 v lo 标记 受到 变换 的 特定 子 空间 ). 还 
有 .我 们 的 命题 中 说 存在 MCM + 1)/2 个 “独立 ”Killing & 
量 ,必须 理解 为 存在 MM 十 1)/2 个 Killing 矢量 ,它们 不 服 
从 系数 与 o 无 关 的 任何 线性 关系 式 。 
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决定 这 类 空间 结构 的 一 般 性 结果 包含 在 以 下 定理 中 ， 总 

可 以 这 样 选择 u 坐标 ,使 整个 空间 的 度 规 取 如 下 形式 
—dr? = 9,,dr"dx” = 9,,(v)dv*dv’ + fCv)§;Ca)duidui 
(13.5.4) 

式 中 9Co) 5 Ko) 仅 是 ”坐标 的 函数 ,而 有 ia) WAL u 坐标 
的 函数 , 它 本 身 是 好 维 最 大 对 称 空间 的 度 规 。( 求 和 约定 要 求 
a,b: BN 一 M 个 v ERR, i ja 1 遍历 M 个 x 坐 
标 .) 

作为 证 明 的 开始 ,我 们 先 定 下 (13.5.1) 是 整个 度 规 9,,(x) 
的 等 度量 变换 的 条 件 。 这 里 用 原来 的 形式 (13.1.4) 而 不 用 简 
洁 的 协 变形 式 〈13.1.5) 来 表达 这 个 条 件 更 为 方便 些 ， 在 
(13.1.4) 中 的 指标 u, v, 0+ :现在 遍历 N 一 M 个 坐标 vw 及 
MAER a’, 故 (13.1.4) 现在 分 为 三 个 方程 组 : 

对 p =i, o= j, 我 们 有 

0 一 Bile) 2L gyu, v) + Sua e) 2 gulu, v) 


+ Eu, v) Phas 2). (13.5.5) 


te= i, o= a, RIVE 
o= OE) ona, v) 十 mee TE Ilu, v) 
u v4 


+ Eu, r) Paa 2) (13.46) 


tT o =a, c= b, 我 们 有 
0 一 OECD oglu, v) + OEE anu, v) 
v v 


+ Eu, v) Pout, 2) (13.5.7) 


第 一 个 方程 组 只 告诉 我 们 , 对 于 每 一 组 固定 的 v*, 9,4, 
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v) 必 是 一 个 M 维 空间 的 度 规 ,其 坐标 是 wi, 而 且 人 允许 有 Killing 
REE, 我们 这 里 假设 存在 MM 十 1)72 个 独立 Killing R 
量 ， 故 这 就 意味 着 对 每 一 组 固定 的 0°, FEM 9;;(w, v) EA 
是 一 个 最 大 对 称 度 规 ， 根 据 13.1 节 的 论证 还 可 得 出 , 在 任 一 
给 定点 w, 我 们 能 找到 Killing 矢量 E(u, v), 使 得 EMC, v) 
和 Erir (uo, v) 除 满足 要 求 54;1 = 一 $44 外 取 任 意 值 。 因此 ， 
BEM 9X4, 对 每 个 " 来 说 既是 x 均匀 的 又 是 点 点 各 向 同性 
的 . - 
另外 两 组 方程 包括 了 有 关 其 它 元 素 gw 与 .gu 的 信息 ， 也 
说 明了 Killing 矢量 的 ” GRE, 〈 这 种 ”依赖 性 不 是 完全 任 
意 的 。 比 方 说 ,我 们 重新 定义 « 坐标 ,总 能 使 得 度 规 9 人 zs v) 
有 与 + 无 关 的 Kiling 矢量 号 (w]， 这 是 对 的 。 但 是 整个 空间 
的 Killing RE E Cu, v) —Bod E Cu) 的 线性 组 合 ， 而 线性 
组 合 的 系数 可 能 与 坐标 有 关 .) 为 了 把 包含 在 (13.5.6) 与 
《13.5.77 中 的 不 同 信息 解 开 , 最 好 是 选择 最 大 对 称 子 空间 的 一 
组 新 的 坐标 u Cu, v) 使 得 gx 为 零 . 暂且 假设 我 们 能 找到 一 


组 函数 Ut(v; ww), 它 满足 微分 方程 
9y(U,0) EÈ = 90,0) (13.5.8) 
及 如 下 初始 条 件 : 在 某 点 vr 有 
URC uo; up) = tok (13.5.9) 
于 是 新 坐标 u” 及 v" 定义 为 
w= Ui(y’': a’) (13.5.10) 
p=" (13.5.11) 
在 这 个 坐标 系 中 , 度 规 是 
gC’, v= oe oe Onn, v) + aT De olu, v) | 
_ Ulv, u) [OUt(v ;uw ) ， , 
= ost ite a v ) 十 guCU, v J} 
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因此 由 《13.5.8) 便 得 到 
9 一 0 (13.5.12) 
这 样 一 来 ， 只 要 我 们 能 找到 微分 方程 (13.5.8) 带 任意 初始 条 
件 (13.5.9) 的 解 ,就 可 以 构造 w 坐标 使 得 Ia = 0. 
我 们 可 以 把 (13.5.8) 改写 为 它 的 等 价 形式 


OU* pr(CU, v) (13.5.13) 
Ov"? 
式 中 
| FLU, v) GU, 0)9,(U, v) . (13.5.14) 
it g” E g, 的 道 矩 阵 , 即 


; Jig = Ox . (13.5.15) 
(CHERI P 是 9;; UREN i CR. BAF gu 的 
逆 和 矩阵 o” THAN ii UHR 9.) 如 果 v 坐标 只 有 一 个 , 如 同 我 们 
在 字 宙 论 庄 章 中 要 讨论 的 那样 ,(13.5.13) 显然 对 任意 初始 条 
件 都 有 解 ， 在 一 般 情况 下 , 要 证 明 (13.5.13) 是 可 积 的 , 还 得 
做 些 工作 。 我 们 的 方法 与 13.2 节 中 的 相似 ;我 们 试 着 在 wm 的 
邻 域 里 用 v 一 v AUER 

Ut = 5 二 Chirag 一 vo) Cu — vo)» (13.5.16) 


n=Q 3 


来 解 方程 (13.5.13)。 初 始 条 件 (13.5.9) BRAILLE, 只 要 
我 们 多 = 0 次 项 的 系数 为 
ck = uf 
同时 ,方程 3.5.13) 准确 到 o 一 v 的 零 级 成 立 , 只 要 我 们 选 
c$, = Fm, vo) 
然后 按 数学 归纳 法 进行 . 假设 我 们 能 选择 《13.5.16) 中 的 项 
直到 (v 一 vo)" 级 ,而 使 (13.5.13) 准确 到 Co 一 vo) 级 被 满 
” 足 。 然后 我 们 可 用 这 些 项 去 计算 Ft Cu, v) 的 Ce — v0)" 级 
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项 .让 我 们 把 这 一 项 写 为 
[ F4, (U Cv; u), 0) Tam = 1 Pada? 一 vy) “ Cy 一 vy >a 


如 果 我 们 把 乙 中 的 十 工 级 项 选 为 


LU*Cv; uo) Mt = 


gapi eet — n) (w 


— ni Cy 一 2) 
只 要 了 对 所 有 下 标 都 是 对 称 的 ,那么 (13.5.16) 就 满足 (13.5.13) 
Fj O 一 vo)" 级 ， 因 为 人 .os 显然 可 以 选 得 对 2 指标 对 称 ， 
故 现在 要 求 它 对 < 与 任意 ”也 对 称 就 够 了 ,或 者 等 价 地 要 求 


[2 FUC; m) v)] 


(mr 一 1) 敏 
应 当 对 a 与 5 对 称 . 但 已 假设 忌 满足 (13.5.13) Bl Cv 一 v) 
级 ,所 以 如 果 

[Sed 22 Fu, v) 十 aril v) 


| 
是 对 a 与 b 对 称 的 ， 这 个 条 件 就 满足 ，。 因此 我 们 得 出 结论 ， 
(13.5.13) 可 积 的 条 件 是 

2 v) F', (u, v) 一 or v) 


— OFts(u, v) piu, v) — OFC) (13.517， 
Ou! Ov 


对 一 切 #4,v HRM. 
为 了 证 明 (13.5.17) 确实 成 立 , 我 们 回 到 Killing 矢量 条 
件 〈13.5.6)。 乘 以 F, RATA 


l m ` 
OF = — gi OF" — gitge Iia 
82 au! But 


e #61 ¢ 


Fe (13.5.5) A ggi” ,得 


Oe” Og _ mmmn OF): ag 
git + gim 一 >_ RGilgim ii = ER 
Oui aut -5 Ouk Out 
所 以 
OF _ gim OFF gin sim OF 
= gim 一 > Oma — , 9 Oma kgim ma. 
ae" Oui 5 Out S Out 
考虑 到 (13.5.14), 我 们 可 以 把 上 式 写 为 
og 6g! OF', 
= Fi, Roe 13.5.18 
Ov? * Oui 7s Ouk . C ) 
现在 对 of RAB, 得 
PE 一 pi 2 (BE) + OP oe 
8v'Ov" Oui \Ov? Ov? Oui 
_ OE OF, ny OF 
ðv? Auk Ov?Out 


或 者 , 在 右边 用 (13.5.18), 得 
E L pipi, ZE p pi oF’s 08 


Ov’Ov* T O? Buðu’ Bui Owi 
— Fi, OF OF L pi, OF, Ek + OFi, O’ 
Ouk Oui AukOut KOui ôv? Bui 


, OF!, OE | OF, 
一 F' 和 OF i 
” Out Oui Oui oat Out Ovt Auk 
但 上 式 一 定 是 对 4 与 5 对称 的 , 故 


o= {i OF’, pi, OF’, OF, 一 92 og! 


* Oui > aut ðv? Oui 
. OF! ; OF', , OF', OF! 
+f- r DE + pi, + cfs 
. Ou*Oui Ë Butai Ouk Oui 


i I 
ƏF; OF', OIF | OF ) et (13.5.19) 


Out Oui . OviOu* = Av*Ouk 
我 们 已 经 说 过 , 存在 MCM + 1)/2 个 独立 Kiling 矢量 的 假 
设 人 允许 我 们 在 任 一 给 定点 上 找到 Kiling 矢量 使 得 5* 为 零 及 
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Enj 一 9 O8'/Oul 为 任 一 反对 称 矩 阵 ， 特 别 是 ,在 任 一 给 定点 
我 们 能 选 81, 使 : 
Eri = Iyi or = Symbian 一 Sgndim 
FA, R (13.4.19) 以 Iy, Q k = n A mm 我们 得 到 
pi ÔR”, | py OFM _ OF", OF™, 
Ou! Ou! Ov" Ov? 
这 就 是 我 们 希望 得 到 的 《13.5.17)，(13.5.19) He 的 系数 也 
必 为 零 ,但 这 里 我 们 并 不 需要 这 个 信息 . 
现在 回 到 我 们 证 明 的 主线 上 来 ， 既然 已 经 证 明了 
《13.5.17), 我 们 知道 了 (13.5.13) 是 可 积 的 , 故我 们 可 以 构造 
由 (13.5.10) 与 (13.5.11) 定义 的 坐标 wi 5 oo PERM ES 
9 为 零 。 做 到 这 点 后 ,把 撒 号 取消 , 即 


9,,=0 、 (13.5.20) 
现在 Killing 矢量 的 条 件 (13.5.6) 5 (13.5.7) BH 
o= a gn (13521) 
ag, aay 
0 = Ek we | (13.5.22) 
因为 9 是 非 异 的 ， 从 (13.5.21) 得 出 
OFF 一 0 (13.5.23) 
Ov? 


此 外 ,我 们 已 经 知道 , 在 每 一 点 我 们 可 以 找到 Killing 矢量 使 
得 成 取 任 意 值 , 故 (13.5.22) 中 站 的 系数 必 为 零 . f 


09,, 
-一 全 一 0 13.5.24 
Out ‘ ) 


剩 下 要 做 的 事情 是 证 明 Cu, o) 除了 一 个 可 能 的 因子 
fv) 外 是 与 v 无 关 的 。 我 们 利用 如 下 事实 : 对 任 一 固定 的 
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to, 存在 ICu, vo) 的 MCM + 1)/2 个 独立 的 Killing RE. 
根据 (13.5.23), 它 们 也 是 ICu, v) GHEH e) 的 Killing K 
量 。 于 是 这 些 Killing 矢量 Cu) 中 每 一 个 都 将 在 "一 加 以 
及 一 般 的 v 满足 方程 C13.5.5): 
= Qs ote) = 94; (u, 


+ E(u) Ogi(4, vo) 
Ouk 


v) + en Oyu, v0) 


0 一 ae Me Iy Ca, v) + PEG 9u (u, v) 
+ Cu) Oak 4) 


我 们 可 以 这 样 来 解释 这 两 组 方程 , 即 它们 说 明 9:4, v) 是 度 
MA Ilu, v0) 的 最 大 对 称 空间 的 最 大 形式 不 变 张 量 [在 方程 
(13.4.3) 的 意义 上 看 ]。 于 是 , 根据 (13.4.10) 及 (13.4.11) 得 
知 张 量 9, Cu, v) 正比 于 度 规 ICu, yo)， 而 比例 系数 与 x 无 
A: 
9; Cu, v) = fCv, vo)9iCu, v) 
wo 值 可 由 我 们 随意 来 定 , 故 可 以 去 掉 字 母 vo 将 上 式 写 为 
9;(u, v) = fo) Cu) (13.5.25) 
式 中 
Ke) = flo, vo), Gu) = 9;(u, vo) (13.5.26) 
(13.5.20), (13.5.24) 及 (13.5.25) 合 在 一 起 告诉 我 们 , 度 规 确 
实 取 (13.5.4) 给 出 的 形式 ,而 (13.5.26) 及 (13.5.5)《 令 v = w) 
告诉 我 们 5;;(w) BRAN MES, FAERIE, 
. ”这 个 定理 也 可 以 在 看 起 来 弱 一 点 的 假设 下 来 证 明 。 这 个 
假设 是 整个 空间 能 分 解 为 一 些 点 点 各 向 同性 的 子 空 间 ， 也 就 
是 说 在 任 一 点 (wz) 我 们 能 找到 整个 空间 的 Killing 矢量 ,使 
BE = 0,8 (ws) E E NSH Eni ARBOR RAE, 
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特别 是 ， 我 们 能 找到 M (M 一 1)/2 个 Killing 矢量 Em, 
v; u) 具有 性 质 S 
ECU, v3 uo) = 0 
EMC, 05 w) = Eu, v; i) 
mi Etim) OEM Cn, v5 wo) 
Cros 05 m) = Ial, 0) (PE Cka 85. w) 
= 8; 18, ms. 78; 
然后 我 们 可 定义 


(4, 05 ms) = 38 


=O eH Cu, v3 m) 
0 四 


13.1 节 中 的 论证 说 明 它们 是 整个 空间 的 Killing 矢量 , 而 且 
ED (Cu, v3 w) = 0 


以 及 


BO Cu, v3 uo) 一 -二 D F(a, v) 


s + 1)/2 个 独立 Killing 矢量 gem 及 EMP 的 存在 表明 ， 

空间 确实 共有 最 大 对 称 子 空间 。 : 

在 有 实际 重要 性 的 全 部 情形 中 ， 最 大 对 称 于 空间 是 空 间 ， 
而 不 是 空 -时 , 故 子 矩阵 95 的 所 有 特征 值 是 正 的 . 在 这 种 情 
况 下 ,我 们 可 以 用 式 (13.3.23),(13.3.24) B} (13.3.25) 去 计算 
5,duidui, 于 是 由 (13,5.4) 得 出 

一 di = 9,,(v)dy%dv® + flv) T + Aa day 

ku 

. (13.5.27) 
A f(v) 是 正 的 ,以 及 


+1 当 最 大 对 称 子 空间 的 及 字 0 
f- 当 最 大 对 称 子 空间 的 K <0 (13.5.28) 

0 ， 当 最 大 对 称 子 空间 的 天 一 0 l 
[我 们 已 经 把 出 现在 (13,3.23) 与 (13.3,24) 中 的 曲率 常数 
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k= 


IK TRKE AZ Ke) 中 去 了 .] 现 在 让 我 们 用 这 些 公式 去 处 
理 列 人 表 13.1 的 那些 特殊 情形 ;: 

CA) 球 对 称 空间 .假设 整个 空间 的 维 数 是 和 N = 3, HE 
规 的 所 有 特征 值 都 是 正 的 ， 而 且 它 有 最 大 对 称 的 二 维 正 曲 率 
TZE. TE, r 坐标 只 有 一 个 、 我 们 叫 它 +,w 坐标 有 2 个 ， 
我 们 用 O, p 表示 它们 ,定义 是 


u’ = sinOcosp w = sin Osin op (13.5.29) 


TEH k =1 时 由 式 (13.5.27) 得 
d? = 9Cr)dr? + fCr){d@ + sin? Ody} (13.5.30) 
RA f(r) 与 9(7) 为 > 的 正 函数 
CB) 球 对 称 空 -时 ， 假设 整个 空 - 时 的 维 数 是 N 一 4, 其 
度 规 的 特征 值 三 正 一 负 ， ve hen th SH], BEAL 
有 正 特征 值 与 正 曲率 .于 是 v 坐标 有 2 个 ， 我 们 称 它 们 为 > 
j z, u 坐标 2 TACS ORTTIRA 0 与 9 , 则 
k= 1 的 度 规 (13.5.27) 得 出 
一 dz = gu(r, dP + 29,Cr, t)drdt + 9,7, t)dr? 
+ Cr, {de + sin? 0dq’} (13.5.31) 
AH f(r, #) IER, 9Cr, 1) 是 特征 值 一 正 一 负 的 2 x 2 
ZERE. | 
(C) 球 对 称 均匀 空 -时 . 假设 整个 空 -时 的 维 数 是 N=, 
其 度 规 的 特征 值 三 正 一 负 , 它 有 最 大 对 称 的 三 维 子 空间 ， 子 
度 规 的 特征 值 是 正 的 而 曲率 是 任意 的 .于 是 有 一 个 ov 坐标 和 
三 个 = 坐标 ,由 《13.5.27) 得 
—dr = 9(v)dv? + fv) faw + te aayy 


AH O) 是 正 函数 , o) 是 "的 负 函 数 。 我 们 用 
| (—g9(v)) dv =} 
w= rsin B cosp 
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NI 


w? = r sinb sing 
w = recos 


来 定义 新 坐标 :, +, 6, p 是 非常 方便 的 ， 于 是 我 们 有 
d= d? — Rt) { 


i “a 十 rde + 7? sin? oa 
(13.5.32) 
式 中 RG) = VFO). 
前 两 个 例子 告诉 我 们 , 通过 空间 或 空 - 时 的 定性 描述 : 它 
HARM BEES HRD EAS RF SAMBA BE, 如 
何 能 抓 住 球 对 称 性 的 本 质 ， 度 规 (13.5.30) 及 (13.5.31) 正 是 
我 们 根据 更 为 基本 的 理由 所 预期 的 ; AO, (135.31) 曾 是 我 
们 在 11.7 节 中 的 出 发 点 ; . 
男 一 方面 ， 我 们 的 第 三 个 例子 导出 的 结果 却 不 是 可 以 容 
易 预 见 的 ， 诚然 ， 式 《〈13.5.327) BE 11.9 节 申 作为 密度 均匀 
的 无 压 球 对 称 场 缩 星 体内 部 的 度 规 而 导出 过 。 在 本 章 中 我 们 
学 到 的 漂亮 的 新 结果 是 ， TEMANI OR RTE 
假设 就 能 导出 ， 而 无 需 使 用 Finstein 场 方程 . | 
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第 五 篇 FH 


第 十 四 章 FH 学 


”近代 科学 是 从 发 现 地 球 并 不 处 在 宇宙 的 中 心 开始 的 。 人 
类 非 中 心 论 已 融 汇 到 科学 精神 里 ,现在 谁 也 不 会 郑重 地 提出 ， 
或 者 地 球 , 或 者 太阳 系 , 或 者 银河 系 , 或 者 我 们 的 本 星系 团 在 
字 宙 中 占有 特别 优越 的 位 置 .然而 ,我 们 的 直觉 倒是 恰好 与 此 
相反 .近代 宇宙 论 大 部 分 是 建立 在 字 宣 学 原理 的 基础 上 , 即 候 
设 字 宙 中 所 有 的 位 置 本 质 上 是 等 价 的 ,当然 ,宇宙 的 均匀 性 必 
须 像 气体 的 均匀 性 同样 理解 : 它 不 适用 于 字 宙 的 细节 ,而 只 适 
用 于 对 直径 为 10: 到 10 光 年 的 区 域 平均 后 得 到 的 “ 抹 匀 的 ” 
宇宙 ,这 些 区 域 大 到 足以 包括 许多 星系 团 。 此 外 , 字 宙 在 我 们 
周围 显得 是 球 对 称 的 ,因而 宇宙 学 原理 也 包括 了 这 样 的 假设 ， 
即 “ 抹 匀 ”的 字 宙 在 每 一 点 都 是 各 向 同性 的 ， . 

”还 留 下 一 个 问题 ， 即 字 宙 是 仅仅 在 其 历史 的 某 个 短暂 阶 
有 段 是 球 对 称 和 均匀 的 还 是 在 所 有 时 人 间 都 是 如 此 的 ， 在 15.11 
节 里 要 讨论 二 种 有 趣 的 建议 、 即 认为 宇宙 在 某 个 致密 的 早期 
阶段 党 是 高 度 非 各 向 同性 的 ， 但 是 后 来 通过 中 微 子 粘 河 和 其 
它 耗 获 效 应 的 作用 ,这 种 非 各 向 同性 被 大 大 抹 平 了 ， 然 而 , 即 
使 在 这 样 的 理论 中 。 对 于 可 以 直接 为 天 文 观测 所 触及 的 那 部 
分 历史 而 言 ,宇宙 还 是 高 度 各 向 同性 和 均匀 的 . 
本 章 将 完全 根据 宇宙 学 原理 以 及 广义 相对 论 中 直接 从 等 
效 原理 推出 的 部 分 (这 包括 第 二 到 第 六 章 和 第 十 三 章 )， 来 略 
述 并 应 用 一 种 描写 字 宙 的 数学 框架 .我 将 首先 证 明 ,宇宙 学 原 
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理 允 许 我 们 用 “半径 ”R(z) 和 可 取 三 种 数值 的 常数 下 来 完 克 
确定 宇宙 的 度 规 [ 见 式 (13.5.32)], 然后 我 们 再 看 看 怎样 才能 
把 天 文 观测 结果 解释 为 RG) ARE. 

这 种 在 三 十 年 代 由 H. P. Robertson"! 和 A. G. Walker!” 
开创 的 传统 的 运动 学 方法 是 不 完备 的 ， 它 没有 演绎 地 预言 沙 
数 R(o 的 形式 ， 为 了 计算 RCz) ,我们 需要 对 宇宙 的 物质 内 容 
作 某 种 假设 ,然后 作为 Einstein 场 方 程 的 一 个 解 推 出 Robert- 
son-Walker 度 规 ,就 像 A. Friedmann”) 在 1922 年 首先 所 做 
的 那样 . 我 们 对 于 宇宙 物质 内 容 的 讨论 以 及 场 方程 的 使 用 ， 
将 推迟 到 下 一 章 关 于 字 宙 论 中 论述 . . 

为 什么 要 在 字 窗 学 和 字 窗 论 之 间作 出 这 种 区 别 呢 ? 理由 
,很 简单 、 就 是 我 们 还 不 知道 字 宙 在 其 全 部 历史 中 的 物质 和 辐 
射 的 物 态 方程 ,即便 知道 了 ,我 们 也 不 能 肯定 Einstein 方程 在 
字 宙 学 的 时 间 和 空间 范围 内 是 否 确 实 成 立 ? 场 方程 或 物 态 方 
程 的 修改 , 诸如 引进 Brans-Dicke 场 . 字 宙 论 常数 或 大 量 的 中 
微 子 或 引力 子 ,将 会 影响 函数 RE), 并 使 最 简单 的 Friedmann 
解 失效 ， RHA RATE ARE SRE ERI 
出 任何 改变 。 

宇宙 根本 就 不 是 均匀 和 各 向 同性 的 可 能 性 依然 存在 ， 它 
也 许 是 均匀 但 不 是 各 向 同 柱 的 ,如 同 在 K. Godel 模型 中 那 
样 。 然而 , 第 十 五 章 讨论 的 字 宙 微波 辐射 显得 是 高 度 各 向 同 
性 的 , 《如 上 一 章 所 表明 ,没有 均匀 性 , 宇宙 不 可 能 在 每 一 点 
都 是 各 向 同性 的 .) 一 个 更 极端 的 见解 是 ， 根 本 就 没有 “ 抹 勾 
六 "宇宙 ,而 只 有 星系 团 \ 二 级 团 ,三 级 团 ; 如 此 等 等 , 就 如 C: 
V. I. Charlier’? 于 1908 年 提出 的 阶层 模型 那样 ，G- de Vav- 
couleurs’? 提供 了 这 种 超 集团 化 的 经 验 论 据 ， 但 F. Zwicky”, 
G. O. Abell! 和 J. H. Oort SAW LAER MERET 
星系 图 或 顶 多 到 二 级 团 ， 没 有 表现 出 更 大 尺度 不 均匀 竹 的 迹 
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象 . l 
AY RIARRESS HER SOMES RET 
它 肯定 是 正确 的 ， 而 勿 宁 说 是 它 允 许 我 们 使 用 观测 天 文学 提 
供给 字 宙 论 的 极为 有 限 的 资料 ， 如 果 我 们 像 在 非 各 向 同性 或 
者 阶层 模型 中 那样 采取 其 它 较 盟 的 假设 ， 那 么 度 规 就 会 包含 
过 多 的 未 知 函 数 (无 论 我 们 是 否 用 场 方程 ), 而 为 了 决定 度 规 ， 
这 些 资料 就 太 不 充分 了 。 另 一 方面 , 采取 本 章 中 所 描述 的 比 
较 限定 的 数学 框架 ， 我 们 便 有 现实 的 机 会 把 理论 同 观测 进行 
对 比 。 如 果 这 种 框架 同 观测 资料 不 符合 ,我 们 就 能 得 出 结论 ， 
或 者 宇宙 学 原理 , 或 者 等 效 原理 是 错误 的 。 理 没有 比 这 更 有 
意义 的 事情 了 . 


1. 字 宙 学 原理 - 


+P RARE RES HES LY OME le. 
在 应 用 这 个 原理 之前， 我 们 必须 用 精确 的 数学 语言 来 陈述 我 
们 关于 均匀 和 各 向 同性 的 直观 概念 . 

首先 ， 让 我 们 注意 地 球 上 的 字 宙 学 者 可 能 使 用 的 一 种 特 
定 的 空 -时 坐标 系 ， 空 间 坐标 x! 可 以 这 样 来 构造 : 以 银河 系 
的 中 心 作为 原点 * = 0; 以 从 银河 系 到 某 些 典型 的 遥远 星系 
的 视线 作为 坐标 轴 ; 以 自 银河 系 看 到 的 遇 远 星系 或 其 它 适当 
天 体 的 视 见 度 来 确定 距离 的 比例 。 为 了 定义 时 间 坐 标 , 使 用 
演化 着 的 宇宙 本 身 作 钟 是 方便 的 ， 人 们 认为 有 几 个 宇宙 标量 
场 , 例 如 固有 能 量 密度 o; 或 者 黑体 辐射 温度 7( 见 第 十 五 章 ) 
是 处 处 单调 减 小 的 , 任 选 其 中 之 一 , 比如 说 标量 S, SEE 
件 的 时 间 坐 标 为 该 事件 发 生 的 当时 当地 所 选 标量 的 任何 确定 
PULA RE CS). 《在 14.8 节 中 , 当 我 们 考虑 稳 便 态 字 宙 时 ,还 
得 再 谈 如 何 定义 时 间 的 问题 .) 这 样 定义 的 坐标 工 ，* 称 为 字 
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PARA, 
宇宙 学 原理 可 以 表述 为 关于 存在 等 效 坐 标 系 的 说 法 ， 假 
设 我 们 用 宇宙 标准 坐标 系 来 进行 天 文 观测 。 把 度 规 张 量 9。，， 
能 量 - 动 量 张 量 To 和 所 有 其 它 字 宙 场 定 为 宇宙 标准 坐标 x 
的 函数 。 另 一 组 空 -有 时 坐标 x“ 可 以 认为 等 效 于 字 宙 标准 坐 
标 ,如 果 宇 密 的 整个 历史 在 x* 坐标 系 里 显得 和 在 宇宙 标准 坐 
标 系 里 一 样 。 这 就 要 求 ,每 一 个 字 宙 场 9,,Cx )，7/(*x”) 等 等 
作为 ** 的 函数 必须 与 相应 的 场 gu(*)，7Tw(z) 等 等 作为 标 
准 坐 标 x* 的 函数 相同 。 也 就 是 说 ,在 任何 华 标 点 y*, 必 有 
uv) 一 Sily) (14.1.1) 
. Tly) = Thl) 等 等 . (14.1.2) 
用 上 一 章 的 语言 ,方程 (14.1.1) EB, SPREE rr HF 
”度量 变 摘 ,《14.1.2) RI, To 等 等 在 这 个 变换 下 必 是 形式 不 
ZH. . 
特别 是 , 方程 (14.1.2) 对 于 用 来 定义 我 们 的 字 宙 标准 时 
闻 * 的 标量 8 也 应 当成 立 ， 因为 8 按 定义 只 是 : 的 函数 , 并 
且 是 一 个 标量 , 令 y 一, 方程 (14.1.2) 对 于 3 就 是 
l SCE) = $x) SC) = SC) 
因此 
t =ł (14.1.3) 
所 有 等 效 于 字 宙 标准 坐标 系 的 坐标 系 必须 使 用 字 宙 标准 时 ， 
空间 各 向 同性 的 假设 现在 可 陈述 为 如 下 要 求 ， 即 存在 一 
族 依赖 于 三 个 独立 参量 9', O, 6 的 坐标 系 *“(x; 6) ,它们 都 
等 效 于 宇宙 标准 坐标 , 并且 有 相同 的 原点 , 即 
| £0, #5 0) = 0 (14.1.4) 
我 们 可 以 把 这 三 个 参量 6" 直观 地 想像 为 确定 x” 坐标 轴 相 对 
于 x’ 坐标 轴 取 向 的 Euler 角 ,但 不 一 定 非 要 这 样 规 定 ; 重要 的 
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事情 是 有 3 个 独立 参量 . 《在 表述 这 个 假设 时 ,我 们 已 财 中 假 
定 ， 字 宙 在 其 中 显得 各 向 同性 的 特殊 Lorentz 系 恰好 同 我 们 
的 银河 系 大 致 重合 .) 

表述 均匀 性 这 个 假设 要 麻烦 一 些 . 显然， 均匀 性 并 不 是 
意味 着 任何 天 体 和 都 可 以 选 作为 与 我 们 的 字 宙 标准 坐标 等 效 的 
坐标 系 的 原点 《以 半 光 速 离开 银河 系 的 观察 者 看 到 的 字 宙 和 
我 们 所 看 到 的 毕竟 不 同 !) 我 们 最 多 可 以 指望 ,处 在 某 条 “基本 
轨道 ”xi = Xi(z) 上 的 每 一 空 ~ 时 点 x*, 可 以 作为 等 效 于 宇宙 
标准 系 的 坐标 系 ** 的 原点 , 《这 同 在 某 些 字 宙 论 陈述 中 使 用 

的 叫做 Weyl 原理 的 假定 密切 相关 . ) 银河 系 看 来 是 一 个 相当 
普通 的 星系 ,相对 于 它 最 近 的 一 些 星系 多 少 是 静止 的 ,因而 我 
们 能 够 预期 基本 轨道 XO 可 以 很 好 地 由 宇宙 星系 气 中 典型 
成 员 的 运动 来 决定 , 但 这 决 不 是 均匀 性 假设 的 主要 部 分 。 重 
要 点 在 于 : 因为 XG) 在 任何 时 刻 * 充满 全 空间 ,它们 由 3 个 
独立 参量 za 决定 ,这 些 参 量 可 取 ( 比 方 说 ) Xi(z) 在 某 个 特定 时 
Ae = TW = XK《7T)，。 这样 一 来 ,均匀 性 就 意味 着 存在 
一 组 三 参量 坐标 系 r(x; a)， 它 们 等 效 于 宇宙 标准 坐标 x*， 
并 且 原 点 在 轨道 = Xi; a) E W 

LICK; a), tza) =0 (14.1.5) 

更 精确 地 说 , XC; ay 是 这 样 一 些 特别 的 观察 者 的 轨道 , 在 他 
们 看 来 ,宇宙 是 各 向 同性 的 . 

”总 之 ， 我 们 看 到 , 字 宙 学 原理 决定 了 两 个 独立 的 3 参量 从 
_ 标 变换 族 * >r, * 一 2 的 存在 ,它们 在 方程 (14.1.1) 的 意义 
上 是 等 度量 变换 , 并 按 方程 (14.1.3) 保持 时 间 坐 标 不 变 ， 
而 字 宙 满足 13.5 节 中 对 具有 三 维 最 大 对 称 子 空间 :一 恒 量 
的 四 维 空间 所 提出 的 要 求 . 

为 了 具体 看 清 这 一 点 ， 我 们 可 以 令 和 ai 趋 近 于 零 ,来 
研究 无 穷 小 变换 的 情况 。 这 样 一 来 ;就 有 6 个 “Killing 矢量 ” 
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EG REG), 其 定义 为 


i. — Ox" Cx; 6) 
EC) = — pgi 一 一 ao 


= E(x) = 0 (14.1.7) | 


只 需要 证 明 这 6 个 天 量 是 天 了 的 下 和 了 假定 它们 满足 线性 
关系 


EC) =0 . (14.1.6) 


E(x) = Ox" a; a) 


> HOE) + AOR) =0 (14.1.8) 


在 原点 上 ,由 式 (14.1.4) 和 (14.1.5) 得 mos 
5 (0,2) = 0 (14.1.9) 


Eo, 2) = — fX Ga) (1410) 
Bai a=) 


故 在 x 一 0 时 , 5h 14.1.8) 变 为 
= OX'Ct, a) — 
> ° o( ‘Oai ), 0 
因为 好 是 独立 参量 , 这 就 要 求 
fC) =0 (14.1.11) 
回 到 (14.1.8) 和 《14.1.6), 我 们 就 有 


Ho (2) =o 


因为 6 也 是 独立 参量 , 这 就 要 求 
ci(z) = 0 (14.1.12): 

于 是 存在 6 个 独立 的 Kiling 矢量 ,并 且 所 一 0, 在 三 维 情形 
下 , 这 就 是 最 天 可 能 的 数目 了 ,( 见 13.1 45), 

总 之 ,宇宙 学 原理 可 用 第 十 三 章 的 语言 表述 如 下 : 

0) 字 宙 标准 时 为 恒 量 的 超 曲面 是 整个 空 -时 的 最 大 对 
称 子 空间 . 

Gi) 不 仅 度 规 ge， 而 且 所 有 像 Fu 这样 的 宇宙 学 张 量 ， 
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对 于 这 些 子 空间 的 等 度量 变换 都 是 形式 不 变 的 . 
2. Robertson-Walker 度 规 


在 上 节 中 表述 的 宇宙 学 原理 , 允许 我 们 应 用 13.5 市 中 对 
具有 最 大 对 称 子 空间 的 空间 得 到 的 结果 .， 我 们 立即 看 到 , 一 
定 可 以 选择 坐标 r, 0, p, 上 使 得 度 规 取 《13.5.32) 表 出 的 形 
式 : 


dv? = dè — R (Ù 6 


dr? 240? 2 ain? 2 
Rt "0 tr sin Odo 
— Rr 


(14.2.1) 
AP R(z) 是 时 间 的 未 知 函 数 , 《是 一 常数 , 适当 选择 r 的 单 
位 ,可 使 它 取 值 十 1，0 或 一 1. 《这 种 坐标 不 一 定 和 上 节 中 引 
进 的 宇宙 标准 坐标 相同 , 尽管 度 规 〈《14.2.1) 中 的 上 是 宇宙 标 
准时 或 者 它 的 函数 , ) 度 规 (14.2.1) 在 宇宙 论 中 称 为 Robertson- 
Walker BH, 
考虑 上 不 变 的 三 维 空间 的 几何 性 质 是 有 趣 的 , 其 度 规 是 


= RPO 3 一 
g, 一 rr 3966 = r°R? (e) 
Iep = r? sin? OR? (e) (14.2.2) 


4 pers vio, AS, 与 (13.3.23) 一 (13.3.25) 比较 表明 ， 三 
维 标量 曲率 是 

3K(t) = kR Ct) (14.2.3) 
WFR = 一 1 或 和 一 0, 空间 是 无 限 的 ,而 对 《一 十 1 空间 是 
有 限 的 (尽管 无 界 )， HA (13.3.33 得 出 其 固有 局 长 是 

3L = xR (人 (14.2.4) 

WEA (13.3.29) 得 出 其 固有 体积 是 

-V = Zæ R? (e) (14.2.5) 


aP k= +1, 字 宙 空间 可 以 看 作 四 维 Euclid 空间 中 半径 为 
R(t) 的 球面 ( 见 13.3 4), 因而 RO 可 以 合理 地 称 为 “宇宙 
半径 ”> Sk = —1 AA = 0 不 可 能 作 这 样 的 解释 , 但 R O) 
仍然 交 定 空间 的 几何 标 度 , 因而 在 所 有 的 情形 下 ，R (5 者 称 
为 宇宙 标 度 因 子 。 

在 13.5 节 中 坐标 7, 0, p, 上 是 以 这 祥 的 方式 来 构造 的 : 
使 保持 四 维度 规 (14.2.1) 形式 不 变 的 坐标 变换 ,恰好 是 保持 
(14.2.2) 形式 不 变 的 纯 空间 变换 。 这 些 变 换 包 括 刚性 旋转 : 


z! = Rixi (1 一 1,2,3) (14.2.6) 
式 中 R 为 任意 正 交 矩阵 (照例 ， 
x = rsinĝcosp, x*=rsinOsing, 3 一 rcos0)， 


以 及 在 式 (13.3.17) 中 令 KC 了 不 倍 单 位 矩阵 得 到 的 “ 拟 平 
g”. 


x= x t a fA e — 1 = — aya (2a )} 
(14.2.7) 


式 中 a 为 任意 3 维 矢量 ， . 

变换 (14.2.7) 把 原点 变 到 点 a, 所 以 我 们 可 以 得 出 结论 : 
任何 固定 点 都 可 作为 同 (14.2.1) 中 的 坐标 系 等 效 的 坐标 系 的 
原点 。 换 句 话说, XG; a) =a 正 是 这 样 一 些 观察 者 的 “基本 
轨道 ” 在 他 们 看 来 , 宇宙 显得 和 我 们 看 到 的 相同 。 我 们 已 经 
在 上 节 中 说 过 , 基本 轨道 应 该 接近 “典型 "星系 的 路 线 ， 由 此 
可 以 推 沦 ， 在 典型 星系 具有 不 变 的 空间 坐标 + ,909, p 的 意义 
上 ,空间 坐标 ">, 9, p 构成 一 个 共 动 系统 ， 可 以 把 共 动 坐标 网 
想像 为 画 在 气球 表面 上 的 线 , 线 上 的 点 代表 上 典型 星系 ， 当 气 
IRIN, AT Ss, 但 线 也 同 它 们 一 起 运动 , 所 以 
每 个 点 保持 同样 的 坐标 . 

基本 轨道 x 一 恒 量 是 测 地 线 , 注意 到 这 一 点 是 很 重要 的 ， 

° 475° 


因为 由 (14.2.1) 可 知 
: 7 一 0 (14.2.8) 
所 以 ,星系 具有 不 变 的 +,0, q 的 论断 就 同 星系 在 自由 下 落 的 
假定 完全 自治 了 .还 要 注意 ，(14.2.1) 中 的 时 间 坐标 * 不 仅 
是 上 节 中 所 说 的 那 种 可 能 的 “ 字 宙 标准 ”时 间 ; 它 也 是 静止 于 
任何 典型 的 自由 下 落 星 系 内 的 钟 所 指示 的 原 时 。 因此 , 在 与 
11.8 节 中 引进 的 “Gauss 正则 ”坐标 完全 相同 的 意义 上 , *,: 是 
共 动 坐标 . 
把 宇宙 学 原理 应 用 于 描述 宇宙 物质 平均 状态 的 张 量 ， 诸 
如 能 量 -动量 张 量 7w 和 星系 流 Ji， 我 们 可 以 对 物质 在 Ro- 
bertson-Walker 字 宙 中 的 行为 获得 较 深刻 的 认识 。 《Jer 完全 
像 电流 (5.2.13) 那样 定义 ,但 求 和 是 遍历 星系 而 不 是 粒子 ,并 
以 因子 1 代替 。,.) 要 求 所 有 这 些 张 量 [ 在 13.4 节 的 讨论 或 式 
(14.12) 的 意义 上 ] 对 于 使 度 规 (14.2.1) 形式 不 变 的 坐标 变换 
[例如 (14.2.6) 和 (14.2.7)] 是 形式 不 变 的 。 这 些 “ 等 度量 变 
换 ” 是 纯 空 间 的 ， 因 而 它们 使 Tc 和 7* 像 三 维 空间 中 的 标量 
那样 变换 ,使 Je 和 T* 像 三 维 矢 量 那样 变换 ,使 7 像 三 维 张 
量 那样 变换 。 根 据 13.4 节 中 证 明 的 定理 , 这 就 要 求 
Jé = nt) /一 0 (14.2.9) 


以 及 .. . 
Tu=p0) Ty =0. Ty = ?95pG) (14.2.10) 
这 里 we,p, 和 PP 是 可 以 依赖 于 z 但 不 依赖 于 +, 0 或 9 的 未 知 
景 、 这 些 结果 可 以 更 简洁 地 写成 | 


Jot = nU! (14.2.11) 
. Tas = (0 + p)U U, + Gu (14.2.12) 
AH U, 为 四 维 速度 矢量 
UvU:=1 (14.2.13) 
Ui=0 . (14.2.14) 
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A (14.2.14) 表明 , 就 像 预期 的 那样 ,宇宙 里 的 物质 在 坐标 系 
r, 9, 中 平均 说 来 是 静止 的 . 此 外 :比较 (14.2.12) 与 (5.4.27 
表明 , 字 宙 的 能 量 -动量 张 量 必 取 和 理想 流体 同样 的 形式 。 

熟悉 由 守恒 定律 导出 的 关于 sl), oG) M eG) 的 微分 
方程 是 有 益 的 . 如 果 星 系 既 不 创 生 也 不 消灭 VW Jot 遵从 守 
恒 方程 (5.2.14): 


0 一 Sal 。 = gu 3 CAFD) = gui 3 (Ine) 
Ox" of 


(14.2.15) 
FEAL 14.2.1) 的 行列 式 等 于 一 9, 而 
9 = REG) r — kry sin? (14.2.16) 
因而 由 星系 数 守恒 得 出 关系 | 
nc ORO = 常数 (14.2.17) 


CES, n 是 单位 固有 体积 的 是 系数 , AMS ROKR 
Ki MR. 而 nR 是 单位 坐标 体积 的 星系 数 ， 因 而 在 共 动 坐 
标 系 中 保持 不 变 . ) 能 量 -动量 张 量 (14.2.12) 服从 守恒 方程 
(5;4.3): | ` 

0 = T”, = 2e ge gr? 2 tae + p)U4U"] 


+ Tp + pIUIU? (14.2.18) 

利用 (14.2.8) 和 C14.2.14)， 我 们 发 现 当 w= r, 0, p 时 这 个 
方程 显然 是 满足 的 ,而 当 4 一 :时 它 变 为 

RC) 一 L AROG +p) 1} (14.2.19) 


例如 , 若 字 宙 物质 的 压强 可 以 忽略 ， 则 由 (14.2.19) 可 得 类 似 

于 (14.2.17) 的 结果 : ` 
pE RG) = HR -.. (14.2.20) 

共 动 坐标 系 的 极 大 方便 不 应 使 我 们 忽视 如 下 事实 。 即 当 
R(t) 增加 或 减 小 时 典型 星系 实际 上 在 散 开 或 夸 拢 。 为 了 阅 
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阴 这 一 点 ,我 们 必须 考 呀 星系 之 间 的 距离 是 什么 意思 ,想像 在 
我 们 和 位 于 r, 0o p 的 遥远 星系 之 间 的 视线 上 有 一 申 典 型 
星系 紧 排 在 一 起 , 假定 在 同一 字 窜 时 刻 5 每 一 个 星系 内 的 观 
测 者 (比方 说 ) 通 过 测量 光 信号 的 传播 时 间 来 测定 到 下 -- 个 星 
系 的 距离 ，(〈 注 意 这 和 测量 单一 光 信号 从 > 二 0 到 + 一 ;的 
时 间 是 不 同 的 .》 把 所 有 这 些 部 分 距离 加 起 来 就 得 到 固 有 下 
5: 


dr 
AT — kr? 
显然 不 会 有 人 去 组 织 这 类 宇宙 规模 的 宏伟 计划 ， 所 以 固有 距 
离 对 于 观测 字 宙 论 并 不 是 很 适 切 的 。 不 过 , 在 14.4 节 中 我 们 
将 看 到 ， 基 于 视 光 度 和 和 角 直 径 的 较 适 切 的 距离 测量 结果 、 在 
ri 信 1 时 全 都 趋 于 固有 距离 (14.2.21)， 因 此 , 在 某 种 意义 上 
可 以 说 ,星系 在 R(z) 增 加 时 散 开 ,在 RG) 碱 小 时 靠拢 . 

字 宙 论 向 观测 天 文学 提出 了 测量 函数 RO 并 决定 《是 
+1,0 还 是 一 1 的 任务 ， 对 于 字 宙 论 来 说 , 这 并 不 是 就 有 了 
一 切 , 但 它 是 我 们 要 想 认 识字 宙 所 必须 解决 的 中 心 问题 。 本 
章 的 其 余部 分 将 说 明 这 一 问题 已 经 解决 到 了 什么 程度 . 


dalt) = f V9,,dr = R() f 


(14.2.21) 


3 2 & 


我 们 关于 宇宙 标 度 因子 R (的 最 重要 的 信息 ,是 通过 观 
测 迁 远 光 谣 发 出 的 光线 的 频率 移动 而 得 到 的 ， 为 了 计算 这 种 
We, 我 们 将 自己 置 于 坐标 原点 = 0(〈 根 据 字 宙 学 原理 , 这 
只 是 一 种 方便 的 约定 ), 并 考虑 以 固定 的 6 和 Pp 一 > 方向 向 
我 们 传 来 的 一 列 电磁 波 ， iain 


0 = dr’ = dz’? — R? 


一 a 
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所 以 ， 如 果 这 个 波峰 在 时 刻 1 离开 一 个 位 于 Tis Os dr HOSA 
BA, 那么 它 将 在 由 下 式 决 定 的 时 刻 到 达 我 们 这 里 


‘0 dz 
| one (14.3.1) 
式 中 
sin tr, k= +1 
flr) = f = f | k=0 (14.3.2) 
a AT 一 kr? 


sinhtr, R= —1 

我 们 在 上 节 中 看 到 , RURRRAARED A rs O56, K 
(Cri) 与 时 间 无 关 。 因此 , 如 果 下 一 个 波峰 在 了 时刻 十 54 离 
F rig 它 将 在 时 刻 4 十 54 到达 我 们 这 里 ,这 个 时 刻 由 类 似 于 
(14.3.1) 的 如 下 关系 式 决定 


totdty dz E ` 
ages TO o 143.3) 


MA (14.3.3) 中 减 去 \14,3.1), 并 注意 到 在 一 个 典型 的 光 信 号 
FSR 10-" AY RO 变化 极 微 , 我 们 得 到 
bh oh 
RG) RG) 
， 于 是 我 们 观测 到 的 频率 vy ARNIR v 的 关系 为 


wh RG) (14.3.4) 


这 个 关系 通常 用 定义 为 波长 相对 增加 的 红 移 参量 = 来 表示 


z= Ao 一 Ay | (14.3.5) 
AA Ao/ dr EF n/v Be (14.3.4) 得 
RC) _ 
z= RG) (14.3.6) 


AT HESS, MHIE, s M A 是 在 发 射 地 点 和 时 间 附近 
观测 到 的 光 的 频率 和 波长 ， 可 以 候 定 它们 取 同 样 的 原子 路 迁 
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在 地 球 上 发 生 时 测 得 的 值 ,而 vo。 和 加 是 光 在 经 历 漫长 旅程 后 
到 达 我 们 这 里 时 观测 到 的 频率 和 波长 .如 果 z 二 0, 则 之， 
我 们 就 说 是 红 移 ,如 果 > 二 0 MA <A, 我 们 就 说 是 蔓 移 . 
CRS HARRY, Wl RG) > RG(A), 按 (14.3.6) 就 得 到 
红 移 , 若 字 宙 是 收缩 的 , 则 RG) < RCG), 按 (14.3.6) 就 得 到 
HB. 这 样 的 频率 移动 可 利用 2.2 节 里 讨论 过 的 Doppler 效 
应 得 到 自然 的 解释 。 式 C14.2.21) 表 明 一 个 相当 近 的 星系 将 以 
径 向 速度 
~ RCA): (14.3.7) 
高 开 或 者 向 着 银河 系 运动 当 一 0 和 一 五 时 ， 由 式 
(14.3.6) 和 (14.3.1) 得 到 频 移 为 i 
_, RG) Ca = 4) 
R(t) 
这 同 式 (2. 2.2) 符 合 .但 是 , 光 的 频率 还 受 宇宙 引力 场 的 影响 ， 
所 以 只 用 狭义 相对 论 的 Dappler 效应 来 解释 晃 远 光源 的 谱 线 
频 移 既 无 益处 , 也 不 严格 . [应 当 提请 读者 注意 , 天 文学 家 们 
的 报导 中 往往 用 退行 速度 来 表示 大 频 移 ， 例 如 说 “ 红 移 ?为 > 
公里 / 秒 ,就 是 说 = 一 "/(3 X 10), T 
大 约 从 1910 年 到 二 十 年 代 中 期 ，Veste Melvin Slipher 用 
“Lowell 天 文 台 24 时 折射 望远镜 所 进行 的 观测 计划 ,提供 了 遥 
远 天 体 的 谱 线 有 系统 红 移 的 初步 迹象 。 在 1922 年 的 总 结 "0 
中 ,他 给 出 了 41 个 旋涡 星云 的 资料 ， 其 中 36 个 有 红 移 量 达 
z 之 0.006 的 吸收 线 , 只 有 5 个 表现 出 蓝 移 ,， 仙女 座 大 星云 的 
蓝 移 最 大 , z ~ 一 0.001, 这 些 频 移 一 开始 就 被 解释 为 Dappler 
效应 ， 但 起 初 曾 指望 可 以 用 太阳 系 而 不 是 是 系 本 身 的 运动 来 
”说 明 它 们 。 天 空 的 所 有 区 域 都 以 红 移 占 压 倒 优 势 的 事实 , 使 
这 种 解释 愈 来 愈 站 不 住 脚 ,到 1918 年 ，Wirtz5 建议 , 除 太阳 
运动 外 还 有 旋涡 星云 在 所 有 方向 离 我 们 而 去 的 普遍 退行 〈 称 
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> r RC) >», (14.3.8) 


为 “Kk 项 *)。 当然, 其 它 的 解释 ,例如 由 非常 强 的 局 域 引 力 场 
引起 的 引力 红 移 也 是 可 能 的 . 《也许 1919 年 日 食 考 察 中 广义 
相对 论 的 姓 利 使 这 种 解释 特别 诱 人 .) 然 而 ， Wirtz 和 K. Lund- 
mark 在 二 十 年 代 所 写 的 一 系列 论文 sa 中 ， 指 明 Slipher 的 红 
移 随 旋 涡 旺 云 距 离 的 增加 而 变 大 、 因 而 这 个 事实 用 遥远 星系 
的 普遍 退行 最 容易 理解 ， 最 遥远 的 自然 是 那些 运动 得 最 快 的 
HA. 1929 年 Edwin Hubbletul 宣布 “速度 和 工 离 之 间 大 致 
成 线性 关系 ”， 于 是 在 大 多 数 天 文学 家 头脑 中 确立 了 红 移 作 
为 字 宙 学 的 Doppler 效应 解释 ， 这 种 解释 沿用 了 几 十 年 ,一 直 
BSR, 

如 果 不 首先 加 深 我 们 对 宇宙 学 距离 是 如 何 确定 的 ， 以 及 
它们 是 如 何 同 坐 标 距 离 ” 相关 联 的 理解 , 要 把 这 个 问题 的 讨 
论 进行 下 去 是 不 可 能 的 。 所 以 , 我 们 将 在 14.6 节 中 再 接 下 去 
讨论 红 移 问题 . 


4, 距离 的 测量 


济 定 河 外 天 体 距离 的 实际 方法 (不 算 红 移 测量 ) 旧 前 只 有 
两 种 ， 如 果 我 们 知道 了 天 体 的 绝对 光度 ,就 可 己 把 它 局 观测 
到 的 视 光 度 进行 比较 ;或 者 , 如 果 知 道 了 它 的 真 直径 , 就 可 将 
它 同 观测 到 的 角 走 径 进 行 比较 。 此 外 , 到 足够 近 的 天 体 的 距 
离 可 以 通过 它 的 视差 《 即 由 地 球 的 绕 日 公转 引起 的 它 在 天 空 
Mh BABA), 或 者 自行 ( 即 由 该 天 体 相对 于 太阳 的 实际 
运动 引起 的 它 在 天 球 上 视 位 置 的 移动 ) 来 决定 ， 

用 这 四 种 方法 测 得 的 “距离 ”， 对 近 于 约 10? 光 年 的 天 体 
说 来 是 相同 的 ， 但 超过 这 个 范围 ， 它 们 就 彼此 不 同 ， 并 县 与 
14.2 节 中 定义 的 “国有 了 距离 ”也 不 同 了 .因此 ,为 了 用 红 移 同 
视 光度 或 角 直 径 之 间 的 关系 来 测量 RO) MA, WBA, 
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和 思 来 表示 从 视 光 度 或 角 直径 测 得 的 距离 ， 对 于 从 视差 或 由 

行 测 得 的 距离 也 作 同 样 处 理 ,即使 十 分 学 究 味 ,也 是 有 益 的 . 
为 了 计算 视差 和 视 光度 ,我 们 必须 知道 从 ,9， 四 处 的 

光源 射 来 并 通过 + = 0 附近 的 光线 的 路 径 ( 见 图 14.1)， 在 光 


r= Fr, 


. 6b er=0 
图 14.1 .计算 视差 和 
视 光 旗 中 所 用 的 重 . 
光线 的 角度 和 曲率 是 
大 大 夸张 了 的 . 


”我 们 再 次 采用 矢量 记号 


源 位 于 原点 的 坐标 系 x* 内， 射线 路 径 由 
非常 简单 的 方程 表示 如 下 : 

x(e)=no . (14.4.1) 

里 nm 是 一 个 国定 矢量 ，? 是 一 个 描述 


. 沿途 位 置 的 正 参 交 量 (在 光源 处 p 一 0)， 


x’ 是 由 共 动 坐标 ro'o 以 通常 方式 形成 
的 三 维 矢量 : 
x’ = (r' sinf’ cosg’, 
ar’ sinal sing’, r “cos0 ) 

Sei x* 和 光源 处 于 x 的 其 它 坐 标 之 闻 
的 变换 , 可 在 (14.2.7) HS a = x, HE 
# x Al x’ 而 得 到 : 

x=x' +x, (a 一 kx’) 

= (= = apy SD) 

< x, 


(14.4.2) 


. X= (rsinOcosd, rsin@sind, rcos@) 
并 像 Euciid 几何 一 样 定义 标 积 .不 失 一 般 性 , 取 n 为 单位 矢 
Ewe =l 将 (14.4.1) 代 入 (14.4.2) 得 光线 的 参量 方程 为 


60) = ne + x, [ko thru x) | 


式 中 n= (x >t 
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(14.4.3) 


现在 我 们 指定 坐标 系 x** 的 原点 为 太阳 系 内 某 一 定点 ， 例 
如 太阳 中 心 或 Palomar 200 时 望远镜 的 中 心 ， 并 限于 讨论 该 
原点 附近 的 光路 。 在 这 种 情况 下 ,单位 矢量 mn 应 当 差不多 指 
向 一 天 方向 , 即 
n œ — +e (14.4.4) 
式 中 i 是 单位 矢量 /mm。e 是 一 个 垂直 于 x 的 很 小 的 矢量 
(此 处 和 以 下 , 二 意味 着 方程 准确 到 8 的 一 阶 项 )。 回忆 方程 
(14.4.1), 为 了 将 来 参考 , 我 们 注 明 |e| 是 在 坐标 系 x* 中 测 得 
的 光路 同方 向 一 x, 之 闻 的 夹 角 ,x** 在 光源 处 是 局 部 惯性 系 ， 
”将 (14.4.4) 代入 (14.4.3), 并 略 去 量 级 为 &: 的 项 ,得 到 光路 为 
x(p) = 一 多 [poll — krr CIRY] + ep (14.4.5) 


光路 在 o ~ r 处 最 接近 原点 。 BARE? EMA BIA 
的 固有 距离 ， 由 (14.2.1) 和 《14.4.5) 得 
6 ~ RCO) IxC)! = RO rl)e) (14.4.6) 


这 里 是 光线 到 达 原 点 附近 的 时 刻 . 
测量 天 文 视差 相当 于 测量 光路 的 方向 作为 瞄准 参量 的 函 
数 。 在 这 种 情形 下 , 蜡 准 参量 就 是 日 地 距离 在 委 直 于 视线 的 
平面 上 的 投影 。 在 原点 附近 光路 的 方向 由 下 式 给 出 
ax(o) 
dp 
故 视线 由 与 上 述 方向 相反 的 单位 矢量 决定 


一 外 一 (1 一 ArDwe 


~e— (1 — kri 


PET, 


ñ=- aa 一 
(14.4.7) 
所 以 , 实际 视线 辣 在 原 点 观测 时 的 视线 t ARKAE 


(14.4.8) 


ex jâ— g ~U—hr) | x (kr TOF 
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在 Euclid 几何 中 ,距离 2 处 的 光源 的 视差 角 为 6 之 b/d, (Am 
我 们 可 以 一 般 地 把 光源 的 视差 距离 dp 定义 为 
b o>0,b—>0 (14.4.9) 


dp= 


0 
因此 ,《14.4.8) 可 以 改写 成 
= R(t) ane (14.4.10) 
FER = 十 1 SHH, 一 1 处 的 天 体 视差 距离 为 无 穷 大 ,更 ， 
远 的 天 体 (+i < 1) 视 差距 离 感 小 ,这 是 1900 年 由 K. Schwarz- 
schilda4 首先 注意 到 的 、 
为 了 计算 视 光 度 ， 我 们 考虑 一 个 半径 为 2 的 圆 形 望 远 镜 
面 , 中 心 放 在 原点 ,法 线 沿 着 到 光源 的 视线 你 。 正 好 通过 镜面 
边缘 的 光线 在 光源 处 形成 一 个 锥 ， 在 光源 的 局 部 惯性 系 x* 
AREMA el sk (14.4.6) 决定 。 这 个 锥 的 立体 角 是 
xb? 
R*(t)ri 
在 各 向 同性 地 发 出 的 全 部 光子 中 ， 落 到 镜面 上 的 光子 所 占 的 
份额 为 该 立体 角 同 4x 之 比 , 即 
Je 
4 TEG 
式 中 4 是 镜子 的 固有 面积 
. A= rb 
然而 ， 以 能 量 ir 发 出 的 每 个 光子 将 红 移 到 能 量 Av, RC )/ 
RCG), 在 时 间 闻 隔 54 内 发 射 的 光子 将 在 时 间 间 隔 3R) 
RG) 内 收 到 , 这 里 五 照例 是 光 离开 涛 的 时 刻 , » ZAK 
HMA. 于 是 镜面 接收 到 的 总 功率 P, 就 是 源 发 射 的 总 功 
率 ( 即 它 的 绝对 光度 L), RA RCR ea)， 再 乘 比 例 
C14.4.11): 


xiel’:= 


(14.4.11) 
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pan (BAR aa) 


视 光度 ! 是 镜面 上 每 单位 面积 分 到 的 功率 ,所 以 
LR’) 

4c R*(ty) ri 

在 Euclid 几何 中 ,静止 于 距离 4 的 光源 的 视 光度 为 L/4xd’, 

所 以 我 们 可 以 一 般 地 定义 光源 的 光度 距离 di X 


P 
1 三 一 一 14.4.12 
4 C ) 


— L \2 
d= (4) (14.4.13) 
因而 《14.4.127 可 以 写 为 
dr, = R*(t) RGD : (14.4.14) 


《不 用 量子 论 也 可 以 进行 这 种 计算 ， 只 须 将 能 量 守恒 方 程 
CT"), = 0 应 用 于 光源 发 出 的 辐射 就 可 以 了 659. ) 
下 面 ， 让 我 们 来 计算 在 ”一 0，# 一 如 观测 到 的 一 个 在 
r 一 r,t 一 女真 固有 直径 为 DD 的 光源 的 角 直 径 。 来 自 光源 边 
缘 的 光线 沿 固定 的 方向 x/r 传 到 原点 。 RARE, 我 们 可 
以 旋转 坐标 系统 使 得 光源 的 中 心 处 于 9 一 0, 并 设 来 自 边 缘 
的 光 传 到 原点 构成 一 个 半 顶 角 9 一 6/2 的 锥 ( 见 图 14.2)， 于 
EH (14.2.1) 得 到 源 的 固有 直径 为 | 
D= RG)re 4E«K1 
所 以 源 的 角 直 径 是 
=L 
R@)n 
在 Euclid 几何 中 ， 在 距离 4 处 直径 为 DD 的 源 的 角 直 径 是 
6 一 D/4， 所 以 ， 我 们 可 以 一 般 地 定义 光源 的 角 直 径 距 离 d, 
为 . 


(14.4.15) 


D 
da 三 一 14.4.16 
4 3 _ € ) 
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因而 (14.4.15) 可 以 写成 
da = RO (14.4.17) 
注意 RG) 随 六 的 增加 而 减 小 ， 故 在 某 些 模 型 中 , da 可 以 有 
BA. WFR KA, 
角 直 径 随 光度 距离 的 增加 而 增加 ， 
最 后 ， 让 我 们 来 考虑 由 自行 测定 
的 距离 。 一 个 以 真 速度 V, 横 切 视线 
的 源 ， 在 时 间 A, 内 移动 的 固有 距离 


=I 
Ee 


R(t) 
R(t) 
所 以 ,根据 导出 (14.4.15) 的 同样 推理 ， 
这 个 源 看 起 来 将 移动 一 段 角 距离 
AD = .上 Ga (14.4.18) 


AD = Ap 一 VAh 


R17 Rr 
在 Euclid 空间 中 ,一 个 距离 4 处 的 源 
FEAR LL 的 改变 为 VLAw/d， 
故我 们 可 以 把 光源 的 自行 距离 定义 为 


A 一 


图 14.2 计算 角 直 径 和 


BORE Boe dy = a (14.4.19) 
式 中 以 为 自行 
p= A (14.4.20) 
因而 (14.4.18) 可 以 写成 
dy = R(h) ry (14.4.21) 


当然 , 只 有 我 们 预先 知道 了 横向 速度 , 才 可 以 用 (14.4.19) 来 
测量 自行 距离 , 下 一 节 中 我 们 还 要 回 到 这 一 点 . 
一 个 红 移 为 * 的 光源 的 光度 距离 4., 角 直径 距离 zs 和 自 
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行距 离 du 可 用 如 下 简单 公式 联系 起 来: 
da RU) Ly gy? (14.4.22) 


dr RD) 
du RO) (4 yt 
d. RGO 《1 + z) C14.4.23) 


如 果 精 确 地 测定 了 2, 就 不 用 分 别 测量 di, du 和 T, 除非 
是 为 了 检验 Robertson-Walker 度 规 或 红 移 的 宇宙 学 性 质 ， 相 
反 , 测量 视差 距离 dp 原则 上 可 以 提供 从 dr 和 zx 的 测量 中 不 
能 获得 的 信息 ， 当 然 ,目前 只 能 测量 x < 1, r < 1 的 非常 近 
RRES, 在 这 种 情况 下 , 所 有 这 些 观 测 距离 基本 上 彼 
此 相等 , 也 等 于 固有 距离 (14.2.21): 
da id, = du = dp = daalt) = Rr (14.4.24). 
只 有 对 那些 数 十 亿 光 年 远 的 天 体 ， 各 种 距离 测量 之 | 间 的 差别 
才 变 得 显著 起 来. 
实际 上 ,光度 距离 、 角 直径 距离 和 红 移 测量 至 少 由 于 两 个 
理由 混在 一 起 分 不 开 : 
” (A) 像 星 系 这 样 的 光源 具有 光滑 的 光度 分 布 , 没有 有 明晰 
的 边缘 ， 设 LOD) 是 光源 在 直径 为 DD 的 圆 (与 视线 垂直 ) 内 那 
部 分 的 绝对 光度 ， 则 由 (14.4.12) 和 (14.4.15) 得 到 角 直 径 5 
内 的 视 光 度 为 


一 LOnRG)E) RC) 
ICS) MaR GOH (14.4.25) 
这 个 公式 利用 单位 横 截面 积 的 绝对 光度 
B(D) = EW) (14.4.26) 
和 音 位 立体 角 的 视 光 度 ( 即 亮度 ? 
5 二 = 0 © (14.4.279 
2x6 a 
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来 写 更 为 方便 。 将 (14.4.26), (14.4.27) 和 (14.3.6) RA 
(14.4.25), RIEZ 


= BORG) 
b(8) eG bay (14.4.28) 


所 谓 等 光 角 直径 是 这 样 一 个 角 65, 在 那里 亮度 (14.4.23) 降 到 
A Eo 以 下 : 

三 Dr 

mR) 
AH D; 由 如 下 隐 方 程 确定 

BCD,) = 4rb(l + zy) ~ £14.4.30)_ 

Flin, Hubble 建议 , 大 多 数 星系 的 BCD) 可 由 一 个 函数 来 很 

好 地 代表 ,该 函数 在 星系 边缘 附近 有 如 下 近似 形式 5 


B(D) = s (14.4.31) 


(14.4.29) 


式 中 4。 是 一 个 量 级 为 1 的 无 量 纲 常数 。 于 是 由 (14.4.29)— 
(14.4.31) 和 (14.4.12)， 得 


D: = (Aas) (14.432) 
让 | 
8, = (5 (14.4.33) 


在 这 种 特殊 情况 下 ， 等 光 角 直径 的 测量 正好 等 同 于 视 光 度 的 
iil . 

(B) AX BH RWS A EM — RAE RAR 
光子 ,所 以 必须 把 上 面 讨论 的 热 光度 工 或 1 同 紫 外 的 、 蓝 的 、 
照 像 的 、 目 视 的 和 红外 的 光度 区 别 开 ,前 考 计 及 了 所 有 波长 内 
发 出 或 接收 的 辐射 , 而 后 者 代表 着 各 个 波段 的 平均 功率 。 如 
果 一 个 源 以 低 于 2 的 所 有 频率 发 出 的 辐射 功率 等 于 LO), 
那么 按照 公式 《14.4.12) 和 (14.3.4), 低 于 w 的 所 有 频率 的 视 
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光度 就 是 


I(r) = Ely Rd PGE) (14.4.34) 
因而 联系 接受 和 发 射 功率 的 频率 分 布 的 公式 是 


rOn) = aaron SOIR (14.4.35) 


对 于 黑体 , L'Cv) 由 Planck 公式 给 出 


L'o) = sL Gefle) — i)" (14.4.36) 


AH T ECE, 《是 Boltzmann 常数 ,% 是 Planck FR, 
因而 接收 到 的 辐射 的 频率 分 布 就 是 


Ca) = 15} (exp (22) 一 1) (14.4.37) 


xv kT 0 kT > 
式 中 ! 是 (14.4.12) 定义 的 热 视 光 度 ，T。 是 红 移 后 的 温度 : 
= R@) 
Ty = T, RU, (14.4.38) 


如 果 我 们 知道 了 T, 或 T7。， 就 很 容易 把 任何 窄 频带 内 的 绝对 
JERE LCa) Av, BRIERE 区 v6)Avo 换 为 绝对 热 光 度 或 视 热 光 
E, 

有 必要 谈 谈 天 文学 家 们 为 描述 天 文 距离 和 光度 所 用 的 流 
TRB. 天文 单 位 (缩写 为 a. u) 是 从 太阳 到 地 球 的 平均 距 
离 

la. u. = 1.49598 X 10°km (14.4.39) 
把 地 球 轨道 看 作 一 个 圆 ， 日 地 距离 矢量 在 垂直 于 到 任 一 固定 
星体 的 视线 的 平面 上 的 投影 ,在 一 年 内 达到 的 最 大 值 om: 等 
于 1 a.u.。, 所 以 恒星 的 位 置 划 出 一 个 机 加 由 式 (14.4.9) 定 出 
其 最 大 半径 < 为 


x (以 弧度 为 单位 ) 一 J (EL a. u. 为 单位 ) 《14.4.407 
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我 们 将 把 一 电 做 三 角 视 差 ， 工 秒 差距 《 缩 号 为 pc) 定义 为 星 
体 的 三 角 视差 为 1” AEE RS dp. 1 弧度 有 206,264.8 $h, 故 
1 pe = 206,264.8 a. u. == 3.0856 X 10 km 

= 3.2615 光 年 (14.4.41) 
因此 , 《14.4.40) RSA 


z《 以 秒 为 单位 ) = 一 - 六 (以 秒 差距 为 单位 (14.4.42) 


只 有 最 近 的 伍 星 的 三 角 视 关 才 六 I 得 出 来 ,但 由 于 传统 的 力量 ， 
我 们 太阳 系 外 的 所 有 天 文 距离 都 习惯 地 用 秘 差 距 给 出 ， 有 了 时 
不 管 这 些 距 离 是 怎么 测量 的 ,也 都 全 用 等 效 视差 来 表示 . 

MUA IE BE / 通常 用 视 热 星 等 Myo. KER, 或 简 GSA m, 
由 于 历史 上 的 原因 , 它 是 这 样 定义 的 

l = 1077” X 2.52 X 10 erg/cm?« see (14.4.43) 

绝对 热 星 等 M 定义 为 光源 处 于 10.pc 的 距离 时 所 具有 的 视 热 
星 等 ,所 以 
L = 10-™5 x 3.02 X 10% erg/sec (14.4.44) 
(14.4.13) WLS RAA Km — M 表达 光度 距离 di 的 公 
式 : 

l dy, = 10147075 pe © (14.4.45) 
在 紫外 、 if. 照 像 、 目 视 和 红外 波段 的 视 星 等 my, m, 等 等 与 相 
应 的 视 光 度 之 间 的 关系 由 类 似 于 C14.4.43) 的 公式 给 出 ， 但 具 
有 不 同 的 归 一 化 常数 ,这 些 常 数 这 禅 选 择 ,使 得 对 于 5 等 和 56 
等 之 间 的 Ao 型 星 , 所 有 的 视 星 等 都 相同 . 对 应 的 绝对 星 等 是 
这 样 定义 的 : 距离 模 数 my — My, mg — Ms 等 等 全 都 等 于 
m 一 M【《 紫 外 、 蓝 和 和 目 视 视 星 等 通常 记 为 U0, B 和 V.) 量 

mg — my = Mp— My 
MER, 负 色 指数 的 星 比 正 色 指数 的 星 要 蓝 些 ， 为 了 比较 
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起 见 ,我 们 给 出 太阳 的 绝对 星 等 为 
M( 热 )= 二 二 4.72 My =5.51 My 一 541 My = 4.79 
视 星 等 为 
m( 热 ) = —26.85 my 一 一 26.06 
mz 一 一 26.16 my = —26.78 
所 以 , 太阳 的 距离 模 数 是 一 31.57, 其 色 指数 是 0.62, 


5. 字 宙 距离 的 阶梯 


如 果 我 们 知道 了 一 个 光源 的 绝对 光度 工 。 就 可 以 利用 
(14.4.13) 式 通过 测量 它 的 视 光度 ! 来 决定 其 光度 距离 d, 困 
难 的 问题 是 决定 二， 目前 ,有 一 个 决定 距离 的 阶梯 , 它 由 5 个 
不 同 的 梯级 组 成 ,必须 拾级 而 上 ,才能 达到 有 宇宙 学 意义 的 距 
ALA 14.3), 
运动 学 方法 

利用 无 需 预 先知 道 绝对 光度 工 的 方法 ， 可 以 测量 某 些 最 
近 恒 星 的 距离 。 太 阳 就 是 这 样 一 颗 恒星。 它 的 距离 《 即 天 文 
单位 ) 是 1672 年 由 Jean Richer 和 Giovanni Domenico Cassini 
用 可 以 接受 的 精度 首次 测量 的 ， 他 们 通过 调 量 从 巴黎 和 
Cayenne (已 知 基线 长 6000 英和 里) 观察 火星 方向 之 差 测 定 了 到 
火星 的 距离 ,从 而 也 就 测定 了 到 太阳 的 距离 。 当然 ,在 随后 的 
三 个 世纪 中 ,特别 是 近年 来 利 | 用 雷达 天 文学 的 成 就 ， 天 文 单位 
的 数值 精度 已 有 了 极 大 的 提高 . 

有 几 千 颗 恒 星 离 我 们 足够 近 ， 它 们 的 距离 可 以 从 其 视 位 
置 随地 球 绕 日 公转 所 产生 的 移动 来 测定 。 我 们 已 经 把 一 颗 恒 
星 的 三 角 视 差 * 定 义 为 该 星 在 天 空 的 周年 视 运动 画 出 的 椭 区 
的 最 大 和 角 径 ; 该 星 的 距离 以 秒 差 距 为 单位 是 1/x, x 是 以 角 秒 
来 表示 的 。《 这 里 使 用 形容 词 “三角 ” 是 因为 天 文学 家 们 习惯 
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图 14.3 PERE AR. 垂直 条 的 位 置 和 高 度 粗略 地 表示 
了 每 一 类 距离 标志 适用 的 距离 范围 . 、 
于 把 恒星 的 距离 一 一 不 管 是 怎么 测量 的 一 都 用 视差 来 表示 ， 
所 以 和信 们 可 能 过 到 分 光 视 差 ,移动 星团 视差 等 等 术语 .) 
用 这 种 方法 测 得 其 距离 的 第 一 颗 重 星 是 天 势 座 61; 1838 
年 ，Friedrich Wilhelm Bessel 测 得 它 的 三 角 视 差 约 为 0"3, 所 
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以 其 距离 约 为 -3 pe. (Thomas Henderson 在 1832 年 就 已 经 测 
量 了 半 人 马 座 % 的 三 角 视 差 ,但 他 的 计算 到 1838 ETER.) 
一 般 说 来 ,只 有 当 z 约 天 于 0.03”, 也 就 是 说 ,只 有 当 恒 星 约 近 
于 30 pc 时 才 可 能 从 三 角 视 差 测定 它 的 距离 . 

近年 来 ,已 经 可 能 测定 到 某 些 邻近 星 轩 的 距离 ;所 用 的 方 
法 主要 是 基于 我 们 对 光速 而 不 是 对 天 文 单位 的 知识 ， 组 成 这 
些 移动 星团 的 恒星 在 天 球 上 的 自行 看 起 来 会 聚 于 一 点 ， 这 一 
事实 意味 着 它们 在 以 相等 和 平行 的 速度 通过 银河 系 运 动 . 便 
是 的 视 向 速度 v, 可 以 从 其 光谱 的 Doppler 移动 Av/» (和 已 
知 的 光速 ) 来 测定 , 而 与 视线 垂直 的 速度 分 量 , 可 以 表示 为 到 
星 困 的 距离 乘 以 恒星 在 天 球 上 的 自行 《以 单位 时 间 车 干 弧度 
表示 )，[ 见 式 (14.4.19)] Auk, Doppler 移动 和 自行 的 观测 
给 我 们 提供 了 星 田 的 完备 运动 学 模型 ， 唯 一 的 未 知 量 是 它 的 
距离 ， 给 这 个 模型 加 上 所 有 的 恒星 以 相等 和 平行 的 速度 运动 
这 一 条 件 , 虑 离 就 可 以 决定 了 ， 研 究 得 最 好 的 移动 星团 是 毕 
星团 ; 它 在 约 5p 的 半径 内 包含 了 约 100 颗 人 恒星， 用 这 种 “ 移 
动 星团 法 ”已 测 得 它 的 距离 约 为 40.8 pc. 

有 一 些 恒星 既 不 在 移动 星团 中 ， 要 测量 三 角 视 差 又 不 名 
近 , 但 有 时 可 借助 各行 和 视 向 速度 的 统计 分 析 来 估计 其 距离 . 
假设 我 们 知道 了 一 组 恒星 样品 的 相对 距离 ,也 就 是 说 ,知道 了 
比例 4/4,， 这 里 4 是 某 个 未 知 的 距离 尺度 ， [下 面 的 例 于 就 
属于 这 种 情况 ， 如 果 我 们 知道 了 样品 中 的 所 有 恒星 都 具有 同 
” 祥 的 未 知 绝对 光度 工 , 那么 通过 公式 4 一 (L/4el)”?, 由 视 光 
度 ! 就 可 得 出 相对 距离 。 妈 使 样 如 中 不 同 的 恒星 具有 不 同 的 
绝对 光度 ,如 果 我 们 知道 了 它们 绝对 光度 之 比 ,通过 测量 它 位 
的 视 交 度 ， 仍 可 决定 其 相对 中 高 .] 横向 速度 同 视 自 加 度 的 关 
系 是 


u= stang _ 
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AP e EE m UE A ZEAL fA 因此 式 
(14.4.19) 可 以 号 为 
Ha _ tan 由 
v, do do 
对 于 一 大 组 恒星 样品 , 测 出 上 式 左边 的 量 , 并 对 的 分 布 作出 
某 种 合理 的 猜测 ,就 可 以 推出 未 知 常数 do 虽然 这 个 方法 可 
以 用 到 超过 200 pc 的 距离 ， 但 实质 上 是 不 准确 的 。 如 果 所 研 
究 的 恒星 样品 没有 所 假设 的 $9 分 布 ， 这 个 方法 就 精 得 可 以 放 
弃 ， AL C, 
不 消 说 ， 上 面 所 有 的 测量 距离 的 运动 学 方法 只 能 用 于 我 
们 银河 系 内 的 恒星 ,在 这 个 范围 内 , 字 宙 学 的 效应 肯定 可 以 忽 
略 。 因 此 可 以 认为 这 些 方法 测量 的 是 光度 距离 dL, 或 者 固有 
距离 dy, 或 者 任何 其 它 距 离 . 《偶尔 有 人 建议 , 用 从 地 球 到 绕 
上 白人 造 星体 的 距离 作 基线 ， 借 助 射电 干涉 观测 ， 可 以 测 出 距 
离 为 10" pc 量 级 的 三 角 视 差 。 如 果 这 个 设想 可 以 实现 ,那么 
只 村 把 三 角 视差 定 作 红 移 的 通 数 ， 就 可 以 解决 字 宙 学 的 问题 
T. l 


主星 序 测 光 (S 10° pe) 


一 且 我 们 弄 助 上 述 的 一 种 运动 学 方法 ， 知 道 了 一 颗 恒 星 
的 距离 ,就 可 以 通过 测量 它 的 视 光 度 71, 并 利用 公式 工 一 4xa31 
来 决定 其 绝对 光度 L. 在 1905 一 1915 这 十 年 中 , Ejnar Hertz- 
sprung 和 Henry Norris Russell 用 这 种 方法 独立 地 发 现 , 我 们 
附近 的 一 大 部 分 恒星 (主星 序 ) 的 绝对 光度 和 光谱 型 服从 一 个 
相当 严格 的 关系 。 [光谱 型 实际 上 是 表面 温度 的 量度 ， 它 通 
常用 下 面 的 字母 之 一 -来 表示 : O, B, A, F, G,K,M, R, N，S。 
O 型 星 非常 热 ，S 型 星相 当 冷 。《 见 图 14.4)] 理论 天 体 物理 
学 把 主星 序 解 释 为 几乎 所 有 恒星 热 核 演化 的 一 个 相当 长 的 
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图 14.4 属于 各 种 光谱 型 的 恒星 的 光谱 ， 


初始 阶段 . 

得 到 了 绝对 光度 和 光谱 型 之 间 的 Hertzsprung-Russell 关 
系 《 以 后 简称 H-R 关系 )， 天 文学 家 就 有 可 能 定 出 任何 可 以 
测量 其 光谱 型 和 视 光度 的 主 序 星 的 距离 。 这 个 方法 应 用 于 星 
团 时 效果 最 好 ,因为 其 中 所 有 的 恒星 到 地 球 的 距离 大 致 相同 ， 
所 以 画 出 一 大 组 属 困 恒 星 的 视 光 度 - 光 谱 型 图 就 可 以 挑 出 主 
序 星 ， 对 于 非 属 团 的 主星 序 说 来 ， 只 有 下 部 (那里 的 H-R 关 
系 知 道 得 最 好 ) 这 个 方法 也 才 有 效 . 

我 们 银河 系 内 已 列 了 表 的 星 图 中 , 约 有 650 MERRE 
COREE AAA, 每 一 个 包含 20 一 1000 BU), 约 有 
130 个 是 球状 星团 《如 像 武 仙 座 中 的 大 是 团 M13, 每 个 包含 
10° 到 10 颗 星 )( 见 图 14.5 和 14.6)。 在 测定 这 些 星团 的 距离 
时 , 认识 到 W. Baade"! 1944 年 首次 指出 的 星 族 差 别 是 很 重 
要 的 . 〈 见 图 14.7) 芯 散 星团 中 的 恒星 。 以 及 类 似 太 阳 的 大 
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图 14.5 SMe py NGC 2682; hj Palomar 
山 的 -200 +f ic HARA. 


part NET 


o 


图 14.6 AA PARRA NGC 6205 (M13); H 
Palomar 山 的 200 英寸 望远镜 拍摄 的 照片 . 


图 14.7 RK 工 和 星 族 开 的 例子 ， 照片 是 用 Palomar 山 200 3€ 
. 才 望 远 镜 拍摄 的 . 左边 是 M31 RAB R | 工 值 星 ;右边 是 M31 
的 伴星 系 NGC 205 中 的 是 族 Eg. 


多 数 近 星 一 般 属于 星 族 1, 其 特点 是 金属 含量 高 ,年 轻 ， 在 银河 
系 中 分 布 于 旋 熙 上 。 球 状 星 团 中 的 恒星 属于 星 族 I， 其 特点 
是 金属 含量 低 , 年 老 ， 遍 布 整 个 银河 系 ， 星 族 IMER IAY 
主星 序 之 间 存 在 着 差别 ,所 以 用 从 近 星 定 标的 主星 序 来 测定 
球状 星 困 的 距离 在 技术 上 非常 复杂 ,这 里 就 不 玖 述 了 . 

因为 典型 的 主 序 星 不 是 特别 明亮 。 用 主星 序 测 光 来 决定 
距离 的 方法 就 受到 限制 . 例如 , Palomar 的 Hale 反射 镜 ( 即 
200 英寸 望远镜 一 一 - 译 者 注 ) 难 于 分 辩 暗 于 凡 一 22.7 的 恒星 ， 
所 以 对 绝对 星 等 和 太阳 一 样 CM = 4.7) 的 恒星 , EREDA 
到 距离 模 数 m 一 M 一 18， 根 据 公式 (14.4.45), 对 应 的 距离 
是 40,000 pe, | 

目前 , 主要 是 用 毕 星 团 中 的 恒星 来 给 H-R 关系 定 标 , 所 
以 银河 系 内 和 河 外 距离 的 整个 尺度 有 赖 于 我 们 对 毕 星团 距离 
的 知识 , 而 后 者 是 用 前 面 讨论 过 的 “移动 星团 法 "测定 的 。 最 
UI, Hodge 和 Wallerstein”?! 指出 , 毕 星 团 中 恒星 的 平均 三 角 视 

© 497 » 


差 ,以 及 它们 的 视 星 等 同 从 其 它 近 星 获得 的 H-R 关系 的 比较 
都 表明 ,到 毕 星团 的 距离 可 能 约 为 50 pc 而 不 是 40.8 pe, 果真 
如 此 的 话 , 所 有 河内 和 河 外 虐 离 都 必须 增加 约 20%， 


变星 (<4 x 10 pe) 


已 观测 到 约 有 10,000 颗 列表 星体 的 视 光 度 多 少 规则 地 随 
时 间 变 化 。 在 建立 河 外 距离 尺度 时 , 目前 有 两 类 变星 起 着 重 
要 作用 , 它们 是 星团 变星 (或 称 天 硬座 RR 型 星 ) MAREK 
KEMAWEA SME), KFE RR 型 星 周期 的 范围 是 从 
几 小 时 到 1 天 ,属于 星 族 II; 而 经 典 造 父 变 星 局 期 范围 从 2 到 
40 天 , 属于 星 族 I. 《此 外 ,还 有 另 一 类 变星 , MFA WH 
Z ATEK T, 但 像 经 典 造 父 变星 一 样 周期 较 长 ， 正 如 我 们 
将 要 看 到 的 , 在 Baade 区 分 两 种 星 族 之 前 ,室女座 W 型 星 同 造 
父 变星 混在 一 起 .》 

FSH RR 型 星 的 绝对 星 等 目前 知道 得 很 清楚 。 这 一 方 
面 是 因为 对 它们 的 自行 和 视差 进行 了 直接 的 统计 研究 ， 另 一 
方面 是 因为 它们 存在 于 球状 星 困 中 ， 而 球状 星团 的 距离 可 以 
用 主星 序 测 光 来 决定 . 用 这 种 方法 已 经 发 砚 cm, 天 雁 座 RR 型 
星 全 都 具有 大 约 相同 的 绝对 星 等 ,大 致 在 M, ~ 0.2 MM, ~ 
1.0 之 间 . 因 此 ,我 们 一 旦 根据 其 短 周期 脉动 认 出 了 天 雁 座 RR 
型 星 ,就 可 以 从 它 的 视 星 等 估计 其 距离 ， Rit, KRSM RR 型 
星 不 够 亮 ,距离 超过 了 3 x 10° pc 就 不 能 用 了 .因此 , 人 们 一 
直 更 加 注意 较 亮 的 经 典 造 父 变星 

可 惜 ,经 典 造 父 变星 的 绝对 光度 相差 很 大 ， 不 过 , 1912 
年 Henrietta Swan Leavitt’) 注意 到 , 小 宏 云 中 当时 已 知 的 25 
个 经 典 造 父 变星 的 视 光度 ， 可 以 表 为 周期 P 的 光滑 函数 
fsvc(P) (大 约 是 ! cc P), 该 插 云 中 的 所 有 恒星 到 地 球 的 距离 
大 约 相同 ,所 以 ，Leavit 得 出 结论 ,周期 为 P 的 经 典 造 父 变星 
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的 绝对 光度 是 一 个 同 1suc(P) BRIELLE RIE eA LCP), 然而 
她 不 知道 到 小 去 云 的 距离 ， 而 且 也 没有 离 地 妹 近 得 足以 测 出 
三 角 视 差 的 造 父 变星 , 所 以 Leavitt 未 能 测定 这 个 比例 常数 . 

为 造 父 变星 P-L 关系 定 标的 繁重 任务 ,先是 由 Russel 和 
Hertzsprung23， 然 后 由 Harlow Shapley’, 最 后 是 由 Ralph E. 
Wilson? 在 两 次 世界 大 战 之 间 进 行 的 。 他 们 那 时 不 是 使 用 主 
星 序 测 光 ; 主要 方法 勿 宁 说 是 离 太阳 最 近 的 造 父 变星 的 自行 
和 视 向 速度 的 统计 分 析 《 见 上 面 “运动 学 方法 ”条 上 且 中 的 找 
述 ), 以 及 麦哲伦 云 的 P- 关系 所 提供 的 造 父 变星 绝对 光度 之 
比 。 1923 年 ，Edwin Hubble”! 在 仙女 座 大 星云 M31 中 发 现 
了 造 父 变星 ,利用 观测 到 的 周期 和 视 光度 以 及 造 父 变星 的 P- 
L 关系 ,估计 出 M31 的 距离 是 280,000 pc.《 见 图 14.8 和 14.9) 
正 是 这 一 测量 确立 了 “旋涡 星云 "的 本 质 是 康德 所 建议 的 可 与 
银河 系 比拟 的 恒星 岛 ， 而 不 仅仅 是 银河 系 内 的 是 云 或 星团 ， 
后 来 考虑 到 星际 骸 收 ,这 个 数值 降低 到 230,000 pc; 但 是 直到 
1950 年 Palomar 天 文人 台 开 始 工作 以 前 , 河 外 距离 尺度 基本 
上 没有 变化 . 

到 1952 年 ，Shapley 等 人 的 造 父 变星 P- 工 关系 的 一 些 严 
重 错误 明朗 化 了 。 在 Palomar 露 光 30 分 钟 拍 得 的 M31 HOR 
片 ， 只 显示 出 星 族 本 中 最 亮 的 星体 ， 而 没有 天 浴 座 RR 型 变 
星 ， 这 意味 着 M31 PREDER I BARBES H ma 
22.4， 又 因 已 知 天 雁 座 RR 型 星 的 绝对 光度 大 约 要 瞳 4 倍 , 它 
们 在 M31 中 的 视 星 等 就 应 该 是 m 全 23.9 ,超出 了 Paloma 能 
够 达到 的 极限 。 然而 。 那 时 通过 Allan Sandage WERE H 
M3 所 作 的 光电 测 光 定 距 。 已 经 相当 精确 地 知道 了 天 琴 座 RR 
AS A Ae BS, WR M31 真 的 处 在 230,000 pc kb, 那么 天 
RE RR 型 星 至 少 在 光 极 大 时 应 当 以 m 守 22.4 显示 出 来 ; 同 
时 星 族 工 中 最 亮 的 星 的 视 星 等 应 当 是 wm ~ 20.9 而 不 是 m 之 
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14.8 仙女 座 中 的 巨大 星系 M31(NGC224), 和 伴星 系 NGC205 及 221, 
这 张 照片 是 用 Palomar ij 48 英寸 Schmidt 望远镜 拍摄 的 . 


22.4， 根 据 Baad 的 解释 , 这 个 矛盾 意味 着 M31 不 是 处 在 
230,000 pe, 而 是 约 在 两 售 远 的 距离 处 ( 视 星 等 差 1.5 对 应 于 距 
离 差 2 僧 ), 所 以 其 旋 荣 上 的 经 典 造 父 变星 必定 比 一 向 估计 的 
亮 4 18. 
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E 14.9 M31 一 个 区 域 里 的 变星 ， ALTARS. 
这 张 照片 是 用 Palomar 山 的 200 英寸 望远镜 拍摄 的 。 


这 种 误差 的 来 源 是 不 那么 明显 的 。 Shapley 等 人 定 标的 
P-L 关系 对 属于 星 族 工 的 室女座 W 型 变星 实际 上 符合 得 相当 
好 ,但 却 不 能 用 于 星 族 I 的 造 父 变星 ,后 者 一 般 比 同样 周期 的 
室女座 W 型 星 亮 4 倍 . 然而 ，Shapley 并 不 知道 星 族 之 间 的 
区 别 , 不 应 当 认 为 他 的 定 标 是 建立 在 室女座 W 型 星 而 不 是 经 
典 造 父 变星 的 基础 上 ， KRE, Shapley? 在 1918 年 研究 过 
的 11 颗 变 星 都 属于 星 族 1， 甚 至 包括 了 名 祖 的 造 父 变星 
ANE BE 51《 仙 王座 音译 “ 造 父 ”一 译注 ). 《无 论 如 何 , 室 女 
座 W 型 星 既 没有 经 典 造 父 变星 那么 亮 ,在 太阳 附近 又 较 稀 少 ， 
所 以 它们 如 果 在 用 来 给 造 父 变星 定 标 的 统计 自行 研究 中 扮演 
了 主角 , 那 倒是 令 人 吃惊 的 事 . ) BRAT Shapley E 
标 时 用 过 的 那 11 颗 造 父 变星 , 发 现 Shapley 的 定 标 中 包含 了 
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一 些 误 差 ， 其 中 约 0.?m= 是 由 于 忽视 了 星际 吸收 , 0.6 来 源 于 
自行 中 的 系统 误差 , 0.1” 或 0.2" 是 由 于 银河 系 自转 ， 它 产生 
了 恒星 速度 分 布 的 各 向 异性 。 所 有 这 些 误差 都 趋 于 同样 的 方 
向 , 就 导 至 了 Bade 在 1952 年 的 著名 发 现 , 即 造 父 变星 的 绝 
对 光度 被 低估 了 1.5". 因此 ，Shapley 原来 的 P-L 曲线 虽然 
不 适用 于 星 族 1 的 经 典 造 父 变 是 ， 却 实际 上 适用 于 星 族 UB 
室女座 WHE” WARIAT. 

人 们 也 许 会 问 ,为 什么 Shapley 的 定 标 在 1918—1952 年 
这 三 分 之 一 个 世纪 里 一 青 得 到 肯定 。 一 个 简单 的 理由 是 , 星 
际 吸收 一 直 被 低估 了 。 这样, 当 Ralph Wilson 试图 用 更 多 
的 造 父 变星 C1923 年 用 74 BA, 1939 年 用 157 颗 ) 来 改善 自行 
和 视 向 速度 的 统计 分 析 时 ,他 必须 包括 愈 来 愈 远 的 星 , 以致 他 
在 统计 精度 方面 的 改进 被 增加 的 吸收 效应 所 抵 销 了 。 另 一 个 
理由 确实 同 星 族 的 混淆 有 关 。Shapley24 直 接 把 他 的 P-L 关系 
用 于 球状 星团 半 人 马 座 w，M3 和 M5 中 他 认为 是 造 父 变星 
的 星体 上 ,这 样 他 就 可 以 测定 到 这 些 球状 星团 的 距离 ,从 而 计 
算出 其 中 的 短 周 期 变星 , 即 天 琴 座 RR 型 星 的 绝对 星 等 . 用 这 
个 办 法 实际 上 得 到 了 正确 的 答案 ， 因 为 球状 星团 中 Shapley 
认为 是 造 父 变星 的 星体 实际 上 是 室女座 W 型 星 , 同 时 Shapley 
P-L 关系 尽管 对 于 导出 它 的 经 典 造 父 变星 有 严重 误差 , 而 
对 于 室女座 W 型 星 却 碰巧 大 体 正确 ! 所 以 , 当 几 年 后 作出 较 
近 的 天 雄 座 RR 型 星 自行 和 视 向 速度 的 统计 研究 时 ,它们 就 倾 
向 于 肯定 了 Shapley 对 天 琴 座 RR 型 星 绝对 星 等 的 估计 ,这 就 
自然 地 显得 是 对 造 父 变星 P-L 关系 的 肯定 ， 然 后 这 个 论据 被 
用 到 别处 : Wilson 从 球状 星团 中 得 到 天 琴 座 RR 型 星 同 “ 造 
父 变星 ”的 光度 比 后 ,在 他 1923 年 所 作 的 自行 和 视 向 速度 分 
析 里 包括 了 10 ARRE RR 型 星 和 74 个 造 父 变星 ， 在 1939 
年 包括 了 67 PRZE RR 型 星 同 157 个 造 父 变星 , 十 分 奇特 
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的 是 ,天 浴 座 RR 型 星 并 不 像 造 父 变星 那样 由 于 忽略 了 吸收 而 
产生 大 的 误差 ,因为 前 者 属于 星 族 ,大 多 数 处 于 星系 平面 之 
外 . 更 准确 地 说 , 间 题 在 于 经 典 造 父 变星 没有 ( 像 室女座 到 型 
星 那 样 ) 落 在 光滑 外 推 到 天 琴 座 RR 型 星 的 P- 工 曲线 上 , 而 是 
处 在 高 1.4m 的 地 方 . 

应 当 注 意 ，Baade 1952 年 对 于 造 父 变星 P-L 关系 的 复查 
把 河 外 距离 尺度 放大 了 一 倍 , 但 并 不 影响 银河 系 尺 度 的 估计 . 
因为 河内 距离 尺度 是 从 球状 星团 的 距离 决定 的 ， 正 如 我 们 已 
经 看 到 的 那样 ,部 分 是 由 于 碰巧 ,这 些 距离 还 定 得 不 错 。1952 
年 以 前 , 似乎 所 有 邻近 的 星系 都 明显 地 比 银河 系 小 。1952 年 
以 后 就 清楚 了 ， 许 多 别 的 星系 和 我 们 银河 系 一 样 大 或 者 还 要 
大 些 , 这 个 结果 昌 然 朴素 但 却 非 常 令 人 满意 . 

自 那 以 后 ， 由 于 在 银河 疏散 星 图 NGC 6087, NGC 129, 
M 25, NGC 7790 和 NGC 6664 中 发 现 了 5 个 经 典 造 父 变星 ， 
加 上 在 英 仙 座 % + 4“ 星 协 ”中 又 发 现 了 4 颗 , 经 典 造 父 变星 
的 定 标 就 被 置 于 更 为 坚实 的 基础 上 了 . Kraft! 通过 主 序 旺 
测 光 研 究 知道 了 到 这 些 星团 的 距离 ， 这 九 颗 绝对 星 等 已 知 的 
造 父 变星 被 Kraft, 以 及 新 近 被 Sandage 和 Tammann! 用 来 
决定 造 父 变星 P-L 关系 的 绝对 标 度 .《 这 种 关系 严格 说 来 , 实 
际 上 是 把 周期 .光度 和 颜色 联系 起 来 ,其 形式 当然 是 从 麦哲伦 
云 、 们 女 座 大 星云 M31 和 小 天 炉 星系 NGC 6822 中 选取 更 多 
的 造 父 变星 样品 来 决定 的 .) 目 前 ， 人 们 从 经 典 造 父 变星 测定 
的 M31 的 距离 为 700,000 pec, 大 约 比 三 十 年 代 公 认 的 距离 大 
3 倍 . ~ 

REE RR 型 星 和 经 典 造 父 变星 可 以 用 来 决定 叫做 本 星 
系 团 的 附近 星系 和 恒星 系统 联合 体 中 所 有 成 员 的 距离 .其 中 ， 
只 有 最 近 的 对 象 ( 例 如 麦 暂 伦 云 和 小 熊 座 、 天 龙 座 和 玉 夫 座 系 
4) BMA AS RERR 型 星 才 能 利用 .对 于 本 星系 群 中 所 有 主 
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区 星系 (如 M31 和 M33)， 必 须 利用 经 典 造 父 变星 的 P-L 关 
系 ， 这 种 关系 是 用 银河 系 牙 散 星团 和 星 协 中 已 知 的 9 颗 造 父 
变星 来 定 标的 。 经 典 造 父 变星 在 光 极 大 时 非常 亮 M ,, mx = 
一 5.3), 可 以 用 到 约 4 x 10° pe 的 距离 , 这 已 远 得 足以 达到 本 
星系 群 之 外 的 某 些 星 系 , 例 如 美丽 的 旋涡 星系 M81. 然而 , 造 
父 变星 还 是 不 够 亮 ,不 能 用 它 来 决定 最 近 的 星系 团 , 即 室女座 
星系 国 的 距离 . 


HE HI 区 .最 亮 的 星 、 球 状 星团 等 等 (过 3 x 10 pe) 


下 一 个 梯级 目前 可 能 是 最 薄弱 的 52， 为 了 估计 远 在 我 们 
本 星系 群 之 外 的 虐 离 ， 必 须 找到 某 些 比 造 父 变星 还 亮 的 距离 
标志 物 ,他 们 在 本 星系 群 (其 距离 通过 造 父 变星 得 知 ) 中 的 数 
目 要 足够 多 ,以 便 对 其 性 质 作 精 确定 标 ， 

光度 突然 增加 4 至 6 个 数量 级 的 星体 叫做 新 星 ， 在 典型 
星系 中 它们 以 每 年 40 次 的 几率 出 现 ，1917 年 在 旋涡 星系 
NGC 6946 中 发 现 一 颗 新 星 , 自 那 以 后 , 它们 就 被 用 来 作为 距 
离 标 志 物 。 最 亮 的 新 星 达 到 M, ~ 一 7.5, 所 以 原则 上 可 以 用 
它们 来 作 远 到 约 10pc 的 距离 标志 , 但 是 它们 多 半 在 星系 的 明 
亮 中 心 区 出 现 ,因而 很 难 分 解 出 来 . 

站 到 最 近 ， 用 来 达到 我 们 本 星系 属 之 外 的 主要 虐 离 标志 
物 是 星系 中 的 最 毫 恒 星 。 本 星系 群 巡 天 揭示 出 , 每 个 星系 中 
的 恒 是 一 般 有 非常 确定 的 最 大 绝对 光度 ,大 约 是 M, 一 9.3， 
因而 它们 可 以 用 来 作为 远 到 约 3 x 107pc 的 距离 标志 物 ,但 是 
在 超出 107pc 的 距离 处 ,就 很 难 把 最 亮 的 恒星 同 诸如 星 协 或 发 
射 区 这 类 非 星 天 体 区 别 开 了 ，《 实 际 上 ， 人 们 认为 1936 年 
Hubble 校准 距离 尺度 3 出 了 错 , 部 分 原因 就 是 他 把 这 类 天 体 
el RSC FEE TL) 

也 有 可 能 用 某 些 非 星 天 体 作为 距离 标志 物 。 其 中 就 有 
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HIH 区 ,它们 是 庞大 的 星际 氢 云 , 由 于 O 型 和 B 型 星 的 存在 而 
被 电离 和 发 亮 。 它们 的 直径 为 数 百 秒 差距 , 故 其 角 直径 可 以 
用 来 估计 其 距离 远 到 约 10 pe. 

最 近 Sandage™! 提出 ,用 球状 星团 作为 距离 标志 物 。 可 以 
证 明 它 比 上 面 任何 一 种 都 更 为 可 靠 ， 在 银河 系 中 有 几 百 个 球 
状 星团, 其 绝对 星 等 的 典型 值 约 为 一 8, 但 围绕 这 个 平均 值 作 
大 幅度 变化 。 然而 ， 室 女 座 星 系 团 中 的 巨 E 型 ( 椭 贺 ) BA 
M 87( 见 图 14.10) 中 2000 个 球状 星团 的 研究 中 表明 ,其 光度 
分 布 有 一 明显 截断 , mp 《最 大 ) 守 21.3，Sandage 假定 , M87 中 
最 亮 的 球状 星团 的 绝对 星 等 和 仙女 座 大 星云 M31 中 最 亮 的 
球状 星团 B282 的 绝对 星 等 相同 ,已 经 知道 后 者 的 绝对 星 等 是 
M (B282) = —9.83. 因此 ，M87 的 距离 模 数 是 21.3 RE 


图 14.10 ”从 四 个 不 同 的 偏振 方向 看 到 的 室女座 星系 团 中 的 巨 椭 凡 星 
系 M87 (NGC 4486), 这些 照 片 是 用 Palomar 山 的 200 英寸 望远镜 拍 
摄 的 ,为 了 显 出 晨 系 核 和 令 人 注目 的 “ 哄 咀 ”而 露 光 不 足 ， 
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—9.8, RI 31.1, 由 此 得 到 M 87， 从 而 也 就 是 室女座 星系 团 的 
距离 为 1.7 X 107pc， 当 然 , 并 未 确 知 球状 星团 的 光度 分 布 有 
一 明显 截断 ,而 不 是 在 高 光度 处 有 一 光滑 的 尾巴 . De Vaucou- 
leurs) 考察 了 后 一 种 可 能 性 并 得 出 结论 ,室女座 星系 团 的 距 
离 为 2X107 pe, 比 Sandage 计算 的 远 20%， 


BAW BR CS 10"pc) 


室女座 星系 困 的 平均 红 移 很 小 , z 一 0.0038, 对 应 的 视 向 

速度 约 为 1100 公里 / 秒 。 这 比 典 型 星系 的 平均 随机 速度 大 不 
了 许多 ,只 有 超出 室 女 困 之 外 ,宇宙 膨胀 才能 支配 速度 场 。 为 
了 达到 这 些 宇宙 学 上 有 兴趣 的 虑 离 ， 一 般 需 用 整个 星系 来 作 
为 距离 标志 物 . 
”星系 团 包含 着 成 百 上 千 个 各 别 的 星系 《室女座 星系 团 包 
含 2500 个 ), 所 以 ,如 果 个 别 星 系 的 绝对 光度 存在 任何 自然 的 
上 限 ， 则 富 星系 团 中 最 亮 星系 的 绝对 光度 一 定 接近 那个 最 大 
值 . 因为 这 个 理由 ，Edwin Hubble!) 在 1936 年 建议 用 星系 
团 中 最 亮 的 星系 作为 距离 标志 物 。( 为 了 减 小 观测 误差 ,他 实 
际 上 用 的 是 第 五 个 最 亮 的 星系 .) 当 发 现 用 最 亮 的 星系 作 距 离 
标志 物 , 对 于 10 个 > < 1 的 星系 团 ,在 光度 距离 和 z 之 间 得 
到 很 好 的 线性 关系 时 ， 这 种 办 法 就 生效 了 ， 这 些 最 亮 的 属 团 
星系 通常 是 椭圆 星系 , 在 Hubble 分 类 系统 中 轴 做 下 型 ( 见 附 
录 ). 

根据 Sandage 的 工作 ， 室 女 座 星系 田中 最 完 的 EE 型 星 
系 是 NGC4472, 其 绝对 星 等 Ms ~ 一 21.68, 这 是 用 得 出 室 女 
团 距 离 的 M87 中 的 球状 星团 决定 的 。 如 果 所 有 最 亮 的 下 型 
BAMA Ms ~ 一 21.7， 那 么 它们 就 可 以 用 来 作为 达到 距离 
模 数 m — M 约 44.5, 即 光度 距离 约 10" pc 的 距离 标志 物 . 

不 过 ， 星 系 团 中 星系 的 光度 分 布 函 数 可 能 并 没有 明显 的 
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Bit, 在 这 种 情况 下 , 用 最 亮 的 星系 作为 距离 标志 物 就 会 由 
于 Scott 效应 而 复杂 化 ， 这 种 效应 因 E. L. Scott 首先 讨论 过 
它 而 得 名 。 随 着 我 们 探索 的 距离 愈 来 愈 远 , 我 们 倾向 于 选择 
愈 来 愈 丰富 的 星系 团 来 进行 研究 ， 如 果 星 系 的 光度 没有 绝对 
上 限 , 这 些 星系 团 中 最 亮 的 星系 将 有 愈 来 愈 大 的 绝对 光度 . 若 
是 错误 地 假设 这 些 遥 远 星系 的 绝对 光度 和 NGC4472 相同 ,我 
们 就 会 低估 它们 真正 的 光度 距离 。 是 否 存在 Scott 效应 ,仍然 
是 一 件 有 争议 的 事 B9.， 影 响 使 用 最 亮 星系 作为 距离 标志 的 其 
它 问题 将 在 下 一 节 中 讨论 . 

只 需 把 宇宙 距离 阶梯 的 梯级 综述 一 下 ， 就 可 以 看 出 它 是 
SARE. 在 本 书写 作 的 时 候 , 到 毕 星 团 的 距离 是 通过 观测 
其 中 恒星 的 自行 和 视 向 速度 测定 的 ， 到 5 HAAR EA 
AOE (IEE A 十 多 星 协 的 距离 由 其 中 主 序 星 的 测 光 决 定 ， 而 这 
些 星 的 绝对 星 等 是 从 毕 星团 的 研究 中 知道 的 ; 到 仙女 座 大 星 
云 M31 的 距离 从 经 上 典 造 父 变星 的 观测 中 决定 , 而 这 些 造 父 变 
星 的 P-L 关系 是 用 酬 散 星 困 和 英 仙 座 h +X Bho We 
知 的 造 父 变星 来 定 标 的 ; 决定 到 室女座 星系 团 的 距离 要 假设 
M87 中 最 亮 的 球状 星团 的 绝对 光度 和 M31 中 最 亮 的 球状 星团 
8282 相同 ; 决定 到 更 遥远 的 星系 团 的 距离 要 假定 它们 最 亮 的 
了 型 星系 的 绝对 光度 和 室女座 星系 团 中 最 亮 的 星系 NGC4472 
相同 。 在 这 个 梯子 的 任何 一 级 完全 可 能 发 现 新 的 误差 , 在 这 
种 情况 下 就 必须 对 所 有 更 高 的 梯级 进行 调整 。 


6. 红 移 -距离 关系 


我 们 现在 考虑 怎样 用 红 移 同 距离 的 关系 来 获得 关于 宇 家 
标 度 因子 RO) 的 信息 。 就 我 们 现在 的 目的 而 论 , 只 需 考虑 光 
度 距 离 就 可 以 了 ; 式 〈14.4.22) F (14.4.23) 表明 ,不 研究 红 移 
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同 视 光度 的 关系 而 去 研究 它 同 角 直 径 或 自行 的 关系 ， 是 不 可 
能 得 到 新 信息 的 . 
假设 天 文学 家 们 能 够 确定 某 一 类 天 体 〈 如 像 上 节 末 讨论 
过 的 最 亮 的 E 型 星系 ), 它 们 的 绝对 光度 工 全 都 是 知道 的 。 于 
是 , 通过 测量 其 视 光 度 , 就 可 以 从 式 4.4.13) 中 把 它们 的 光 
BEBE BS SER zyn 
a= (ga) 


又 设 这 些 天 体 的 红 移 x 已 测定 ,于 是 dL(z) 的 经 验 曲 线 就 知道 
了 。 我 们 上 电 此 可 以 知道 RO 的 什么 东西 呢 ? 

可 观测 量 忆 和 = 同 未 知 的 光源 坐标 由 理论 关系 414.3.17?， 
(14.3.6), 和 (14.4.14) ERA: 


RG 一 人 划一 人 Fear 


Ra) | 
R(4) 
a=; ae = PRC + z) 
目前 , 曲线 do 仅 当 z 很 小 时 了 解 得 还 可 以 , 所 以 ,我 们 首 
先 讨 论 一 和 x 很 小 时 的 情形 。 这 时 宇宙 标 度 因子 RO) 
可 以 最 有 效 地 展开 为 窒 级 数 ; 


RG) = ROAD |1 + HG = 6) E gat — wy + | 


z 


(14.6.1) 
式 中 4% 是 目前 时 刻 , Ho 和 gp 是 两 个 参数 ,前 者 叫做 Hubble 党 
en  、 
— RU 
H, = RG) (14.6.2) 
— Ë RC) 
go = — Cu) Py) (14.6.3) 


+508 « 


《“” 表 示 对 时 间 的 导数 )， 我 们 将 在 下 一 章 中 看 到 ， 如 果 知 
道 也 和 gq 的 值 ,就 可 以 用 Einstein 场 方程 把 整个 郑 数 RG) 


BEK, Ë g> = Hl k> 0, 若 qo <4 iW A< 0, ATERN 
目前 的 讨论 集中 于 这 两 个 临界 参数 的 测量 , 

sh (14.6.1) RA (14.3.6), 可 以 得 到 红 移 作为 光线 传播 
有 时间 o 一 二 的 函数 的 需 级 数 展开 式 : 

= — qo 2 EPY) wae 4 

z= Ha 一 站 十 (1 + 1) RC 1 4 (14.6.4) 
把 这 个 寡 级 数 中 的 函数 与 自 变量 对 换 ， 就 得 到 用 红 移 表 出 传 
播 时 间 的 公式 : 

1 a) ,2 wee 
(4-4) = T | 一 (1 + £) e+ | (14.6.5) 


为 了 求 出 ro RITE (14.3.1) 展开 : 


1 to _ go vo. | 
RG) f | +H — t) + (1 +4 ) Hilt — tY + +) at 
= r + OC) 
所 以 
一 一 _ 一 1 —2y 。 _ . 
7 一 RGY |a 4 十 2 Hy y+ | (14.6.6) 


将 (14.65) (RA (14.6.6), 得 到 用 红 移 表 出 的 r 为 


=! ls—1 24 | Cae. 
7 zrl KETE: | G4.6.7) 


于 是 由 (14.4.14) 得 出 作为 窜 级 数 的 光度 距离 : 
d, = Hy | 十 二 (1 — g) + - -| (14.6.8) 


也 可 以 把 它 写 成 视 光 度 的 公式 ; 
Loa LHS ti (Cg — 12 + +] (14.6.9) 


4ud% 4x2? 
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或 者 等 效 地 写成 距离 模 数 的 公式 : 
m — M = 25 — 5 lg H)Ckm/sec/Mpc) + 5 ig cz(km/see) 
+ 1.086(1 一 go)z + °° (14.6.10) 
[1Mpc = 10spc, 注 意 , 100km/sec/ Mpc = (9.78 X 10 Æ), ] 
以 后 的 程序 是 将 (14.6.8)，(14.6.9) 或 (14.6.10) 辐 天 文 观 测 
数据 进行 比较 ,从 而 定 出 临界 参数 go 和 Ho, 

为 了 测量 ,需要 达到 较 大 的 z 值 (比如 说 x S 0.1), 在 那 
里 只 有 用 最 亮 的 必 团 星系 (或 者 也 可 用 超新星 ) 作 为 距离 标志 
物 . 不 过 , 只 要 知道 4 或 者 i 或 者 mw 对 于 x 的 曲线 形状 . 

为 了 测量 ;只 要 有 一 个 z S 0.1 的 天 体 就 够 了 ,但 除了 
红 移 和 视 光 度 而 外 我 们 必须 知道 它 的 绝对 光度 . 它 的 红 移 还 
必须 足够 大 (比方 说 z Z 0.01), 使 得 它 的 视 向 速度 反映 的 是 
宇宙 的 普遍 脱 胀 而 不 是 局 部 的 速度 异常 。 可 异 , 室女座 星系 
团 一 一 其 距离 是 从 观测 属 团 星系 M87 中 最 亮 的 伍 星 和 球状 
星团 知道 的 ?〈 就 像 上 节 中 描述 的 宇宙 距离 阶梯 第 4 级 那 
样 ) 一 一 视 向 速 讼 只 有 约 1000 公里 / 秒 。 这 并 没 大 到 足以 保 
证 宇宙 学 退行 占 优势 。 有 可 能 利用 (比方 说 ) HH 区 的 角 直 径 
把 第 4 级 延伸 到 更 大 的 红 黎 。 不 过 ,目前 把 ,和 gq 测量 向 外 
延伸 到 较 大 红 移 的 唯一 办 法 ， 是 利用 字 宙 距离 阶梯 的 所 有 五 
个 梯级 ,把 富 星系 田中 最 亮 的 星系 作为 距离 标志 物 ， 

这 个 方案 会 遇 到 许多 复杂 问题 .其 中 有 一 些 可 以 通过 对 
观测 数据 作出 明确 的 改正 来 加 以 解决 ,这 些 改 正 包括 : 

(A) 银河 条 自转 。 银河系 自转 赋予 太阳 的 速度 约 为 215 
公里 / 秒 .。 这 使 愧 远 星 系 的 光谱 产生 系统 的 红 移 或 蓝 移 ,在 计 
算 字 宙 学 红 移 x 时 ,照例 要 把 它们 从 观测 到 的 红 移 中 扣除 ， 

(B) 口径 .因为 星系 边缘 逐渐 隐没 于 无 光 背 景 之 中 ,必须 

D 这 里 原著 为 “其 光度 是 从 观测 它 的 最 亮 恒星 和 球状 星 困 知道 的 ，……? 做 

不 妥 , 已 略 作 修改 .~ 一 译 者 注 
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把 星系 视 光 度 的 测量 结果 全 部 归 算 到 标准 的 望远镜 口径 . 

(C) kA. EWE 14.4 节 中 讨论 过 的 那样 ， 红 移 将 使 米 
自 遥 远 天 体 的 辐射 的 频率 分 布 发 生 改 变 ， 以 致 比 起 附近 的 天 
体 来 ， 它 们 的 目 视 或 蓝 星 等 反映 着 它们 在 较 离 频率 处 的 绝对 
光度 ,如 果 我 们 知道 了 内 豪 频 率 分 布 ,就 可 以 利用 式 (14.4.35) 
来 改正 这 个 效应 ,结果 式 (14.6.10) 的 左边 就 换 成 ms 一 M5 一 
kal(z)，, 这 里 kO) 是 z 的 已 知 沪 数 ,已 经 由 Oke 和 Sandage- 
计算 出 来 . 在 Baum 提出 的 另 一 种 方案 中 ,要 直接 测量 每 
一 个 被 研究 星系 的 光度 分 布 ， 这 样 所 有 的 视 星 等 都 可 以 归 算 
到 相同 的 发 射频 率 , 就 不 需要 kT. 

(CD) Ak. 已 经 知道 银河 系 会 吸收 来 自 河 外 天 体 的 一 
定 比例 的 光 . 我 们 把 银河 系 当成 一 个 无 限 大 的 平板 处 理 , 光 
线 在 到 我 们 这 里 来 的 路 上 必须 穿 过 银河 系 的 距离 正比 于 
coscc ò, XE b 是 视线 同 银 道 面 的 夹 角 。 AMARCR R 
exp《 一 4cosec5) 倍 ,4 为 某 个 常数 . 从 较 近 的 河 外 天 体 研究 
中 定 出 1, 结果 就 是 (14.6.10) 式 左边 换 成 改正 后 的 距离 模 数 : 

Cm — M Ja = ms— Ms ~ ks(2) 一 As(b) 
式 中 粗略 地 有 
Ay(b) 0.25 cosec hb 

《这 有 点 过 于 简化 。 Sandage 首先 对 目 视 星 等 应 用 吸收 改正 
ACE) 一 0.18 Ccosec 6 一 1), 然 后 换 为 蓝 星 等 ,然后 再 作 一 附 
加 改正 4z 一 0.25.) 对 河 外 吸收 名 一 般 不 作 改 正 ( 见 15.4 节 ). 

除了 上 述 已 经 了 解 得 比较 清楚 的 复杂 因素 外 ， 还 有 许多 
其 它 的 可 能 误差 来 源 ,它们 的 情况 更 加 拿 不 准 . 

Œ) 工 的 不 确定 性 ， 正 如 在 14.5 节 中 强调 过 的 ,宇宙 距 
离 阶 梯 任 何 一 级 的 新 改正 ， 例 如 到 毕 星 田 或 室女座 星系 困 的 
距离 的 改变 ， 者 要求 我 们 在 估计 最 亮 记 型 星系 的 绝对 光度 时 
作 相 应 的 改变 , 由 式 (14.6.9) 和 (14.6.10) 可 以 看 出 , 这 会 
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响 Hubble 常数 的 值 , 但 不 会 改变 减速 参数 qo 

(F) Scott 效应 ， 在 上 节 中 也 强调 过 ， 如 果 属 团 星系 的 绝 
对 光度 没有 明确 的 上 限 ， 那 么 在 较 远 的 距离 处 选择 较 丰 富 的 
星系 团 的 趋势 ， 就 会 意味 着 其 中 最 亮 星系 的 绝对 光度 将 随 x 
而 增加 。 根据 (14.6.9) 式 , 这 种 选择 效应 将 导致 减速 参数 qo 
的 过 高 舍 计 。 不过， Scott 效应 即使 是 真 的 , 也 只 会 在 很 远 的 
距离 处 出 现 ,因而 不 会 影响 A, A. 

(G) 速度 的 各 向 异性 。 De Vaucouleurs! 提出 ， 在 包含 
着 本 星系 群 和 空 女 轩 的 星系 速度 场 中 存在 着 局 部 各 向 异性 ， 
如 果 这 是 真 的 ， 就 可 能 意味 着 cz 小 于 约 4000 km/sec 的 红 移 
不 能 准确 地 反映 字 宙 的 普遍 膨胀 . 

(H) 星系 演化 。 随 着 我 们 探测 的 空间 愈 来 愈 遥 远 , 我 们 
看 到 的 星系 推 想 应 愈 来 你 年轻。 最 亮 的 了 上 型 星系 的 光度 可 能 
是 发 光 时 刻 的 函数 : L= LG) 于 是 (14.6.5) 式 告诉 我 们 ， 
(14.6.9) 中 的 工 应 当 换 为 

L(t) = LOD — EKn — A) t e] 
Ez 
= ZOE TH t | 


0 


式 中 E, = EOD (14.6.11) 
其 效果 是 , (14.6.9) 式 中 的 g HARA AREAK 
ja =o — = (14.6.12) 


所 以 天 文 观测 实际 上 是 测量 GF", 而 不 是 go. Sandage 最 近 对 
于 最 亮 的 卫 型 星系 的 工 改 变 率 作出 了 两 个 不 同 的 估计 一 一 用 
我 们 的 符号 , ene 

E, = 0.04 土 0.02710? 年 (14.6.13) 
A Eo = 0.00 + 0.05/10? 年 (14.6.14) 
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正如 我 们 将 要 看 到 的 ， 量 级 为 0.04/10 年 的 演化 率 Ey 对 于 
T 的 值 就 会 有 重要 影响 . 

现在 回头 来 谈 红 移 和 光度 距离 的 观测 , 我 们 在 14.3 节 中 
提 到 Hubble 1929 ERIL d, 和 = 之 间 的 线性 关系 时 把 话 
头 打 断 了 , 现在 必须 从 那里 接 下 去 讲 。 Hubble 从 最 亮 的 恒星 
的 视 星 等 估计 了 到 18 个 附近 星系 的 距离 ,并 把 结果 同 Slipher 
对 这 些 天 体 测 得 的 红 移 相对 照 画 出 了 《41~z》 图 。( 最 亮 恒 星 
的 绝对 星 等 是 从 本 星系 群 的 研究 中 知道 的 ， 这 些 星系 的 距离 
是 从 观测 其 中 的 造 父 变星 知道 的 , 而 这 些 造 父 变星 的 P-L 关 
系 是 Shapley 从 自行 和 视 向 速度 的 统计 研究 中 定 标 的 。 详细 
情形 见 上 节 .) Hubble 所 用 的 最 远 星系 是 室女座 星系 困 的 成 
fit, 其 视 向 速度 为 1000 km/sec， 这 个 值 比 星系 随机 速度 的 均 
方 根 值 大 不 了 多 少 ,因而 Hubble 的 数据 点 在 整个 《di-z》 图 
ERREK. WE, 他 还 是 设法 得 出 了 cz 和 如 ZILA 
线性 "关系 ,斜率 是 

Ho ~= 500 km/sec/Mpce = [2 x 10°46] 

就 在 这 时 ，Milton L. Humason 用 Wilsoni MRE AAP 
最 亮 星系 的 100 英寸 反射 望远镜 ， 正 在 开始 进行 一 个 测量 更 
大 距离 处 红 移 的 计划 ， 他 的 第 一 个 肯定 成 果 《〈 即 星系 NGC 
7619 的 视 向 速度 为 cx = 3779 km/sec) 被 Hubble 在 1929 年 
的 文章 吧 中 用 来 核对 cz-d 关系 的 线性 程度 。 Hubble 假设 
这 个 关系 是 线性 的 ， 且 斜率 为 500 km/sec/Mpc， 就 能 推出 
NGC 7619 的 距离 是 7.8Mpc. 所 以 由 其 视 星 等 m 一 11.8 可 知 
绝对 星 等 M = 一 17.65， Hubble 还 从 距离 和 视 星 等 算出 了 
他 用 来 测定 Ho 的 18 个 星系 《加 上 本 星系 群 中 6 个 另外 的 成 
员 ) 的 绝对 星 等 ,发 现 M 的 范围 在 一 12.7 到 一 17.7 Zia. WA 
为 NGC 7619 作为 一 个 星系 团 中 最 亮 的 星系 想来 应 比 平均 的 
亮 ,这 就 可 以 认为 是 相当 好 的 符合 , 它 表 有 明 一 直到 z ~ 0.013, 
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cz 的确 是 粗略 她 同 di 成 正比 ， 

Hubble 和 HumasonI4] 继续 合作 、 到 1931 年 把 cz Ñ d, 
之 间 的 线性 关系 验证 到 20,000 km/sec Cz = 0.067), Ho HK 
为 550 km/sec/Mpc, 1936 年 达到 了 Wilson 山 望远镜 的 极限 ， 
ABET Humason'*! 记录 到 大 能 座 可 星系 困 的 视 向 速度 为 42,000 
km/sec (z = 0.14), Hubble") 把 从 室女座 到 大 能 座 开 的 10 
个 星系 团 中 第 5 个 最 亮 星系 的 1 z 同 经 吸收 和 A 项 改正 的 昭 
相 视 星 等 作 图 ,可 以 证 实 斜 率 接近 1/5. 如 果 直 到 = 一 0.14 红 
移 仍 是 光度 距离 的 线性 函数 ,结果 就 应 如 此 要 有 把 握 地 测 
E qo 必须 等 到 Palomar 山上 200 英寸 反射 望远镜 的 建成 . 

fait, Hubble! 还 用 109 个 场 星系 (cx 一 直达 到 19,070 
km/sec) 作为 宇宙 距离 阶梯 的 第 5 级 而 重新 估计 了 Ho 假定 
这 些 场 是 系 的 绝对 星 等 和 由 145 个 已 分 解 开 的 星系 《其 中 只 
有 29 个 属于 109 个 场 星 系 样品 ) 得 到 的 平均 值 M = 一 15.18 
相同 ,后 者 的 距离 可 从 其 中 最 之 恒星 的 视 星 等 决定 。 从 《m 一 
M-lg cz 图 》 得 到 Hy 一 520km/sec/Mpc。 直 接 根据 29 个 已 分 
解 场 星 系 中 最 亮 恒星 的 独立 测定 ,给 出 Ho = 526km/sec/ Mpe. 

1950 年 Palomar 山 天 文 台 落成 ，Habble 的 计划 又 接着 
进行 了 . 正如 我 们 在 上 一 节 中 已 看 到 的 ，Palomar 山 观测 的 
首次 成 果 是 Baade 对 造 父 变星 P-L 关系 的 重新 定 标 。 这 
立刻 将 河 外 距离 尺度 扩大 了 一 倍 , 从 而 把 Hubble HARER 
到 约 240 km/sec/Mpe, 1956 年 ，Humason，Mayall 和 Sandage!9 
发 表 了 那 时 可 用 的 有 关 红 移 和 距离 的 最 详尽 的 调查 资料 ， 假 
定 星 系 轩 中 最 亮 的 星系 具有 和 M31 同样 的 绝对 星 等 , 则 由 18 
个 星系 图 (直到 = 0.18) 中 最 亮 星系 的 《mw, 一 一 4,-lg cz 
Al) BEE, #32) Ho = 180km/sec/Mpc. 《根据 室女座 星系 园 
的 平均 红 移 和 室 女 困 星系 NGC 4321 中 最 亮 恒星 的 视 星 等 所 
作 的 独立 测定 , 得 出 Ho = 176 km/sec/Mpe.) 此 外 ， 若 不 作 演 
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化 改正 ,由 《m, 一 太一 4-kgz 图 》 的 曲率 得 到 
qo = 3.7 + 0.8 
~ER, Baum 提出 了 一 份 关于 8 个 星系 困 的 研究 报告 ， 
他 用 8 色 测 光 来 避免 需要 进行 的 -项 改正 , 得 到 的 结果 是 
. p=1 +05 
2A, Sandage 重新 考察 了 Hubble 用 来 作 距 离 阶梯 “第 4 
级 ”的 最 亮 恒星 ,并 在 1958 年 得 出 结论 这 些 “ 最 亮 星 "中 有 
的 是 HI 区， 它们 要 比 真正 的 最 亮 恒 星 亮 1.8"。 字 宙 上 距离 尺 
EBRI XK, Ay 降 到 75 km/sec/Mpc。 1961 年 Sandage" fe 
了 进一步 分 析 ， 得 到 HM, É HE 98km/sec/Mpe, Sandage 还 
通过 星系 演化 的 初步 计算 ,估计 星系 光度 正在 减 小 , H E ~ 
一 0.8H, 故 由 Baum 的 qo ** (HBB qo = 0.2 + 0.5, 
同时 , 也 逐渐 得 到 了 射电 星系 的 红 移 数据 ， 19604, R. 
Minkowski"?! 发 现 ,射电 星系 3C 295 的 红 移 z 一 0.16, 这 是 所 
有 星系 中 已 知 红 移 最 大 的 《 见 图 14.11), Sandage 在 1968 
年 把 这 些 新 的 红 移 连同 Humason，Mayall 和 Sandage 以 及 
Baum”) 早先 若 察 过 的 数据 , 一 起 纳入 关于 41 个 头等 属 团 星 
系 的 研究 中 。 他 的 数据 变换 到 蓝 星 等 系统 可 用 关系 式 : 
ms, au = Mmg 一 ks — Ap = Sigez — 6.06 (14.6.15) 
很 好 地 拟 合 , HH < =3 X 10° (UE 14.12), 这 条 曲线 附近 
点 子 的 弥散 只 有 约 土 0.3"， 意 味 着 这 些 最 亮 的 星系 确实 具有 
同样 的 绝对 星 等 Ms。 所 以 由 (14.6.10) 和 (14.6.15) 可 靠 地 
得 出 Hubble 常数 是 
5lgH,(km/sec/Mpc} = Mg + 31.06 (14.6.16) 
Sandage”! 用 球状 量 团 代替 最 亮 的 恒星 来 定 室女座 星系 困 的 
距离 ,估计 出 最 亮 的 E 型 星系 的 Ms = —21.68, 所 以 
H, 一 75.3+¥ km/sec/Mpc = [13.033 X 10° 4] (14.6.17) 
[这 里 所 引 的 误差 包括 M87 里 最 亮 球状 星团 视 星 等 中 0.3” 
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O RIAI 略 夫 座 中 的 射电 是 系 3C295. 这 个 星系 的 光谱 ( 见 图 下 部 ) 
揭示 的 红 移 z 一 0.46。 是 在 所 有 星系 中 迄今 观测 到 的 最 大 者 ， 这 张 
照片 和 光谱 片 是 用 Palomar 山 200 英寸 望远镜 拍摄 的 ， 

的 误差 ;头等 室 女 团 星系 NGC 4472 视 星 等 中 土 0.2* 的 误差 

以 及 观测 数据 同 (14.6.15) 拟 合 时 带 来 的 土 0.3" 的 误差 .] 直 

线 一 直 吻合 到 z = 0.46, 根据 (14.6.10), 这 就 意味 着 qo OK 

能 同 1 相差 太 远 ， 阁 忽略 演化 ，Peach51 得 到 的 值 是 

qa = 1.5 + 0.4 (14.6.18) 
“516+ 


图 14.12 42 个 头等 属 团 星系 的 红 移 和 改正 后 的 视 星 等 .数据 取 自 Sandage 
1970 年 的 评述 "* I。 曲线 代表 式 (14.6.10) 同 观测 数据 的 拟 合 ， 


而 Sandage"?! 得 到 | 
do 一 12 士 0.4 (14.6.19) 
从 这 个 天 文 观测 的 40 年 计划 中 ,我 们 确实 知道 了 些 什么 
Wao 毫 无 疑问 , 当 = 很 小 时 ,〈14.6.15) 同 观测 资料 吻合 得 很 
好 , 故 由 式 《14.6.16) 可 以 得 到 Ay. AA Hubble 1936 年 的 工 
作 以 来 , 这 些 结论 几乎 没有 什么 变化 。 变化 很 大 的 是 距离 尺 
度 ， 它 决定 着 我 们 对 头等 属 团 星系 的 Ms 的 估计 ,因而 在 H 
的 测定 中 起 着 关键 的 作用 ， 由 Sandage Bohne Ra 
50km/sec/Mpe < Ho < 130 km/sec/Mpc 


p 


& 


20 xX 104 SA S75 x 10° 
对 于 由 距离 尺度 的 不 确定 性 而 引起 的 Ho 的 可 能 误差 范围 ,这 
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也 许 是 一 个 相当 好 的 估计 .1936 年 以 来 的 另 一 个 变化 , 是 可 
用 红 移 范围 扩大 了 3 倍 。 我 们 现在 可 以 大 致 相信 ,gq#* 是 在 
1/2 到 1/3 Zi. 不 过 ， 关 于 演化 和 选择 效应 的 作用 仍 有 许 
SRA WR Ho = 75 km/sec/Mpc, 而 且 星系 光度 以 速率 
《14.6.13) 增 加 ,那么 真正 的 减速 参数 go 同 观测 值 98* 的 关系 是 
go = gE* + 0.5 

这 个 改正 是 很 不 确定 的 ;要 记 住 , 几 年 前 人 们 曾 认为 它 上 共有 相 
反 的 符号 ! 于 是 ,我 们 现在 知道 H 准确 到 一 个 因子 2, 而 和 大 
MEATS, 这 意味 着 引力 制 动 , 但 关于 qo 的 精确 值 , 我 们 知 
道 的 同 1931 年 时 几乎 一 样 少 . 〈 当 本 书 付 印 时 ,传闻 A 又 在 
下 降 , 甚至 可 能 降 到 50 km/sec/Mpc 以 下 .) 

1963 年 ，Maarten Schmidt”! 作出 了 一 个 发 现 , 初 看 起 来 
有 和 希望 大 大 改进 我 们 对 于 字 宙 标 度 因子 的 知识 , 自 1960 年 以 
水 ， 许 多 射电 源 被 证 认为 类 星体 ， 这 种 光源 的 角 直 径 小 到 在 
Palomar 都 分 辨 不 开 ，Schmidt 发 现 ， 其 中 有 一 个 源 3C273 的 
红 移 一 0.158, 对 应 的 光度 距离 (如 果 取 H= 75km/sec/Mpc) 
是 630Mpc。 在 这 样 的 距离 , 它 的 绝对 光度 必定 会 比 整个 星系 
的 都 大 ， 尽 管 它 的 小 角 直 径 〈< 0.5”) 意味 着 其 尺度 小 于 
1500pc， 从 1963 年 到 现在 , 已 经 发 现 了 几 百 个 类 星体 中, 其 
中 相当 大 一 部 分 * > 1, 少数 * > 2。 与 此 同时 , 月 掩 法 和 长 
基线 射电 千 处 的 应 用 ,以 及 短 周 期 时 变 的 观测 型 清 楚 了 这 些 
天 体 的 巨大 能 量 输出 主要 来 自 直 径 远 小 于 1ge 的 区 域 . 因此 ， 
类 星体 的 发 现 引起 了 人 们 对 于 在 第 十 一 章 中 已 讨论 过 的 引力 
韦 缩 理论 的 兴趣 . 它 也 开辟 了 把 和 zx 之 间 的 经 验 关 系 延 
传 到 真正 巨大 的 距离 和 红 移 去 的 可 能 性 ， 只 要 能 够 找到 某 种 
方法 测定 类 星体 的 绝对 光度 ， 

EE, 《m,~lg 2》 图 没有 显示 出 视 星 等 同 红 移 的 明显 相 
R7 如 果 类 星体 确实 处 在 字 宙 学 上 距离 (关于 这 一 点 仍然 
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存在 某 些 疑问 %” 纪 )， 那 么 它们 的 绝对 星 等 就 一 定 有 很 大 弥 
散 , 只 有 当 我 们 学 会 了 如 何 区 分 不 同 绝对 光度 的 类 星体 时 ,把 
类 星体 的 红 移 同 视 星 等 作 比 较 才 会 具有 字 宙 学 上 的 意义 . 

不 过 ,如果 光度 距离 作为 红 移 的 西数 d(z) 能 够 精确 地 测 
定 出 来 , 间 关 于 和 RC) 我 们 能 知道 些 什 么 2 这 还 是 一 个 有 
趣 的 原则 问题 ， 一 般 人 似乎 都 认为 只 要 知道 了 dC) 就 能 唯 
RE RARE). Ain, 情况 并 不 是 这 样 ' 吧 ， 在 这 里 起 支配 
作用 的 理论 关系 是 (14.3.1),〈14.3.6) 和 (14.4.14)。 方程 
(14.3.1) 可 以 换 成 等 价 的 微分 方程 : 


1 f= q gp in (14.6.20) 


an 


RGO dz 


初 条 件 是 
h=f 4 ry =0 (14.6.21) 


式 (14.3.6) 和 (14.4.14) 只 是 用 来 消去 未 知 量 RG) 和 ro 于 
是 (14.6.20) 变 为 
(+2) a 一 一 [1 — ROUN + 2) diz) |? 


d “tye 
x tt! 十 z) d,(z)] 
积分 一 次 就 能 算出 所 作为 z 的 函数 
Ce) = n = [EO RRO A 
Xx- [C1 + dede 

然后 就 可 以 通过 解 如 下 泛 项 方程 定 出 兰 数 RO): 

1 一 一 on (1 .| ey die) qaa 
xf [C1 + 2), (2) 1 de (14.6.22) 


注意 , INERT ko RCo) BK to HOFER EE AB A) 
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得 出 一 个 解 。 所 以 根本 不 可 能 通过 红 移 和 光度 距离 的 测量 来 
决定 和 或 RC4)， 除 非 我 们 像 在 第 十 五 章 中 将 做 的 那样 ， 给 
Robertson-Walker 度 规 加 上 关于 RO 的 动力 学 方程 ， 在 按 = 
的 窜 次 展开 d.(z) 的 计算 中 也 可 以 看 到 这 种 奇怪 的 不 确定 性 ; 
一 级 项 依赖 于 RC)/RC); RRM RCo)/R Co») 和 
及 (z0)/ RCw); 三 级 项 依赖 于 RO)/R CG) R(to)/ RCi), RC40)/ 
R(t) 和 /RXw); N > 3 时 a” 级 项 依赖 于 R/R) M RG) 
在 点 的 前 N 个 对 数 微 商 ， 因 此 , 我 们 永远 不 可 能 通过 测量 
di(z) 的 任何 阶 数 的 微 商 来 决定 Kk/ RX 如 )， 然 而 ,一 但 假设 了 
k 和 R (4) 的 值 ， 我 们 就 能 根据 式 《14.6.22) Md, Mz 4 
TRA RG) 作为 (一 为) 的 函数 计算 出 来 . 

从 原则 上 说 ,我 们 只 要 在 足够 长 的 时 间 里 观测 一 条 谱 线 ， 
也 可 以 决定 函数 RC) 的 形式 。 根据 式 (14.3,6) 和 《14.3.1)， 
一 个 共 动 光源 的 红 移 将 以 如 下 速率 变化 . 

dz _ Rt) _ RC) RC) (2) Ro) — RO) 
dto R(t) R°Ct) dto RCE) 
(14.6.23) 
对 于 x «1, 我 们 可 用 级 数 (14.6.5) 中 的 第 一 项 来 近似 一 4， 
因而 (14.6.23) 可 以 写 为 
1 dz R(t) 


一 -一 全 一 一 一 一 4o 区 14.6.24 
z dty HR Ct) ™ € ) 


用 目前 的 技术 似乎 还 不 可 能 测 出 红 移 的 这 种 非常 缓慢 的 变 
化 5 


7 计 X 


既然 Hubble 计划 在 决定 宇宙 标 度 因子 RO) 方面 还 没有 
获得 重大 成 功 ,那么 放宽 眼界 ,考察 光学 或 射电 源 的 数 自 作为 
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视 光 度 和 (或 ) 红 移 的 函数 ,就 是 很 自然 的 了 , 同 Hubble 计划 
比较 起 来 ,计数 研究 显示 出 两 个 潜在 的 优点 : 

CA) 口径 很 大 ， 灵 敏 度 很 高 的 射电 望 远 锁 的 发 展 使 人 们 
探 调 到 和 分 辨 了 成 和 于 个 暗 弱 的 射电 源 ， 其 中 大 多 数 估计 处 于 
SPIES, 这 些 源 大 半 还 没有 同 光 学 天 体 证 认为 一 ， 
所 以 它们 的 红 移 还 不 知道 。 〈 从 已 分 辩 的 射电 源 中 还 没有 观 
测 到 射电 谱 线 ， 因 而 它们 的 红 移 只 有 通过 光学 方法 来 测量 .) 
由 于 不 知道 z, 宝 宙 学 者 能 够 派 给 这 些 源 的 最 好 用 场 ,就 是 把 
它们 的 数目 表示 为 其 强度 的 项 数 . 

G) 上 节 中 讨论 过 的 类 星体 已 测 出 的 红 移 直到 zx 人 2， 
但 绝对 光度 弥散 太 大 以 至 无 法 测定 光度 距离 2、 我 们 若 把 类 
星体 的 数目 单独 表示 成 z 的 孙 数 或 者 x 和 /的 函数 ， 就 可 以 
消去 由 于 工 的 弥散 引起 的 某 些 问题 . 

我 们 从 非常 一 般 方式 开始 , 假定 在 时 刻 a 单位 体积 内 绝 
WOGHEZE LAL + dl WA nL, dL 个 源 , 固有 体积 元 是 

dV =/ 9 drd0,aq, 
= RMA) — kr?) rid, sin 0,d0,d—p, 
故 在 7 和 + 十 4ri 闻 ,绝对 光度 在 工 和 工 十 aL 间 的 源 数 是 
aN = 4xRAA) C1 — kriy rins L)adridL (14.7.1) 
坐标 Ah 由 式 (14.3.1) 相 联系 , 我 们 可 以 把 它 写 为 
ri = r(4,) (14.7.2) 
AP rO 是 由 如 下 公式 定义 的 函数 
(" dt N (1 — kr?) dr (14.7.3) 


t RGD) ~ 
XY (14.7.3) 式 求 微分 得 F 
= —(] — pron i 
dri (1 k D RGY) 
因而 式 (14.7.1) 可 以 写成 


dN 一 4nR?(t Jre nC, L)| deild L (14.7.4) 
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A 14.3.6) 和 (14.4.12) 给 出 在 六 处 二 时 绝对 光度 为 工 的 源 
的 红 移 和 视 光 度 : 


= 一 一 1 475) 
LRU) 
= TARGO (14.7.6) 


所 以 ,将 (14.7.4) 对 所 有 的 工 和 有 限 范 围 的 二 积分 ,可 得 红 移 
小 于 zx 且 视 光 度 大 于 的 源 数 是 
N< z, >D 
= N aL f har (DRaa Ldt, (14.7.7) 


max{ty, ILH 
式 中 积分 下 限 由 红 移 视 光度 应 满足 的 条 件 决定 ， 其 定义 是 
RU,) = LO (14.7.8) 


rO) =s b (14.7.9) 
RCE) And RIC t) - 
如 果 没 有 观测 到 红 移 、 那 么 有 兴趣 的 量 就 是 视 光 度 大 于 /的 
FANC > D, 为 了 算出 这 个 量 , 只 需 把 (14.7.77 中 的 下 限 取 
B aCL) 即 可 。 如 果 没 有 观测 到 视 光 度 、 则 有 兴趣 的 量 就 是 
红 移 小 于 zx 的 源 数 NM<z), 为 了 算出 这 个 量 , 只 要 把 414.7.77 
中 的 积分 下 限 取 成 二 即 可 。 《不 过 ， 观 测 到 的 计数 只 能 用 来 
给 N(z) 置 一 下 界 而 不 能 量度 它 ,因为 任何 光学 或 射电 望远镜 
只 能 探测 到 某 个 最 小 亮度 以 上 的 源 .) 
射电 望远镜 测量 的 并 不 是 总 视 光 度 , 而 是 能 流 密 度 S, 即 
在 给 定 频率 处 每 单位 频率 间隔 每 单位 天 线 面 积 上 的 功率 . 一 
个 坐标 为 ro a 的 源 的 能 流 密度 是 | 
P(yR(O#o)/ RO) RE 
SQ) = RC ees Cn) (14.7.10) 
式 中 也 是 内 豪 功 率 ， 即 在 每 单位 频率 间隔 每 单位 立体 角 内 发 
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HADR. [A (14.4.35), H S= V, P = L'/4r.] 
按照 得 出 式 (14.7.7) 的 同样 推导 方法 ,我 们 发 现 , 红 移 小 
于 > 且 在 频率 > 处 的 能 流 密度 大 于 5 的 源 数 由 下 式 决 定 : 


N( < z, >S; v) = \” ap |" 
0 


max {tgs tP) 


.2 2 R(t) 
X Anr? l(a YR Ya (a, P, v Re) at, 


(14.7.11) 
式 中 ACP) 由 下 式 确定 


PG) o P (14.7.12) 
RCs) SR3(t)) 


由 于 观测 到 射电 源 一 般 具 有 “ 直 ” 谱 

Pox py (14.7.13) 
式 中 谱 指 数 & 约 为 0.7 到 0.8, 射电 源 计 数 大 大 简化 ， 在 这 种 
情况 下 ,频率 » bY SS Ze PROP + oP 间 的 源 数 具有 形式 


a(t, P, v)dP =n (i P BE m) a(p BD 

式 中 vw 是 任 一 给 定 的 频率 .于 是 数 密度 服从 标 度 规律 
n Ct, P, v) = HE (a P BE v) (14.7.14) 
EA (14.7.11) 中 的 积分 变量 从 已 换 为 PIRARD, 我 


们 就 可 以 认为 积分 中 的 数 密度 是 属于 固定 频率 ,并 得 到 
NC < z, > S; v) 


oo E? 
= | ap | ° tr RA nC Py v) dts 
0 


max(tz, tegl P) 


(14.7.15) 

式 中 se(P) 由 下 式 确定 
a Ra) VE _ Pp 14.7.16 
rin) | con “TRG NN 
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现在 ,计数 将 服从 标 度 规律 
NC<z, > S; v) = n(< z, >S HE vo) (14.7.17) 
T (14.7.17) 被 观测 证 实 的 范围 内 , 我 们 可 以 得 出 结论 , 所 有 
的 源 确 实 具 有 “ 直 ” 谱 (14.7.13), 并 有 同样 的 谱 指 数 a 
如 果 在 光 从 观测 到 的 最 远 的 源 来 到 我 们 这 里 所 花 的 时 间 
A, RA RPE MARAE M aC L) Fn, P, r) 会 有 
简单 的 时 间 依 赖 关系 《14.2.17)， 


— TR F 
a(t, L) = ee AET L) (14.7.18) 
— RW F, » 
a(t, P, v) = Ee | (zy P, v) (14.7.19) 


在 这 种 情况 下 ,可 以 用 观测 到 的 计数 来 获得 关于 & 和 R(z) 的 
EE. 反 过 来 , 如 果 我 们 有 一 个 对 于 和 R(o 的 字 宙 模型 ， 
就 可 以 用 观测 到 的 计数 来 推出 数 密 度 # 对 e 和 L 或 了 的 函数 
依赖 关系 ， 如 果 集 中 注意 = 很 小 或 ! 或 5 很 大 的 特殊 情况 ， 
我 们 就 可 以 更 清楚 地 了 解 从 这 四 种 不 同 的 分 析 方 式 所 预期 的 
结果 ， 在 这 种 情况 下 , 式 〈14.7.7) 和 (14.7.11) RAH A GI 
下 限 将 接近 6 故我 们 可 以 用 普遍 展开 式 (14.6.1) 和 (14.6.6): 
RCA) = RCH){L — Hoo — A) + +} 


= Rn — Linh 4) +o 
rn) = RAG = 4) fi A Halt — 0) + +f 


我 们 也 将 把 数 密度 表示 成 一 4 的 展开 式 : 
a(t, L) 一 n(t, L) 


x {1 — BCL)Ao(ts — t) +--+} (14.7.20) 
RC) =y v — v 
n (r P, 1 Rs) Cros P, {1 {BoCP5 ) 
+ 2a CP, v) IHC — 4.) + ++} C1+4.7.21) 


AH Bo BE Ba Di a BE AY 3B LK, 
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BCL) = Hy’ (mat, L)) (14.7.22) 


BP, v) = Ho" (2 In nÇ, P, D) (14.7.23) 
而 mm 是 有 效 谱 指数 
200(P; v) = —p -In ng, Ps v) (14.7.24) 
Oy 
(最 后 这 个 定义 的 目的 下 面 就 会 明白 )。 于 是 , 当 * 接近 加 时 ， 
上 4rr R nC, L)dt, 
= “= nts LC — eY 


f Arr AJR n (a> Pyv 人 的 at, 


= nC Ps Xo — {1 — 2 (HCP, v) 


+ 2a(P,v) + 1H — 2) + of (14.726) 
如 果 z 很 小 , 则 积分 (14.7.25) 的 下 限 就 由 《14.7.8) 决定 ,由 
此 得 到 
yg (1 4 2) tee. 
Ay — tz) = 2 (1 + p) + 
所 以 ,由 (14.7.7) 得 出 红 移 小 于 = 的 源 数 是 
NCL e) = EH p a(t, L) 
3 0 
x 人 一 3 [EAL) + 2g + 5] + bat (14.727) 


如 果 /很 大 , 则 积分 (14.7.25) 的 下 限 由 (14.7.9) 决定 ,由 此 得 
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o- e 
而 由 《14.7.7) 得 出 视 光 度 大 于 /的 源 数 是 
NCS 1) = ny | Cn, L) 


LHi aol raa 
x {1 一 - Stacey + 71(4 LHN" + | eu 
(14.7.28) 
WFR SRA, MRI 4.7.26) 的 下 限 由 《14.7.127 决 
定 ,由 此 得 到 


to — LCP) = Bj t — (=y 十 
于 是 ,由 (14.7.11) 得 出 频率 v 处 能 流 密度 大 于 5 的 源 数 是 
NC > 5,») = ts | nCis P, v)P” 


ETA v) + 2oo(P， > + 5] (Ca toch ap i 


(14.7.29) 
如 果 所 有 的 源 都 有 “ 直 ” 谱 (14.7.13), 则 由 (14.7.147 和 (14.7.24 7 
得 


一 一 二 - nn v 。 
aP, 1) —— 2 £ + PB in nC P, )| (14.7.30) 
所 以 ,分 部 积分 允许 我 们 作 代 换 
oo(P, v) >a (14.7.31) 


也 就 是 说 ,只 要 源 有 直 谱 P oc ome, A (14.7.29) 中 的 “有 效 谱 
指数 ”ow 就 可 以 换 成 æ. 

由 这 些 结果 可 以 看 出 ,如 果 我 们 知道 了 演化 参数 8,, 就 可 
以 由 z «工时 的 观测 值 NC < e) 来 推出 减速 参数 go 而 与 此 
相反 ,无 论 我 们 怎样 假设 8。, 对 于 大 ! 或 8 测 得 的 NC > 1) 
N( > S, v) 却 不 能 告诉 我 们 关于 qo 的 任何 东西 . 
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如 果 我 们 假设 没有 演化 ， 则 x 对 时 间 的 依赖 关系 由 
(14.7.18) 或 (14.7.19) FO (14.6.1) 决定 ， 故 由 (14.7.22) 和 
《14.7.23) 得 . 
ACL) = BCP, v) = —3 (Ek) (14.7.32) 
在 这 种 情况 下 ,由 (14.7.27) 一 (14.7.29) 得 


NC< z) = <2 Hoe N nt, Ld L 
0 


x {1 一 子 (q + 1)z + …| (14.7.33) 
N(>1)= tz (Ari) F n(tos L) 
. < 0 
2\ 1/2 
x {1 一 3 (==) + e} dL C14.7.34) 


此 外 ,对 于 直 谱 有 - 
N(> S, v) = Es- | n(t, P, v) 
3 0 
x 人 一 3@+1) (Ey + ere} pap (14.7.35) 
因此 ,忽略 演化 就 导 至 确定 的 预言 , 即 NC > 站 必须 随 ! 减 小 
得 比 斑 扩 更 慢 , 同 时 ,因为 “是 正 的 ,MG 二 S, v) HABE S a 
小 得 比 SH? EB, 
然而 , 这 个 结果 看 来 同 观测 结果 是 矛盾 的 中 有关 的 射 
电源 巡天 的 结果 列 在 表 14.1 里 . 它们 联合 地 或 分 别 地 给 出 计 
RR OINC > S, v), ERE SO4S>5 x 10-*Wm7?Hz7! 
时 ) AKAR Ss 那样 减 小 ， 而 且 肯 定 比 3$ 更 快 。 我 们 由 
此 必须 得 出 结论 一 一 演化 是 重要 的 . 根据 式 〈14.7.29)， 要 
使 NMC> S, VPE S i S73? BN, BOR 
Ba < —2m — 5 = — 6.5 (14.7.36) 
所 以 , 源 的 数 密度 必须 减 小 得 比 REO ER, 
从 射电 源 计 数 作为 其 角 直 径 的 函数 的 研究 中 。 也 得 到 了 
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3214.1 Bay te BIRR” 
Smin 
台 站 这 天 表 v(MHz) Ro & (10-*%*Wm-?. 
Hz) 
A # 3c 159 471 8 
3CR 178 一 9 
4C 178 4843 2 
5c 408 276 0.025 
WKB 38 1069 14 
RN 178 87 0.25 
NB 81.5 558 1 
Mills Cross MSH 86 2270 7 
Parkes PKS 408, 1410,2650 297 4 
PKS 408, 1410 247 0.5 
PKS 408, 1410 564 0.3 
PXS 408,1410 628 0.4 
PKS 635, 1410, 2650 397 1.5 
Owens 从 CTA 906 106 一 
C1B, CTBR 960 110 一 7 
CTD 1421 一 1.15 
国立 射电 台 NRAO 750,1400 726 GCE 和 3CR) 
NRAO 750, 1400 458 0.5 
Bologna Bl 408 629 1 
B2 408 3235 0.2 
Ohio 州 O 1415 128 2,0.5 
o 1415 236 0.37 
o 1415 1199 0.3 
o 1415 2101 0.2 
Vermillion 河 VRO 610.5 239 0.8 
VRO 610.5 625 0.8 
Dominion 射电 台 DA 1420 615 2 
lah igs DW 1417 188 2.3 
Arecibo AO 430 25 一 


a) 不 同 的 巡天 覆盖 着 不 同 的 、 部 分 重 登 的 天 区 ， 它 们 在 自己 的 区 域 和 能 流 
范围 内 并 不 全 都 完备 .进一步 的 细节 和 参考 资料 见 A. G. Pacholczyk 3 «Radio 
Astrophysics» (W. H. Freeman and Co., San Francisco, 1970),pp. 241 ff, 
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类 似 的 结论 , Longair 和 Pooley") 从 3c 星 表 里 射 电源 尺寸 的 
分 布 研 究 中 ,计算 了 忽略 演化 效应 时 对 5c E EN SS DRT AM 
期 的 角 直 径 分 布 , 无 论 怎 样 选 择 qo 值 ， 他 们 的 结果 都 与 观测 
结果 不 符 ,这 表明 源 的 国有 数 密度 由 于 演化 而 碱 小 . 

如 果 演 化 真象 这 些 源 计数 所 指出 的 重要 ， 那 么 显然 不 能 
用 这 些 源 计数 去 了 解 有 关 RG) 的 情况 。 下 一 章 还 要 讨论 到 
用 源 计 数 去 了 解 源 演化 的 程序 , 那 时 将 有 RO OMAR. 


8. BAS Hi 


到 现在 为 止 ， 我 们 的 工作 一 直 是 建立 在 认为 宇宙 是 空间 
均匀 各 向 同性 这 样 一 个 “ 字 宙 学 原理 ”的 基础 上 . Hermann 
Bondi 和 Thomas Gold! 再 前 进一步 ,提出 宇宙 遵循 “完满 宇 
HFR”, 即 不 仅 在 所 有 的 点 和 所 有 的 方向 , 而 且 在 所 有 时 - 
代 看 来 , 字 宙 都 是 相同 的 。 这 个 假设 导致 了 字 宙 的 稳 恒 态 模 
型 ， 差 不 多 与 此 同时 ，Fred Hoyle” 以 变更 爱 因 斯 坦 场 方程 
中 的 能 县 -动量 张 量 的 结构 为 基础 ,也 提出 了 这 个 模型 .我 们 
这 里 将 用 Bondi-Gold 方案 ,因为 它 更 符合 本 章 的 精神 , 在 最 
后 一 章 中 我 们 再 来 谈 Hoyle 的 理论 . 

14.6 节 的 讨论 表明 ，Hubble 常数 RGR) 是 一 个 可 
观测 的 参数 ,所 以 在 稳 恒 态 模型 中 它 必须 同 现在 时 刻 无 关 . 
HAAN Hubble 常数 的 永恒 值 ,我 们 就 有 


RO : ; 
RCD 已 ， 对 于 所 有 的 *， 
因而 有 
RC) = RCh exp {HG — 4)} (14.8.1) 
在 这 个 模型 中 ,减速 参数 取 永恒 值 
q= -55 =l (14.8.2) 
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为 了 决定 ,我们 回 到 RG) 和 光度 距离 作为 红 移 函数 的 dr(z) 
之 间 的 一 般 关 系 (14.6.22)， 现 在 这 个 关系 变 为 


[exp{II0(t0—!)}—1] 
st=| (LELLI ARCA He) | 
x ~~ [C1 + gyd, Ce) | dz (14.8.3) 


AA d(x) 是 可 观测 量 , 现在 它 必定 与 无 关 ， 所以, 为 了 
使 这 个 积分 只 依赖 于 〈* 一 n) 而 不 分 别 依 赖 于 :或 o 必 有 5 


k=0 (14.8.4) 
因而 度 规 就 是 
dn = di? — Rtg eB (dr? + rde + rsin’Odp’} 
(14.8.5) 


这 种 推导 可 能 会 由 于 如 下 理由 受到 责难 , 即 度 规 (14.8.5) 是 
作为 ” RobertsonWalker 度 规 的 一 种 特例 而 得 到 的 ， 而 在 14.1 
节 和 14.2 节 中 推导 Robertson-Walker 度 规 时 所 依靠 的 宇宙 时 
的 定义 , 在 没有 演化 的 宇宙 中 已 经 没有 意义 了 .。 为 了 避免 这 
个 困难 , 我 们 可 以 把 (14.8.5) 看 成 以 极 缓慢 的 速率 演化 的 字 
家 的 极限 度 规 ， 比较 满意 的 办 法 是 直接 从 整个 4 维 空 -时 是 
最 大 对 称 的 假设 学 出 (14.8.5). Æ 13.3 节 中 已 证 明 由 这 个 假 
设 可 得 到 度 规 (13.3.41), 它 和 (14.8.5) 是 相同 的 ， 只 不 过 必 
须 把 因子 RC(w)exp (一 Hw) 吸收 到 径 向 坐标 > 中 去 .比较 
(13.3.41) 和 《14.8.5), 我 们 注意 到 , 稳 恒 态 模型 的 四 维 空 -时 
的 曲率 常数 是 l 


K=H (14.8.6) 
. 空 -时 是 弯曲 的 ,尽管 空间 是 平 直 的 ， 
稳 恒 态 宇宙 论 最 引 人 注目 的 特点 不 是 它 的 空 -时 度 规 ,而 
是 它 需 要 不 断 产 生物 质 。 根据 (14.2.21), 任何 两 个 共 动 星系 
之 间 的 固有 距离 随 RO) 而 增加 ， 所 以 ， 如 果 每 单位 因 有 体 
积 内 星系 的 平均 数目 保持 不 变 ， 就 必须 出 现 新 的 星系 来 填 满 
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加 宽 着 的 共 动 坐标 岗 里 的 空隙， 为 了 正式 说 明 这 一 点 ， 我 们 
回忆 在 共 动 坐标 系 r 0s bs :中 ,由 《14.2.11) 一 《14.2.14) 给 出 
星系 的 流 矢量 和 总 能 量 -动量 张 量 是 


Jè = noU” 
TH = (p + UU + pg” 
并 且 U‘ = U' = U? = UY = 0 


按照 稳 恒 态 模型 的 精神 ， 我 们 现在 把 ac, PA 2 在 时 间 和 空 
间 中 者 取 成 恒 量 。 这 样 一 来 , 及 和 7 ”就 不 再 守恒 ,而 是 有 


ean = RC) Č (ROE) = nH (14.8.7) 


TH, = RC) Z ROL + el) = 30 + OH 


(14.8.8) 
这 就 是 说 ， 一 个 使 用 局 部 惯性 坐标 系 的 共 动 观察 者 将 看 到 星 
AUSTWAE RIN DRS, MRED ee ae 
3 五 的 速率 产生 ,宇宙 现在 的 密度 大 约 是 每 立方 厘米 10 -个 核 
子 : 所 以 , HO = 10" 年 , 这 就 要 求 每 年 平均 产生 约 每 立方 
厘米 lo“ 个 核子 。 至 于 这 些 新 产生 的 物质 形式 是 氢 , 还 是 质 
子 加 电子 ,还 是 中 子 , 稳 恒 态 模型 是 闭 只 不 谈 的 ， 它 也 不 告诉 
我 们 这 些 新 物质 是 在 老 物 质 附 近 出 现 的 ， 还 是 产生 于 星系 际 
空间 深 处 , 不 过 , 在 许多 星系 核心 似 平 正在 发 生猛 烈 的 事件 ， 
所 以 ,星系 核 看 来 好 像 是 物质 连续 产生 场所 的 自然 候选 者 . 
至 于 光度 距离 同 红 移 的 关系 ， 稳 恒 态 模型 作出 了 非常 确 
定 的 预言 。 根据 (14.3.1), 如 果 光 在 时 刻 离开 一 个 共 动 源 
SHEN Al a BARA. AW A = 0, 这 个 源 必须 处 在 由 下 式 决 
定 的 坐标 > 处 
‘dt 


r =r) = | RG 
= H R(t) {exp [H(t — 4.) ] — 1} (14.8.9) 
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此 外 ,由 (14.3.6) 得 到 这 个 源 的 红 移 是 


- g = exp [HC — D] — 1 (14.8.10) 
所 以 ,由 《14.4.14) 得 出 这 个 源 的 光度 距离 为 
d,(z) = H 21 + z) (14.8.11) 


作为 校 核 ， 注 意 〈14.8.9) 一 (14.8.11) 同 相应 于 go 一 一 1 的 
(14.6.6), (14.6.4) 和 (14.6.8) 是 符合 的 ， 正 如 在 14.6 节 中 讨 
论 过 的 那样 ， 这 个 值 看 来 并 不 符合 从 观测 到 的 《di (x) 一 2) 
关系 测定 的 gu， 
在 这 个 模型 中 , h (14.4.22) 和 (14.8.11) 得 出 “ 角 直 径 ” 
距离 di 为 
d4(z) = < (14.8.12) 
注意 , 当 xs -> co 时 ,44(z) 趋 于 有 限 常 数 H, PU, 红 移 很 
大 的 天 体 看 起 来 非常 暗 ， 但 它们 的 角 直 径 却 不 会 收缩 到 一 个 
极 小 值 以 下 ， WE HO FE 3 xX 10 pc, 则 一 个 直径 为 104pc 的 
星系 决 不 会 显得 小 于 约 0.6 
如 果 我 们 计数 红 移 小 于 z 的 源 的 数目 ， 必 须 回调 到 的 时 
Hl te HH (14.7.8) 决定 
tp =% — H'in(l + 2) (14.8.13) 
为 了 计数 视 光 度 大 于 / 的 源 数 , 则 我 们 必须 园 调 到 由 (14.7.9) 
决定 的 时 刻 ,考虑 到 式 (14.8.9) 可 以 将 它 写 为 
exp [H(t — 4) exp [HC ~ 1 — 1) = (SEY 


其 解 是 


2N 1/2\ 1/: 
ACL) = t — Hn [+ + (+ 十 (42) ) | C14.8.14) 
.2 4 4xl 


A (14.7.7) 中 对 的 积分 可 以 明显 积 出 ， 于 是 我 们 得 到 红 移 
小 于 x 且 视 光度 大 于 / 的 源 数 是 
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wm BE a 


NCS a5 > 1) = |" aL) min (VC), VOCE) }AL 
(14.8.15) 
式 中 7 了 是 体积 


VG) = | ter: Ry) dt 
-== 474 {HC 一 四 一 > 十 2exp [一 已 (am — 29] 
-二 sp[-2n 一 9 (14.8.16) 


nCL)dL 是 绝对 光度 在 工 和 工 十 47 间 与 时 间 无 关 的 固有 
{FAK 4.8.15) 的 一 种 特例 ,我 们 得 到 红 移 小 于 = 的 源 
数 是 


— -3 _ xz(1 + 32/2) 
NC < z) = 4nH nin (1 + 一 } 


(14.8.17) 
Rha 是 源 的 总 数 密度 
n= N nCLYaL 


这 个 结果 与 关于 源 的 光度 分 布 的 任何 假设 无 关 , 当 然 ,在 稳重 
态 宇宙 中 是 不 可 能 有 源 密度 或 光度 分 布 的 演化 的 。 然而 , 根 
据 现在 可 用 的 有 限 统计 资料 ,看 来 《14.8.17) 并 不 符合 观测 到 
的 类 星体 红 移 分 布 2)， 特别 是 , 观测 到 的 类 星体 红 移 分 布 在 
z = 1.95 附近 显示 出 一 个 明显 的 峰 5, 而 在 式 (14.8.17) 中 这 
是 不 存在 的 .可 是 也 要 注意 到 , 观测 到 的 NC <2) 值 一 般 应 
该 小 于 理论 预言 (14.8.17), 因为 有 些 源 的 光学 或 射电 强度 太 
小 ,以 致 没有 数 出 来 。 

作为 式 (14.8.15) 的 另 一 特例 ,我 们 得 到 袖 光度 大 于 的 
源 数 是 
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vemos [tara + [b+ (BYP) 


2\ 1/2 JIAN 1 
~S42(h4[t+(2) | ) 
2 \ 2 


4 \ 4b 


1/1 1 LEP\Y TA 
-36 thE | ) jar (14.8.18) 
FNC <2) 相反 ， 这 个 结果 依赖 于 分 布 国 数 民工 ) 的 具体 情 
况 . 
一 个 有 较 大 观测 价值 的 量 是 频率 » 处 的 强度 大 于 S 的 源 
数 .如 果 所 有 的 源 都 具有 同样 的 “ 直 * 谱 Pocv“, 则 由 C14.7.15) 
NCS S; v) = | ACP, Vs CP) AP (14.8.19) 


SAH n(P, v)dP 是 频率 v 处 的 内 真 功率 在 P 和 P + dP 之 间 
的 源 数 ; VG) 由 《14.8.16) 得 到 ;而 LCP) 由 《14.7.16) RE, 
它 现在 变 为 


exp iG + aH 一 so) | 


— exp +a + oH 一 tsa] = (ey (14.8.20) 


对 于 观测 到 的 谱 指数 o ~ 0.7, 这 个 方程 不 能 分 析 地 解 出 ， 不 
过 ;从 (14.8.20), 《14.8.19) 和 《14.8.16) 可 知 , 对 于 所 有 的 源 
强 , NC > S, >) 减 小 得 比 5 加 更 慢 , 这 同 观测 到 的 计数 矛盾 : 
当 S 大 于 约 4 xX 10-*Wm tHe HY, EH SRR, 
然后 才 开 始 减 小 得 比 SS? A, HE LRT Ba, 这 些 观 
测 结果 同 非 稳 恒 态 宇宙 论 的 预言 也 不 相 容 ,但 在 那 种 情况 下 。 
予 盾 可 以 通过 假设 源 密度 的 演化 来 克服 ， 而 在 稳 恒 态 宇宙 论 
里 , 源 密度 的 演化 是 不 允许 的 ， 

作为 校 核 , 我 们 注意 到 在 稳 恒 态 模型 中 ,由 式 (14.7.22) 
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Ril (14.7.23) 定义 的 量 BCL) 和 ACP, v) 必须 为 办 
BCL) = BCP, v) = 0 
因此 ,由 (14.7.27), (14.7.28) #0 (14.7.29), 加 上 go = 一 1 和 
直 谱 条 件 , 现 在 可 以 得 到 对 于 “这 ” 源 的 计数 是 
NC < z) = E Ha'n f1 — Dt (14.821) 
3 4 


N(>1)= $ Ciaya |" n(L) 


é 2N 1/2 
x41 _ 21 (2°) + | La4L (14.822) 
4 \ 4al 


NO>S,¥) = Ss me v) 
0 
2 
x {1 ~ 2 5 (20 +5) (Beye + + +} Pap (14.8.23) 


3X aI — PEASE (14.8.17), (14.8.18), 和 (14.8.19) HRA RE 
开 式 符合 . 

稳 昼 态 模型 看 来 确实 不 符合 观测 到 的 《di 一 2) 关系 或 
者 源 计数 NC <2) 和 NC > 5, >), 在 某 种 意义 上 说 ,这 种 不 
符合 倒是 这 个 模型 的 成 就 ， 在 所 有 宇宙 论 中 只 有 稳 恒 态 模 型 
作出 了 这 样 确定 的 预言 ,其 至 用 我 们 掌握 的 有 限 观 测 资 料 ,就 
能 把 它 驳 倒 . 稳 恒 态 是 如 此 的 诱 人 , 以 至 它 的 许多 信奉 者 仍 
然 抱 有 这 样 的 希望 ， 即 不 利于 它 的 证 据 将 随 着 观测 的 改进 而 
WR. 不 过 , 如 果 下 一 章 中 要 讨论 的 宇宙 微波 辐射 真 的 是 黑 
体 辐射 的 话 ， 那 就 很 难 怀疑 宇宙 是 从 一 个 既 热 又 密 的 早期 阶 
段 演化 而 来 的 . 
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第 十 五 章 Fart: 标准 模型 


在 前 一 章 里 , 我 们 为 宇宙 图 建立 了 空间 和 时 间 坐 标 。 M 
在 我 们 要 把 辐射 作为 海洋 ， 物 质 作为 岛屿 填充 到 这 个 字 宙 图 
中 去 , 正 是 物质 和 辐射 才 是 宇宙 的 实际 内 容 ， 

在 大 多 数 场合 ， 我 们 将 继续 把 各 向 同性 和 均匀 性 假设 作 
为 讨论 的 基础 ,现在 再 加 上 Einstein 场 方程 。 于 是 ,宇宙 的 将 
来 主要 地 由 它 的 曲率 所 决定 : 如 果 宇 宙 是 开放 的 , 它 会 永远 
IK TR MURCAH AN, WER BIKAR Lid 
之 以 普遍 的 收缩 。 曲率 又 主要 地 依赖 于 现在 的 能 量 密度 o; 
字 宙 是 开放 的 还 是 封闭 的 , 要 看 是 小 于 还 是 大 于 某 个 量 级 
A 10-%g/em? 的 临界 密度 p TE. BK, oo 基本 上 来 源 于 普 
通 物 质 一 一 中 子 和 质子 的 静 质量 。 在 这 种 情况 下 , 如 果 减 速 
参数 qo 小 于 1/2, 则 宇宙 是 开放 的 ， 而 且 po 小 于 oo 如果 go 
大 于 1/2, 则 宇宙 是 封闭 的 ,而 且 po 大 于 os 这 表明 整个 前 一 
章 中 强调 测量 % 是 正确 的 ， 然 而 ,观测 得 到 qo ~ 1, 这 与 在 
星系 中 观测 到 的 质量 密度 显著 小 于 o BFR. 这 个 矛盾 促使 
人 们 努力 去 寻找 星系 际 气体 的 踪迹 ,不 过 迄今 为 止 ,这 种 搜寻 
还 很 不 成 功 ， 

追溯 过 去 。 我 们 发 现任 何 受 Einstein 方程 制约 的 均匀 各 
向 同性 宇宙 , 都 必须 起 始 于 一 个 无 穷 大 密度 的 奇 点 ， 从 这 个 
奇 点 起 算 , 宇 宙 年 龄 必须 小 于 H, 而 如 果 g> 1/2, 则 小 于 
2/355+。 从 放射 性 纪年 和 星体 演化 理论 得 到 的 年 龄 是 不 寿 定 
的 ,范围 从 7 x 10°] 16 x 10° Æ, 但 若 这 个 年 龄 比 2/(3H) 
小 得 太 多 ,就 难于 接受 了 ， 
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想 热 的 早期 宇 宣 的 最 著名 的 剩余 物 , 是 1950 年 就 预言 过 
并 在 1965 年 观测 到 的 2.7°K 微波 辐射 彰 景 。 这 些 资料 的 重 
要 性 在 于 , 途 今 为 止 它 符合 这 种 辐射 具有 Planck 黑体 谱 以 及 
完全 各 向 同性 的 预言 ， 知道 了 现在 的 辐射 温度 , Bee 
济 宇 省 的 热 历史 到 最 初 几 分 钟 ， 并 计算 原始 火球 中 复杂 原 于 
核 的 产生 过 程 。 已 提出 了 一 种 很 明确 的 预言 , 就 是 早期 宇宙 
中 约 有 27% WKF RAR He, XSW SHALE 
的 一 些 测量 结果 相符 , 但 又 与 另外 一 些 结 果 不 符 。 早期 宇宙 
的 另 一 剩余 物 是 我 们 目前 的 字 宙 形态 : 恒星 组 成 星系 , 星系 
组 成 星系 团 , 星系 团 组 成 一 种 大 致 均匀 的 “气体 ”. 现在 我 们 
在 理论 上 对 这 种 结构 如 何 演化 还 了 解 得 很 不 有 具体、 但 轻 射 背 
景 显 然 起 了 重要 作用 ， 我 们 也 可 以 想象 宇宙 历史 的 最 初 几 秒 
钟 , 那 时 温度 高 得 可 以 产生 大 量 介子 、 重 子 和 友 重 子 ; 看 来 ,是 
前 还 没有 任何 办 法 来 检验 这 些 推测 

上 面 概述 了 建立 在 宇宙 学 原理 和 Einstein 场 方程 基础 上 ， 
的 所 谓 宇宙 “标准 模型 ”， 在 15.7 一 15.11 各 节 中 起 重要 作用 
的 另 一 “标准 ”假设 就 是 : 遥远 星系 和 我 们 银河 系 一 样 是 由 重 
子 而 不 是 由 反 重 子 构成 的 。 经 常 有 人 提出 , 因为 重子 数 如 同 
电荷 一 样 是 严格 守恒 的 ,所 以 宇宙 应 包含 相等 数目 的 重子 和 
RET, 如 同 正 、 负 电荷 那样 .但 必须 记 住 , 重子 数 实际 上 并 
不 像 电荷 ;有 与 电荷 相 联 系 的 长 程 力 , 但 就 我 们 所 知 , 并 没有 
与 重子 数 相 联 系 的 长 程 力 。 的 确 ,在 一 个 有 限 宇宙 中 ,总 电荷 
LAIR, RE Mawel 方程 V- E =e 对 宇宙 体积 积 
分 ,就 能 立即 看 出 这 一 点 ;但 对 重子 数 却 推 不 出 这 种 结论 ,无 
论 如 何 , 即 使 字 密 的 净重 子 数 为 零 , 重 子 和 反 重 子 也 必须 在 过 
去 某 个 时 刻 以 某 种 方式 分 离开 来 ， 本 章 中 的 绝 大 部 分 讨论 对 
于 那个 时 刻 以 后 的 宇宙 演化 还 是 适用 的 . 

当然 ,标准 模型 可 能 部 分 错误 ,其 至 全 盘 皆 非 ， 但 它 的 重 
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要 性 不 在 于 它 一 定 正确 ， 而 在 于 它 为 汇集 和 研究 大 量 的 各 种 
各 样 的 观测 资料 提供 了 一 个 共同 的 基础 。 从 一 个 标准 字 密 模 
型 的 角度 来 讨论 这 些 观 测 资 料 ， 我 们 就 能 由 此 开始 去 了 解 它 
们 对 于 字 币 论 的 意义 ,而 不 管 娜 一 个 模型 最 终 证 明 是 正确 的 ， 
其 和 它 一 些 可 能 的 模型 留 在 下 一 章 讨论 . 


l. Einstein 方程 


让 我 们 考虑 Einstein 场 方程 对 一 般 各 向 同性 均匀 宇宙 的 
度 规 所 加 的 约束 ,并 以 此 开始 我 们 对 动力 学 宇宙 论 的 讨论 , 按 
14.2 节 的 结果 , 可 将 度 规 选 为 Robertson-Walker 形式 
G9,= —-1 9 一 0 9 一 RIC)5iiCz) (15.1.1) 
式 中 : eS RINE; i 和 i 遍历 三 个 共 动 空间 坐标 +, 9， 
Ab; Fa 是 3 维 最 大 对 称 空间 的 度 规 : 
J = (1— kr?) Go = r GL, = rsing 
J= 0 Mii (15.1.2) 
RST +1, 一 1 或 0. 
这 个 度 规 的 仿 射 联络 仅 有 的 非 零 元 素 是 


l 一 RRE, (15.1.3) 


， KR, 
P= i (15.1.4) 


1 va (3u 4 OF OF zi = 
Tig == (EDY | HL p 一作 ib) ae FY 15.1.5 
x2 € ( Oxk Ox! Ox! in 6 ) 


所 以 , 它 的 Ricci 张 量 的 元 素 是 


3# 
Ru = R (15.1.6) 

Ri; = 0 (15.1.7) 

Ra = Ry — (RR + 2R95;, (15.1.8) 
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式 中 Ro 是 由 度 规 5; 计算 的 空间 Ricci 张 量 : 

Ry =e Th ye rem, 5.1.9) 
Ox! Ox* ad " 

我 们 可 以 不 必 花 大 量 功夫 去 直接 计算 Ro, RCE Jy 作为 

一 个 最 大 对 称 空间 的 度 规 ， 必须 具有 形 如 (13.2.4) 的 Ricci 

张 量 : 


Ri, = —2k5;; (15.1.10) 
符 此 式 代 人 (15.1.8) 得 出 空 - 时 Rici 张 量 的 空 ~ 空 分 量 为 
R; = —CRR + 2R? + 22)5;, (15.1.11) 


正如 14.2 节 中 所 说 明 的 那样 ， 这 里 能 量 -动量 张 量 必须 
具有 和 理想 流体 相同 的 形式 

Tj = PIu + Cp + e)U,U, (15.1.12) 

RP p Ale (54 e 的 函数 ，,U* 由 式 (14.2.13) 和 (14.2.14) 给 


出 
1 一 1 Ui=0 (15.1.13) 


ATLA, Einstein 方程 中 的 场 源 项 是 
Suv = T ur = 2 GyyT j 
= > Co — p)9u + Cp + p)U,U, (15.1.14) 


故 由 (15.1.1), (15.1.13), 和 (15.1.14) 得 到 


Su = > Co + 3p) (15.1.15) 
Sa = 0 (15.1.16) 
S; = + Co — p)R9;; (15.1.17) 


Einstein 方程 写 为 
Ruy = —82GS yy 
KEW. (15.1.6), (15.1.7), (15.1.11) 和 €15.1.15)—(15.1.17), 
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由 时 -时 分 量 得 到 
3 = —4xGCp + 3p)R (15.1.18) 
由 空 ~ 空 分 量 得 到 一 个 方程 
RR + 2R? + 2k = 4rGCo — p)R? (15.1.19) 
由 空 - 时 分 量 得 到 恒等式 0 = 0. 
由 (15.1.18) 和 (15.1.19) 消去 总 ， 我 们 得 到 一 个 关于 
R (2) 的 一 阶 微分 方程 
- G 


此 外 ,我 们 还 有 能 量 守恒 方程 (14.2.19) 
$R’ = a {Rp + p1} 


或 者 等 价 地 有 


pR? (15.1.20) 


d 
(oR?) = —3pR? 15.4.21 


给 定 物 态 方程 p= plo), RIEA (5.1.21) 把 p 定 为 R 
RUPE, 例如 , 如 果 宇 宙 的 能 量 密度 是 由 压强 可 以 忽略 的 非 
相对 论 性 物质 所 决定 , 则 由 (15.1.21) 得 到 

po R” 当 pp (15.1.22) 
反之 ,如 果 能 量 密度 由 相对 论 福 粒子 (如 光子 ) 所 决定 ; 则 p = 
o/3, 由 (15.1.21) 就 得 到 


poR* ¥ p= = (15.1.23) 


知道 2 作为 R 的 函数 后 ,我 们 便 可 以 通过 解 方程 (15.1.20) E 
出 所 有 时 间 的 RO). 因此 ， 动 力学 宇宙 论 的 基本 方程 是 
Einstein 方程 415.1.20)、 能 量 守恒 方程 (15.1.21) fo SF, 
以 Robertson-Walker 度 规 为 共 础 并 按 这 种 方法 导出 RO 的 
宇宙 论 模型 ,就 称 为 Friedmann ARN, 

[ 顺 使 提 一 下 ， 用 这 个 方法 确定 的 解 R(z 会 自动 满足 
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(15.1.18) 和 (15.1.19)， 因 为 把 、{5.1.20) 对 时 间 微 商 并 用 
(15.1.21), 我 们 得 到 


,BxGR | d ~ 
2RR = ZOE | pr? + -2 R»)| 
3R L” IR e 
8xGR 2 2 
= STOR (— pR? — 35R? 
aR (—p pR’) 


这 正和 (15.1.18) 相同 , 方程 C15.1.19) 则 很 容易 从 (15.1.18》 
和 (C15.1.20) 推出 ， 我 们 之 所 以 能 够 只 芳 虑 单个 场 方程 
(15.1.20) 而 不 是 两 个 方程 (15.1.18) M (15.1.19), 当然 是 由 
于 这 两 个 方程 不 是 函数 独立 的 ,它们 通过 Bianchi 恒等式 和 能 
量 守恒 方程 (15.1.21) 联系 着 .1] 
即使 没有 给 定 具 体 的 物 态 方程 ,只 要 芳 察 一 下 方程 
(15.1.18) 一 (15.1.21)， 也 可 以 了 解 许多 过 去 和 将 来 的 宇宙 赔 
胀 的 情况 。 方程 (15.1.18) BH, RB p + 3p 保持 正 值 ， 
“WIKRE” R/R BAAN. 因为 现在 R>O HE), 
R/R>0 (由 于 我 们 看 到 红 移 而 不 是 蓝 移 )， 所 以 RO- HH 
线 必须 随时 间 减 少 而 是 止 癌 下 的 ， 从 而 必然 在 过 去 的 某 个 有 
FRAT By 3k SI RC) = 0, 我 们 令 这 个 时 刻 为 二 一 0， 所 以 
ROO) 一 0 (15.1.24) 
现在 的 时 间 就 是 从 这 个 奇 点 以 后 所 经 历 的 时 间 , 因而 可 以 
合理 地 称 为 宇宙 年 龄 . 如 果 当 0 < 上 < 一 加 时 总 (z) 为 零 ， 则 
RE) 正好 等 于 R(w)t/in， 故 年 岭 加 正好 等 于 Hubble 时 间 
Hy! = RC4)/R(4)， 若 当 0 过 + <a RAHA MS HER 
必须 小 于 Hubble 时 间 
ty < Hr (15.1.25) 
BURAK, 我 们 从 方程 5.1.21) 知道 , 只 要 压强 了 不 变 为 负 
值 ， 密 度 ? 必然 随 尺 的 增加 而 减 小 得 至 少 和 R- 一 样 快 ,所 
VW, 24 R — 00 时 ,方程 (15.1.20) 的 右 端 至 少 和 R — 
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BAR, HF ksi, RU 保持 正定 , 因此 RO) 持续 增 
加 , 且 有 
R(t) >: 当 上 一 co 对 于 k=l 

WAH0, PORE, 从 而 RG) 持续 增加 ,但 增加 得 
比 > 慢 . 对 于 4 一 +1, 当 pR’? 减 小 到 数值 3/8xG ij, R7) 
BETE. AX RARE MARE) 会 开始 减 小 , 最 后 必定 
会 在 将 来 的 某 个 有 限时 间 再 次 达到 R 一 0， 因 此, 字 宙 历史 
的 定性 过 程 决定 于 空间 曲率 的 符号 : k=] A k=O, 
则 字 宙 会 永远 膨胀 下 去 ,但 若 k= 十 1， 则 膨 腾 终 将 停止 , 随 
之 而 来 的 是 收缩 并 回 到 奇 点 R(t) = 0. 

宇宙 学 原理 和 Einstein 场 方 程 的 结合 , 阐明 了 Newton 和 
Mach 提出 过 的 一 些 深 刻 问 题 ( 见 1.3 Wi.) 假设 我 们 要 研究 某 
个 物理 系统 5, 例如 太阳 系 或 Newton 旋转 水 桶 ,其 尺度 比 字 
BRERA RANGES. 我 们 可 以 想象 把 5 REPS 
汕 中 荐 出 来 的 球形 空 腔 内 ,只 要 这 个 空 腔 的 尺度 比 R 小 得 多 ， 
我 们 便 可 以 可 靠 地 认为 这 个 空 腑 除 系统 8 外 是 真空 . 假如 5 
不 存在 , 空 腔 内 部 的 引力 场 就 应 是 满足 Ru = 0 的 球 对 称 场 ， 
因此 , 按 Birkhoff 定理 ( 见 11.7 节 ), 它 具有 等 价 于 Minkowski 
EA nw» 的 平 直 空间 度 规 ， 只 要 系统 S KAK, 我们 就 可 以 
不 管 空 腔 以 外 的 一 切 物质 , 把 $ 的 引力 场 算 作对 a.» RU, 
从 而 可 以 用 Newton 力学 或 狭义 相对 论 力学 来 确定 该 系统 的 
运动 。 由 什么 决定 惯性 系 的 问题 现在 就 得 到 了 问答 ,因为 ,使 
整个 宇宙 呈现 为 球 对 称 ( 从 而 能 用 Birkhoff 定理 ) 的 参考 系 ， 
只 能 是 位 于 我 们 的 空 腔 中 心 并 且 相 对 于 “ 典 怨 ”星系 的 脱 胀 云 
不 旋转 的 参考 系 . 或 者 说 ,惯性 系 就 是 一 切 这 样 的 参考 系 , 它 
们 相对 于 宇宙 在 其 中 显得 球 对 称 的 参考 系 作 等 速 而 无 旋转 的 
运动 。 

这 些 看 法 引出 了 膨胀 字 密 动力 学 方程 的 另 一 种 推导 3, 
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苍 我 们 想象 在 宇宙 中 任何 地 方 引 入 一 个 闪 动 球面 ,那么 ,只 要 
它 的 固有 半径 比 R(z) 小 得 多 ,在 这 个 球 内 部 的 星系 就 会 在 它 
们 本 身 引 力 场 的 作用 下 运动 ， 而 宇宙 其 余部 分 的 引力 场 可 以 
忽略 . 因此 我 们 可 以 把 宇宙 看 成 是 由 处 处 均匀 膨胀 的 Newton 
气体 构成 的 . 任何 给 定 的 气体 粒子 具有 轨道 

— R(t) 
| x(t) = X(t) RA) 

RG) 为 整个 气体 的 公共 标 度 因子 。 [注意 , 任何 气体 粒子 上 
的 观察 者 所 看 到 的 气体 的 行为 ， 同 原点 处 的 观察 者 所 看 到 的 
一 样 。 并 且 给 定 气 体 粒 子 的 “ 共 动 ”坐标 不 是 x'(7) , 而 是 
r= x).] 这 样 一 个 粒子 的 引力 势能 了 正 是 由 中 心 在 原 
点 、 半 径 为 |x (2) | | 所 以 有 

t 3 
Ve) = |x (2) jp (2) T ix Col 
R? (+) 
RH) 
Ah, 是 粒子 的 质量 ,p (2) 是 气体 的 均匀 质量 密度 。 这 个 
粒子 的 动能 等 于 


= — = = mG | x(t) |?o (2) 


TW) = mlO = A mix) PE 
而 其 总 能 量 是 
= = lm |x(¢) |? 
E=T@M+VQ ;mR 


x | R) — ZE AOLO 


AH EXER. ERM saan) 相同 ,条 件 是 我 们 令 


1 xP 
E 2 RG k (15.1.26) 


对 于 六 一 一 1，E 是 正定 的 ， 所 以 引力 不 能 阻止 气体 以 有 限 
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的 渐 近 速度 扩散 到 无 穷 远 。 WE k= 0, EAS, 气体 刚好 
BEREK. HTF k= 十 1，E 为 人 负 , 脱 胀 最 终 必 将 停止 、 
随后 便 是 场 缩 . 

BA Newton 宇宙 论 重新 得 到 了 Einstein 方程 推出 的 主 
要 结 采 , 但 由 几 个 原因 可 知 它 本 质 上 是 不 完整 的 ， 首 先 ,我 们 
需要 用 广义 相对 论 来 判明 、 在 计算 x(z) 处 引力 势 的 时 候 可 
以 忽略 半径 为 |x| 的 球 以 外 的 所 有 物质 . 其 次 ， 当 介质 
本 身 是 由 其 有 相对 论 性 局 部 速度 的 粒子 构成 时 ， 我 们 不 能 用 
Newton 力学 ， 最 后 , 只 有 应 用 广义 相对 论 , 我 们 才能 借助 字 
宙 标 度 因 子 RO 来 正确 地 解释 观测 到 的 光 信 号 . 


2. 字 宙 现在 的 密度 和 压强 


宇宙 现在 的 能 量 密度 和 讨 强 ， 可 直方 程 《15.1.18) 和 
(15.1.19) 得 出 : 


po 二 2 (4+) (15.2.1) 
0 
_ 1 k 2 
p=- 4. | 让 + HI 一 298)| a522 
o 


式 中 R 是 字 宙 标 度 因子 R (z) HREH H R gy 14.34 
所 定义 的 Hubble 常数 R/R 和 减速 参数 一 姜 R/ 妆 的 现在 值 . 
由 (15.2.1) 可 知 ,空间 曲率 《/R? NERY AREF wm 究竟 
大 于 还 是 小 于 临界 密度 


2 2 
ps = 3H 1.1 x 1072 (e) g/cm? (15.2.3) 


8xG 75km/sec/ Mpc 
正如 我 们 将 要 看 到 的 ， 有 足够 的 根据 认为 字 宙 现在 的 能 

量 密度 主要 决定 于 非 相 对 论 性 物质 , 且 满 足 
fo K Ma (15.2.4) 
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如 果 确 实 如 此 ,那么 由 《15.2.2) 便 得 到 用 可 观测 参数 友和 4 
表示 空间 曲率 的 公式 : 


一 2 
Ri (24) 一 DHE (15.2.5) 
而 由 (15.2.1) 得 到 现在 密度 与 临界 密度 〈15.2.3) 的 比 为 
钙 一 24o (15.2.6) 


Pe 
对 于 go> 1/2, FEJESA, H o> oe, Mt g<1/2, 
宇宙 为 负 弯 曲 , Ha<e. 如 果 我 们 相信 由 红 移 -光度 关系 
CU 14.6 W) 导出 的 数值 全 1 和 Ho ~ 75km/sec/Mpc, 我 
们 就 必须 作出 结论 说 字 宙 的 密度 约 为 2p., 即 约 为 2 x 
107?g/cm’, 

可 惜 这 个 结果 与 观测 到 的 星系 质量 密度 不 符 9.， A 
15Mpc 以 内 的 旋涡 星系 的 质量 ,可 以 通过 它们 的 自转 速度 曲 
线 ( 即 旋转 速度 作为 到 星系 中 心 距离 的 函数 ) 的 动力 学 分 析 确 
€. 约 有 6 个 椭圆 星系 的 质量 可 从 维 里 定理 由 算出 ， 用 这 种 
方法 得 到 的 质量 是 


_ 2 o> 
M Gly (15.2. 7) 


Ah Co 是 相对 于 质心 的 均 方 速度 ,Kd-!》 是 恒星 之 间距 离 
的 倒数 的 平均 。 是 系 对 的 总 质量 可 以 从 它们 的 相对 速度 和 距 
离 统 计 地 确定 ， 只 要 假定 这 些 星系 对 相对 于 视线 的 取向 是 随 
机 的 . 
在 所 有 上 述 三 种 方法 中 ， 星 系 质量 均 可 表示 为 如 下 形式 
的 公式 : 
M 一 ere (15.2.8) 


式 中 V 是 某 个 特征 内 部 速度 ，D 是 所 研究 对 象 的 某 个 特征 尺 
度 , 4 是 一 个 量 级 为 1 的 无 量 纲 数 , 它 与 所 用 的 方法 和 所 研究 
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对 象 的 具体 组 节 有 关 。 特征 距离 DD 由 对 应 的 角 尺度 8 MER 
学 红 移 z 用 式 (14.4.15) 和 (14.6.7) 来 决定 ， 当 xz 科 1 时 ， 
得 
zê 
H, 
(对 于 邻近 星系 ,“ 角 直径 距离 ” D/ 可 从 最 亮 恒星 .最 亮 球状 
星团 等 的 视 星 等 来 定 出 而 不 用 依据 红 移 。 但 若 这 种 距离 测 
定 成 了 用 来 测量 Hubble 常数 的 宇宙 距离 阶梯 的 一 部 分 , 则 这 
些 距离 中 的 任何 误差 也 会 反映 在 Hubble HAH, Alt DV 
会 与 6: 成 比例 .) 内 部 速度 了 直接 从 星系 的 红 移 围绕 其 平均 
值 = 的 分 布 来 测定 。 用 质 光 比 M/L 来 描述 这 样 测定 的 质量 
是 方便 的 ,绝对 光度 工 可 用 式 (14.4.12) 和 (14.6.7) 由 视 光度 
1 得 出 ,对 于 小 红 移 有 

L = 4riz Hz? (15.2.10) 
从 (15.2.8) 一 (15.2.10) 可 知 ， 用 上 述 三 种 方法 测定 的 比值 
M/L 正比 于 Hubble 常数 H., 的 假设 值 . 

HIR Hy 为 75km/sec/Mpc, 则 看 来 上 本 圆 星系 的 质 光 比 
M/L 约 为 太阳 比值 Mo/Lo 的 50 倍 ， 而 估计 旋涡 星系 的 
M/L 为 Me/Ls 的 1—20 倍 ， 按 照 Oot AXES M/L 值 的 
考察 ,对 于 全 部 星系 的 总 的 质 光 比 约 为 21M。/Le。， 因为 
Hubble 常数 很 可 能 不 等 于 75km/sec/Mpc, 所 以 这 个 结果 应 写 
为 


D= (15.2.9) 


M Me A 
Z a 21—* [noo 15.2.11 
L Lo \75km/sec/Mpc £ ) 


《例如 ，van den Bergh’? 对 星系 质量 进行 了 类 似 Oort 的 分 
析 ， 但 假定 Ho 一 120km/sec/Mpc， 从 而 得 到 M/L 结果 为 
30Mo/Lo.) Oort 也 用 星系 计数 估计 出 宇宙 的 光度 密度 为 
2.2 X 107°Lo/pe’; XAMA Mo 的 比例 关系 和 L/D? 一 样 , 根 
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据 (15.2.9) 和 (15.2.10) 知 L/D? A Ho 成 正比 ,所以 对 于 一 般 
的 Hubble 常数 ，Oort 关于 光度 密度 的 估计 是 


H 
L ~2.2 X 10"Lo/pè (E) 15.2.12 
ofP 75km/sec/Mpc C ) 


现在 可 以 得 到 宇宙 的 蛙 系 质量 密度 为 
vom (Fanta) Me 
= 4.6 X 10°M6/pe? (act) 
= 3.1 x 10-ag/cms aaa) (15.2.13) 
这 比 临 界 密度 15.23) 小 一 个 因子 


Pc ~ 0.028 (15.2.14) 
pe 


(最 近 Noonan 和 S.L. Shapiro’) 估计 这 个 比值 为 0.016 和 
0.010.) 注意 这 种 结果 并 不 依赖 于 Hubble 常数 的 真 值 . 还 要 
注意 虽然 知道 了 pe Mo 并 不 相等 ,但 它们 接近 得 足以 使 我 们 
MSS AS SS RBA. 

如 果 宇 军 的 质量 主要 素 集 在 星系 中 , 则 由 式 (15.2.14) 和 
(15.2.6) 得 出 减速 参数 

Qh ~= 0.014 如 果 pm © pe (15.2.15) 

这 表示 字 宙 是 开放 的 , 其 曲率 为 负 , HA RSH. XT gp 
值 不 符合 从 红 移 和 光度 得 出 的 结果 , 后 者 给 出 mw = 1 CRA 
考虑 可 能 的 演化 或 选择 效应 改正 )。 当 然 ,演化 或 选择 效应 可 
能 对 于 qo 的 测量 有 显著 影响 。 但 是 ， 如 果 尝 试 性 地 接受 p 
的 量 级 为 1 的 结果 , 则 只 能 得 出 这 样 一 个 结论 ,在 普通 星系 以 
外 的 某 处 必须 发 现 约 2 Xx 10~3g/cm 的 质量 密度 .但 它们 在 
Wis BAW 

有 一 个 地 方 可 以 去 寻找 失踪 的 质量 ， 这 就 是 星系 团 内 部 
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的 星系 际 空 间 ， 在 后 发 座 中 有 一 个 由 构 圆 是 系 组 成 的 富 星系 
团 , 从 这 个 是 系 团 的 光滑 形状 看 来 它 是 受 引 力 束 缚 的 。 如 果 
是 这 样 的 话 , 它 的 质量 可 由 维 里 公式 (15.2.7) 得 出 。 用 这 种 
方法 得 到 的 M/L 值 忠 是 各 别 椭圆 星系 M/ 工 比值 的 4 一 20 
倍 .( 这 些 数 值 是 对 Ho 一 75km/sec/Mpc 而 言 的 ,) 如 果 星 系 团 
内 的 物质 确实 比 它们 的 各 个 星系 内 的 物质 要 多 20 倍 , 则 宇宙 
的 密度 将 增加 到 接近 临界 密度 (15.2.3) 事实 上 , 已 经 发 现 
在 后 发 座 星 系 团 中 充填 着 X 射 线 源 中 ， 这 表示 存在 着 温度 约 
为 7 X 10K 的 电离 所 星系 际 气体 但 是 这 种 源 的 强度 表 
明 ， 这 种 气体 的 质量 大 约 只 有 维 里 定理 所 要 求 的 质量 的 百 分 
之 一 .必须 记 住 , 后 发 座 星 系 团 可 能 根本 就 不 是 束缚 的 ”, 在 
这 种 情况 下 , 维 里 定理 就 高 估 了 它 的 质量 ， 许多 富 是 系 团 如 
室女座 星系 团 和 武 仙 座 星系 团 是 高 度 不 规则 的 ， 完 全 不 呈现 
Re HE, 

如 果 失 踪 的 质量 不 在 星系 团 内 部 ， 则 我 们 必须 在 星系 团 
际 空间 去 寻找 它 。 一 个 合理 的 要 求 是 , 星系 团 际 空间 的 总 密 
度 必 须 小 于 星系 团 内 的 密度 ， 所 以 星系 团 才 呈现 显著 的 聚 
F. 星系 田 外 部 的 总 体积 约 比 星系 团 内 部 体积 大 500 fF, Br 
以 星系 困 内 部 的 密度 约 为 (15.2.13) 式 的 500 倍 ， 即 约 为 
10-%g/cem?, 因此 ,即使 星系 困 外 部 的 密度 比 星系 团 内 部 密度 
小 一 个 数量 级 ,对 于 我 们 所 需要 的 全 部 失踪 质量 而 言 ,星系 团 
际 空间 仍然 有 很 大 的 余地 . 

失踪 的 质量 可 能 包含 在 偶然 处 于 星系 际 空间 (ERA A 
部 或 外 部 ) 的 正常 恒星 里 ,或 者 包含 在 太 暗 而 末 被 观测 到 的 矮 
星系 之 中 。 由 河 外 源 贡献 于 夜 天 亮度 的 极限 ，Peebles 和 
Partridge’ 估计 正常 恒星 (无 论 它 们 处 于 何 处 ) 中 的 总 质量 密 
度 必须 小 于 0-130. 这 个 估计 不 排除 如 下 的 可 能 性 , 即 失踪 
的 质量 包含 在 矮星 系 或 星系 际 空间 里 具有 很 高 M/L 值 的 障 
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星之 中 。 人 们 立刻 会 想到 11.9 节 讨 论 过 的 “黑洞 >， 但 是 , 上 
述 关 于 星系 质量 的 估计 表明 ， 典 型 星系 中 并 不 包含 压倒 多 数 
的 暗 星 , 那么 为 什么 在 其 它 地 方腊 星 会 占 优势 呢 ? 另 一 种 可 
能 性 是 ,失踪 的 质量 包含 在 已 发 生 引力 韦 缩 的 整个 星系 之 中 ， 
很 难看 出 这 种 假说 如 何 才能 被 证 实 ， 除 非 观测 正在 醋酸 着 坟 
缩 的 星系 ,或 者 观测 碰巧 通过 声 缩 星系 附近 的 光线 的 偏 折 . 

， ”失踪 的 质量 可 能 以 高 度 相 对 论 性 粒 于 《如 宇宙 线 、 光子、 
中 微 子 或 引力 子 ) 的 形式 被 发 现 ， 不 难看 出 ,在 通常 热 核 过 程 
中 产生 的 光子 和 中 徽 子 ,不 可 能 具有 同 通常 非 相 对 论 性 静 质 
量 相 比 拟 的 能 量 密度 , 因为 即使 宇宙 起 始 于 纯 氨 并 一 直 “ 烧 ” 
成 铁 , 释放 出 的 能 量 最 多 约 为 每 核子 9MeV, 这 只 是 核子 静 质 
量 的 1%。 . 若 高 度 相对 论 性 粒子 在 宇宙 质量 密度 中 占 优势 ， 
则 它们 必然 产生 于 特殊 的 过 程 如 物质 - 反 物质 通 灭 或 引力 声 
缩 之 中 。 或 者 是 早期 字 宙 所 遗留 下 来 的 。 上 暗 弱 的 分 立 射电 源 
在 频率 v 处 观测 到 的 总 能 流 密度 的 量 级 为 em | 

Sv) = 107! Wm7Hz (o 
所 以 ， 从 这 些 源 发 出 的 波长 大 于 75cm 的 射电 辐射 的 总 能 量 
密度 约 为 
Pya = MZOS x 10 ”Wm™ ~ 107%g/cm? 


在 这 些 波长 处 的 各 向 同性 背景 比 这 个 值 大 不 了 一 个 数量 
级 中 ,对 于 75cm 到 0.05cm 之 间 的 微波 和 远 红 外 波长 ,辐射 流 
主要 是 2.7°K 背景 ( 见 15.5 $), 其 能 量 密度 由 Stefan-Boltz- 
mann 定律 得 出 是 44 X 10-%g/cm*®, FEL FARA BIE he 
BBE (GTO ABU 10 g/cm*, 观测 到 的 和 射线 背景 在 
能 量 互 处 的 能 流 密度 的 量 级 为 5 

OCE) > 20 HEF cm sec! sr keV" ECkeV))7 - 
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如 果 这 个 背景 是 河 外 的 则 它 在 0.1keV 和 1MeV ZAREE 
的 能 量 密度 为 


1MeV 
Pxaa = | ev 4nOCE)EdE ~ 3 X 10°keV + cm ?sec™! 
O.1keV 


= 107"g/cm? 
估计 100MeV 以 上 的 7 射线 的 能 量 密度 加 小 于 3 x 10-%8/ 
cm’, 观测 到 的 宁 定 线 粒 子 9 的 能 量 密度 不 超过 约 107% g/ 


cm’, 


这 些 估 计 表 明 ， 相 对 论 性 粒子 对 宇宙 总 能 量 密度 的 最 大 
贡献 是 由 2.7"K 微波 背景 所 提供 的 ,这 将 在 15.5 节 中 讨论 , 它 
的 密度 小 于 星系 静 质 量 密度 (15.2.13) 的 百 分 之 一 ,这 证 实 了 
我 们 在 Einstein 方程 和 守恒 方程 中 试探 性 地 省 略 压强 是 对 的 . 

但 是 ， 失 踪 的 质量 可 能 由 中 微 子 或 引力 子 组 成 ,它们 
同 物质 的 相互 作用 太 微 弱 而 没有 被 观测 到 。 特别 是 可 以 预期 
中 微 子 的 能 量 密度 至 少 可 以 比拟 于 微波 电磁 辐射 ， 很 可 能 还 
要 大 许多 数量 级 〈 见 15.6 节 )。 如 果 宇 宙 的 能 量 密度 确 是 由 
高 度 相 对 论 性 粒子 所 决定 , 则 压强 为 


po = S (15.2.16) 


代替 (15.2.5) 和 (15.2.6), 现在 由 Einstein 方程 得 到 


z —1 15.2.17 
Ri Hi( go ) (C15.2. ) 


Lg (15.2.18) 
Pc 1 


式 中 o 是 和 前 面 一 样 的 临界 密度 《15.2.3)。 现 在 对 应 于 = 
0 和 po 一 0. 的 临界 减速 参数 为 qo 一 1， 而 不 是 qo 一 1/2， 
对 于 给 定 的 qo。 和 Ho ERR RE RT ENER 
的 一 半 ， 
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虽然 以 目前 的 观测 为 依据 还 不 能 排除 以 光子 、 中 微 子 或 
引力 子 为 主 的 宇宙 , 但 比较 稳妥 的 假设 是 : 失踪 质量 所 取 的 
形式 是 充满 整个 空间 的 稀薄 的 电离 氢 或 中 性 氢气 体 ， 已 提出 
来 探测 这 种 气体 的 各 种 方法 ， 依 赖 于 从 宇宙 学 距离 到 达 我 们 
这 里 的 电磁 信号 ,因此 ,我 们 必须 把 关于 这 种 气体 的 讨论 延迟 
到 15.4 节 , 现 在 我 们 来 研究 动力 学 宇宙 论 方程 的 解 ， 


3. 物质 为 主 的 时 期 


我 们 已 经 注意 到 ,在 现在 的 宇宙 中 ,已 知 形式 辐射 的 能 量 
BRENT RAR RED AZ. RRA (15.1.22) 和 
《15.1.23)， 静 质量 的 能 量 密度 与 R” 成 比例 ， 而 辐射 的 能 
密度 与 R- 成 比例 ,所 以 ,我 们 能 够 有 一 定 的 把 担 作 结 论 : 至 
少 从 RO 为 其 现在 值 的 百 分 之 一 那个 时 刻 以 来 ,宇宙 的 膨胀 
一 直 被 它 的 非 相对 论 性 物质 所 控制 ， 这 个 时 刻 肯 定 要 上 滴 到 
Palomar 山 200 英寸 望远镜 收集 到 的 光 发 射 之 前 很 久 , 因 为 已 
观测 到 的 星系 和 类 星体 所 具有 的 红 移 x 比 100 小 得 多 , 而 且 
实际 上 小 于 345 所 以 , 红 移 ,光度 ,计数 、 角 直径 等 等 之 间 经 验 
关系 的 研究 只 能 揭示 宇宙 历史 中 的 物质 为 主 时 期 ， 

在 这 个 时 期 中 控制 宇宙 的 动力 学 方程 是 Einstein 方程 
《15.1.20)， 


R + k= ZE pR (15.3.1) 
AH 2 取 适 合 于 物质 为 主 的 宇宙 形式 (13.1.22): 
P _({R\? 
£ (2) (15.3.2) 


1) 现在 已 观测 到 z = 3.5 的 类 星体 ， 一 一 译 者 注 
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利用 式 (15.2.5) 和 (15.2.6) 号 出 以 m MA RAH m M 
/Ri 是 方便 的 : 


k 
Ri = (2% — Dm 


Se = 24H} 


THER (15.3.1) 和 (15.3.2) 得 


(2) = Hi |1 — 2p + 24 (人 | (15.3.3) 
该 方程 的 解 一 般 可 以 表示 为 以 R 表 示 : WAR: 
=L [e lı — 2ga + Zaj dx (15.3.4) 

Ha 40 _ x . 


式 中 + 一 0 EXX R K RNA. 特别 ， 宇 宙 现 在 的 年 龄 
为 


1 -i 
a= f| — 2q + 2| dx (15.3.5) 
对 于 任何 正 的 go, 宇宙 年 龄 必须 小 于 Hubble 时 间 ， 
fy < 去 (15.3.6) 


这 在 15.1 节 中 已 经 说 过 了 ， 
积分 (15.3.4) 的 性 质 可 以 方便 地 分 三 种 特殊 情况 来 进行 
讨论 ( 见 图 15.1); 
CA) qg > 1/2 (R= +1, p> p:)， 为 方便 起 见 , 用 下 
式 定义 一 个 展开 和 角 : 
‘5 . {24 —1\ RC 
1 — cosg = =)> (15.3.7) 
于 是 由 (15.3.4) 得 出 
Hot = qo 29 — 1J} [6 — sing] (15.3.8) 
这 是 一 条 圆 深 线 的 方程 ;在 6 一 0，: 一 0 HR) MBAR 
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15.1 Einstein 方程 对 于 曲率 k= +1, k=0,k= -1 
的 Robertson-Walker ZER. 治 曲 线 k= Al 的 数字 代 


表 不 同时 期 减速 参数 qo 的 值 。 
增加 ;而 当 
On = n= h 
m, $ H,(2q 一 1)? 
时 达到 极 大 值 
R(1n) = -aoR。 (15.3.9) 
24 — 1 


然后 在 0 = 2r, t= 2im 时 又 回 到 零 . 现在 的 时 刻 可 在 式 
(15.3.7) HS RO ST R 来 决定 ; 于 是 展开 角 0 的 现在 值 
由 下 式 给 出 


cosO = 1 (15.3.10) 
go 


从 而 宇宙 年 龄 为 
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hb = He'qo(2q.—1)7*” [cos (4 一 1) 一 1 (24, — 1] 
Jo 


qo 


(15.3.11) 
例如 ， 若 我 们 相信 oo ~ 1 A H= 13 x 10 年 则 由 式 
(15.3.10) 得 出 Oy ~ x/2, 由 式 (15.3.11) BHF HERE 


ly (= — 1) He" = 7.5 X10 年 。 (15.3.12) 


式 (15.3.9) 表明 ,在 时 刻 
tm œ~ AD 40 X 10 年 (15.3.13) 
宇宙 将 达到 它 的 极 大 半径 Rn) © 2R, FRAN SE AA 
期 经 历 的 时 间 是 2 局， 即 约 为 80 x 10° 4, 
(B) q = 1/2 (R=0, p =p). 在 这 种 情况 下 。 由 
(15.3.4) 得 


Ai! _ (22) (15.3.14) 


所 以 RO 无 限 增加 。 对 于 H= 13 Xx 10? E, FEER 
为 
= = He = 9 x 10°48 (15.3.15) 


这 就 称 为 Einstein-de Sitter 模型 。 
(Cc) 0 一 go 一 1/2 Ck = 一 二 po 一 Pc). 在 这 种 情况 下 ， 
可 应 用 式 (15.3.7) 和 (15.3.8), 不 过 现在 的 展开 角 9 是 虚数 


0 = iF 
从 而 
Hot = gol — 2q)” [sinh & — F] (15.3.16) 
式 中 更 决定 于 
cosh BW — 1 = L240 RG) (15.3.17) 
qo Ro 


正如 情况 (8) 那样 , 这 里 标 度 因子 RO) 无 限 增加 ; 当 “一 00 
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时 ,我 们 有 
EA ? 5 qll — 2g X'e" > (1 — 2q) Ha (15.3.18) 


EA (15.3.17) HS RG) 等 于 Ro, 得 


1 
cosh Y, = (— — 1 (15.3.19) 
. G ) 
由 此 得 出 现在 时 刻 即 宇宙 年 龄 为 
o = Hy? 1 — 2g) — pl — 2q) cosh (+ — 1 
n = | ( gy 一 gol qo) G ) 
(15.3.20) 


例如 ， 若 我 们 把 宇宙 的 质量 密度 取 为 星系 内 所 包含 的 质量 密 
度 , 则 按 式 (15.2.15), qo 约 为 0.014, 故 Po ~ 5， 而 宇宙 年 齿 
近似 等 于 Hubble 时 间 
ty =~ 0.96H5! = 13 x 10° 年 (15.3.21) 
”值得 在 此 提 一 下 ,减速 参数 4= 一 RR/R 一般 是 随时 
间 变 化 的 。 对 于 不 一 +1, o@) 决定 于 与 式 (15.3.10) 相似 
的 公式 
q = (1 十 cos0)7! 
所 以 ， 当 6 在 一 个 字 宙 周期 中 从 0 变 到 2x 时 ，4 从 1/2 变 
到 ce 然后 再 降 到 1/2。 对 于 《一 一 1，4(z) 决定 于 与 式 
(15.3.19) 相似 的 公式 
q= (1 + cosh WV)! 
所 以 ,当下 从 0 变 到 co 时 , 9 从 1/2 不 断 地 降 到 零 , ME R=0 
的 情况 下 a 才 保 持 常 数 ,数值 为 4 一 1/2。 因此 , 除 g = 1/2 
外 对 任何 特定 的 qo 值 都 不 能 赋予 特殊 的 意义 。 例如, 光度 距 
离 与 红 移 的 直线 拟 合 表明 qg = 1 (除非 演化 效应 或 选择 效应 
是 重要 的 ; 见 14.6 节 ), 但 是 ,在 物质 为 主 的 宇宙 中 这 纯 属 偶然 ， 
因为 如 果 现 在 g 一 1, 则 过 去 qo < 1, 而 将 来 Qh > 1。 仅 在 
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辐射 为 主 的 宇宙 中 , k= 0 ASB go 一 工 [ 见 式 〈15.2.177]， 
因而 减速 参数 为 1 的 情况 是 稳定 的 . 

上 面 推出 的 关于 RO 的 公式 ,可 以 用 来 把 前 一 章 的 唯 象 
分 析 延 促 到 任意 大 的 红 移 。 根据 式 (14.3.6), Æ n HABA 
且 红 移 为 z 的 光 是 当 标 度 因子 共有 如 下 数值 时 发 射 的 : 

Ro 
R, = it: (15.3.22) 

光源 的 共 动 径 向 坐标 由 式 〈14.3.1)。(14-3.2) 和 《15.3.3) 决 
定 . 


puera- I 


ti R(t) R; RR 
一 1 1 _ 240 1/2 ede 
RoHo jl 240 + x | d 
借助 式 (15.2.5) 可 以 直接 证 明 : 对 所 有 三 种 可 能 的 和 & 值 ， 思 
具有 相同 的 表达 式 : 
= 2 + (go—1)(—1 4+ 2q02 + 1) (15.3. 23) 
HoRogi(1 + z) 
将 (15.3.22) 和 (15.3.23) (RA (14.4.14) 就 得 出 由 视 光 度 同 
绝对 光度 比较 而 测 得 的 “光度 距离 ”是 
di = 人 + z) 
-5z [zp + (qo — 1X1 + Vg + 1)1 
(15.3.24) 
在 4 的 某 些 测定 工作 中 ,是 将 观测 到 的 dizz 曲线 同 这 个 精确 
公式 比较 , 而 不 是 同 与 模型 无 关 的 近似 公式 〈14.6.8) 


d, = Hy |e + + (1-- oo] (15.3.25) 


比较 ,严格 说 来 ,上 式 仅 当 z 一 0 时 才 成 立 . 当 gm 一 0 和 a=! 
I}, (15.3.24) 和 (15.3.25) 的 差别 消失 ， 而 对 于 0 天 xz 一 0.5 
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《这 包括 所 有 已 知 红 移 的 星系 ?) 和 0 < q < 1.5, 这 个 差 值 
INF 10%, 所 以 ,只 要 go 不 很 大 ,用 精确 公式 (5.3.24) 和 用 
近似 公式 (15.3.25) 来 确定 go, 二 者 之 间 没 有 显著 的 差别 . 
“fA HERBS” d4 和 “自行 距离 ”dy 可 由 式 (14.4.22) All 
(14.4.23) Fd, 直接 表 出 : 
dr 一 (1 十 zi 加 一 (1 十 2 
而 由 《14.4.10) 得 到 “视差 距离 ”zz 是 
dy = {[2q0 + (go — IX 1 + V 2go + 1)]}/ 
{Hol qiC1 + 2)? — (2g — 1){ 2G + (go — 1) 
x (=1 +f 2q2 + 1I} (15.3.26) 
14.7 节 讨 论 的 计数 现在 可 更 明显 地 表 为 源 密 度 ”的 泛 
H. ELEN AMY z, H (15.3.4), (15.3.22), (15.3.23) 
和 《14.7.77 一 (14.7.97， 就 得 到 红 移 小 于 > 而 视 光 度 大 于 /的 
源 数 为 
N(<z,>1)= f ar zL) 


42H, go 
x CL +z 十 2g) 
x [gg + (go — 1X1 + V 2qo2" + DPn’, L)dz’ 


(15.3.27) 

式 中 
sosa (HE) -t+ (a8) 
(15.3.28) 


而 nle, LJAL 是 红 移 为 x 且 绝 对 光度 在 工 和 工 十 4L Sia 
的 源 的 固有 数 密度 . 对 于 具有 谱 (14.7.13) 的 射电 源 ， 由 式 
(15.3.4), (15.3.22), (15.3.23), (14.7.15), (14.7.16) 和 


1) 现在 已 知 最 大 红 移 的 星系 有 s=0.75, REE 
. 562 。 


(14.7.8) 得 出 红 移 小 于 z BIR v AIR AF sR 
数 为 


NC <z, >s;»)=| dP 
0 


mints, Eyja PY 
| 4xH; iqa 4 


x C1 + a CL 2g)? 
X[sg'zo 十 (go 一 1 一 工 十 NEP + 1) PnC, Pv jdz 
(15.3.29) 
式 中 Zsa) 是 如 下 方程 的 解 
(1 + x) OP] 2g) 十 《qo 一 1)( 一 1 十 AM aor +1) 


= gH, oj (15.3.30) 


nz, P; v)dP 是 红 移 为 > 且 在 频率 > SOA A R EP 
P 十 dP 之 间 的 源 的 固有 数 密度 . 假如 没有 源 的 演化 ， 则 由 
《14.7.18) 和 《14.7.19) 可 以 得 到 =” 与 z 的 关系 ， 

zs L) = 200, LCI + zF. 

alc, P, x) = 200, P, oX + z} 
从 而 (15.3.27) Ñ (15.3.29) 中 的 2’ 积分 能 够 明显 地 积 出 , 但 
是 ， 我 们 已 经 在 14.7 节 闭 到 ， 这 个 假说 局 射电 源 计数 
NC > S; ») 或 类 星体 计数 N《 二 z) 不 符合 ， 因 此 ,最 好 是 用 
(15.3.27) 和 (15.3:29) 来 获得 aCe, L) win Cz, P; v) 对 于 > 
和 工 或 了 的 关系 ，Longairc3 用 这 种 方法 得 出 结论 说 , BA 
射电 源 数 密度 像 六 "5 那样 减 小 (不 计 字 宙 膨胀 )， 要 人 么 是 平均 
源 功 率 像 所 :那样 减 小 。 此 外 , 看 来 在 早期 需要 有 一 个 鲜明 
RT. SAX PARRA IL, Schmid 对 3C 表 中 
类 星 射 电源 的 研究 显示 出 同样 的 一 般 性 质 一 一 对 于 0 < < 
1, 固有 数 密度 随 = 增加 比 (1 十 x 站 快 得 多 ;而 对 于 z > 2 则 
陡峭 地 下 降 ， 可 能 这 种 截断 标志 着 是 系 或 类 星 射电 源 的 形成 
时 期 ， 


+ 563 ¢ 


宇宙 年 龄 是 可 以 帮助 我 们 在 不 风 宇 宙 模 型 中 作出 抉择 的 
一 个 更 重要 的 数据 ， 由 放射 性 元 素 及 其 赔 变 产物 在 地 壳 中 的 
相对 丰 度 定 出 的 地 球 年 龄 ， 为 宇宙 年 龄 提供 了 一 个 明 侈 的 下 
限 。1929 年 Lord Rutherford"! 算出 地 球 年 龄 为 3.4 x 10? 年 ， 
由 现代 的 研究 叹 定 出 地 球 年 龄 的 可 靠 数 值 是 4.5 X 10° 年 . 若 
Hubble 了 时间 Hy! 为 13 x 10? 年 ， 则 根据 式 (15.3.11), 下 限 
h> 4.5 X 10? 年 要 求 q <5, 

放射 性 纪年 也 可 用 于 银河 系 。 研究 重 元 素 在 恒星 内 部 合 
成 的 基础 工作 是 1957 年 E. M. Burbidge, G. R. Burbidge, 
Fowler 和 Hoyle 发 表 的 一 篇 论文 =。 《这 篇 文章 的 目的 至 少 
有 一 部 分 在 于 ,阐明 元 素 可 在 恒星 内 形成 而 无 需 “ 大 爆炸 ?>, 从 
而 为 稳重 态 模型 作 辨 护 ， 本 章 第 7 节 将 谈 到 , 目前 公认 绝 大 
多 数 元 素 是 在 恒星 内 形成 的 ,但 有 一 个 很 重要 的 例外 , 即 所 可 
能 在 炽热 的 早期 字 宙 中 已 经 形成 了 .) 根据 这 一 工作 , Shi 
位 素 是 由 较 早 世代 的 恒星 中 快速 中 子 增殖 过 程 ( 盖 过 程 ) 所 
形成 的 ， 可 算出 初始 丰 度 比 为 


U?” = A EJ 
E], = 1.65 + 0.15 (形成 时 》 
已 精确 地 知道 这 些 同位 素 的 衰变 率 为 


ACU) 一 0.971 X 10-?/ 年 
aU) = 0.154 X 10-?/ 年 
而 现在 它们 的 丰 度 比 为 
U235 


Fal, = 0.00723 (现在) 


如 果 所 有 的 铀 都 是 在 银河 系 诞 生 时 刻 to 以 后 立即 形成 的 , 则 
银河 系 的 年 龄 必须 是 Co 


la [UU], — In [ U25/U238]。 
h — tg = ~- = 6.6 X 10 
9 G ACU) 一 20028) 年 
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任何 在 银河 系 历 下 上 较 早 时 期 出 现 的 社会 ， 将 会 发 现 裂 变 
位 素 U 比 县 前 地 球 上 的 比例 更 大 . 

估计 U Fi U= 初始 让 度 比 时 20% MIRA, EE RR 
年 龄 时 只 带 来 4% 的 误差 .一 个 大 得 多 的 不 确定 性 的 来 源 是 
由 于 如 下 可 能 性 ， 即 显著 数量 的 铀 在 银河 系 诞生 之 后 很 久 才 
形成 . 在 这 种 情况 下 ,银河 系 的 年 龄 显然 要 大 于 6.6 x 10E, 
为 了 解决 这 个 问题 ， 已 用 其 它 的 让 度 比 来 与 U 末 和 U* HOLE 
相配 合 ， 元 素 合成 阶段 的 持续 时 间 与 这 个 阶段 的 开始 时 刻 一 
起 作为 自由 参量 。 Fowler 和 Hoyle?” 用 比值 Th*3/U” 和 
UU Bik, Er 过 程 中 形成 的 最 老 元 素 的 年 龄 在 9.6 x 
10° 年 与 15.6 X 10° 年 之 闻 , Clayton’! 把 R/O 的 比值 包 
括 在 自己 的 分 析 中 , 结果 同 Fowler 和 Hoyle WAM. 但是， 
在 这 里 化 学 分 离 效应 可 能 是 重要 的 ,所 以 ,这 些 结果 可 能 包含 
着 较 大 的 系统 误差 。 Dickeps1 坚持 主张 ，” 过 程 元 素 的 大 多 
数 是 在 银河 系 形成 后 几 亿 年 内 产生 的 ,在 这 种 情况 下 ,银河 系 
年 龄 接近 于 7 x 10 年 。 可 以 断定 ,银河 系 的 , 从 而 宇宙 的 年 
RESET X 10 年 ,所 以 , 对 于 Hs! = 13 x 10 FA g< 
2.3， 但 是 还 不 能 认为 放射 性 纪年 定 出 的 银河 系 年 龄 是 准确 
的 . 

也 有 可 能 通过 银河 系 球状 星 困 的 研究 来 估计 银河 系 的 年 
龄 .球状 星 团 是 包含 数 以 于 计 的 单个 恒 是 的 致密 星团 ,所 以 ， 
它们 的 H-R 图 (光度 和 光谱 型 之 闻 的 关系 ) 可 以 定 得 比较 准 . 
此 外 ,球状 星团 中 恒星 的 低 金 属 含量 表明 , 它们 属于 从 原始 星 
系 凝 聚 出 来 的 第 一 代 恒星 MARKY, 见 14.5 节 ), 因而 是 
属于 我 们 银河 系 的 最 老 天 体 。 如 果 球 状 星团 中 的 所 有 恒星 具 
有 相同 的 化 学 组 成 和 年 龄 ， 只 是 质量 不 同 ， 则 这 些 恒星 位 于 
H-R 图 中 的 一 条 轨迹 上 ,这 条 轨迹 的 形状 仅仅 依 束 于 年 龄 和 
初始 化 学 组 成 。Ibenp2 把 恒星 演化 方程 的 计算 机 解 与 驳 测 到 
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的 大 量 球状 星团 的 H-R 图 中 的 司 星 密度 作 比较 ,推出 星团 年 
HA 8 x 10’ 年 到 18 x 10 年 ， 对 应 的 初始 氨 丰 度 ( 按 质量 
计 ) 为 33% 到 24%。 不 排除 所 有 星团 有 相同 的 年 龄 ,这 个 年 
KORA] EAE 9.5 X 10° 年 至 15.5 x 10? EZE. 如 果 宇 宙 年 
龄 实际 上 大 于 9 X 10°48, iff] Hubble 时 间 Ho! 是 13X109 年 ，- 
WW 4 必须 小 于 1/2, 字 宙 应 当 是 无 限 的 , 旦 其 曲率 为 负 , 正 如 
上 一 节 讨 论 的 质量 -密度 估计 所 指明 的 那样 . 

要 从 这 些 字 密 年 龄 的 估计 得 到 关于 空间 曲率 的 确定 结论 
尚 为 时 过 早 . 但 是 , 铀 年 龄 和 球状 量 困 年龄 大 致 可 与 Hubble 
时 间 相 比较 的 事实 , 提供 了 这 样 一 个 有 力 的 论据 , 即 观测 到 的 
红 移 同 光 度 距 离 的 相关 性 确实 与 字 宙 演化 有 某 种 联系 ， 

物质 为 主 时 期 中 的 RO) 的 显 式 解 可 以 用 来 说 明 限 制 我 
们 观察 字 宙 的 视界 .光速 为 任何 信号 的 局 部 传播 速度 确定 了 
一 个 上 限 ,所 以 在 一 给 定时 刻 1, 在 + 一 0 的 观测 者 接收 到 的 
在 时 刻 发 射 的 信号 只 能 来 自 径 向 坐标 > 三 +, 这 里 7, 表示 
这 样 一 点 的 径 向 坐标 ,在 时 刻 4 从 那里 发 射 的 光 信 号 恰好 在 
时 刻 上 到 达 + 一 0， 根据 (14.3.1), n 决定 于 公式 . 

r dr t dë 

f woe = | RO (15.3.31) 
如 果 当 4 一 0 时 # RORK, 那么 原则 上 就 能 接收 字 宙 中 任 
何 共 动 粒子 (如 “典型 星系 ”) 在 充分 早期 发 射 的 信号 . 另 一 方 
m, 如 果 当 4 一 0 (或 在 无 奇 点 模型 中 当 二 一 一 c) 时 rR 
分 收敛 , 则 我 们 的 观察 范围 被 Rinder! 所 称 的 粒子 视界 所 限 
fl; 在 时 刻 * 可 接收 到 的 信号 只 能 来 自 位 于 径 向 坐标 ra(?) 
以 内 的 共 动 粒子 ,这 里 
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这 个 视界 的 固有 距离 (14.2.21) 是 

dn(t) = RG) ee 7 z =" Rw) f ES (15.3.32) 
从 式 (15.1.20) 不 难看 出 ,如 果 像 一 般 所 预期 的 那样 , 当 R 一 0 
时 p 增加 得 比 R-* 更 快 ,就 会 出 现 粒子 视界 。 特 别 是 , 如 果 
r 积分 的 最 大 部 分 是 来 自 物 质 为 主 时 期 ,就 可 以 用 (15.3.4) 以 
RG) 和 ARG) 来 表示 好 。 从 而 得 到 

RO or fi — Ca DR 
1 


RH 29, 一 Ro 
qi > > Ck = +1) 
2 (RG) 
aOR) 
dy(t) = 1 ( 0) 
n= 5 k= 
RC) cosh™ 41 + a 一 2q RC) 
RH 1 一 24 °° | goRo | 
h< > Ck = —1) 
(15.3.33) 


在 物质 为 主 时 期 的 较 早 阶段 , R 比 Ry 小 得 多 。 所 以 粒子 视界 
位 于 较 小 的 固有 虐 离 处 : 


—1/2 3/2 
dy) > He (2) (2) 一 二 (15.3.34) 
` 0 


对 于 g <1/2, 4t—> œ if RE) 无 限 增加 , 因此 du) 增加 
得 比 RO 快 , 所 以 粒子 视界 最 后 会 及 胀 到 包括 任何 给 定 的 共 
动 粒 子 。 对 于 a> 1/2， 宇 宙 在 空间 上 是 有 限 的 , 根据 式 
(14.2.4), 其 周 长 为 

L(t) = 2xR (e) : (15.3.35) 
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朝 任 一 给 定 方向 往外 着 ， 我 们 可 以 一 直 着 到 位 于 这 个 周 长 一 
定 部 分 处 的 共 动 粒子 ,这 个 部 分 由 式 (15.3.33) 和 (15.2.5) 决 
定 : 


aft) 1 si fi — (24 ~ DRO (15.3.36) 


L(+) 2r ' { qoRo 

当 RO 膨胀 到 它 的 极 大 信 (15.3.9) 时 , 这 个 分 数 是 1/2、 从 
而 我 们 能 一 直 看 到 “对 极点 ”， 不 过 , 直到 RO) 再 次 收缩 到 零 
为 止 ,这 个 分 数 总 保持 小 于 1, 所 以 ,在 这 个 时 候 以 前 ,我 们 不 
能 一 直 看 到 字 宙 一 周 ， 若 gm 一 1 而 太一 13 x 10°, W 
利用 式 (15.2.5) 得 出 现在 的 局 长 (15.3.35) 是 82 X 10? 光 
年 ,而 粒子 视界 位 于 这 个 距离 的 1/4, 即 20 x 10° 光 年 处 . 

正如 有 些 共 动 粒子 是 我 们 现在 不 能 看 见 的 一 样 ， 在 某 些 
字 宙 模型 里 可 能 存在 我 们 决 不 会 看 到 的 事件 ， 在 时 刻 立 发 
EE 六 的 事件 会 在 由 式 〈15.3.31) 定 出 的 时 刻 上 于 > 一 0 处 
成 为 可 见 的 。 如 果 当 * > 00 时 (或 在 下 一 次 收缩 到 刃 一 0 的 
时 刻 )# 积分 发 散 , 只 要 我 们 等 待 足够 长 久 , 原则 上 就 可 能 按 
收 来 自任 何事 件 的 信号 ， 反 之 ,如 果 对 于 大 的 上 值 , # 积 分 收 
伍 , 则 只 能 收 到 来 自 这 样 一 些 事件 的 信号 ,对 于 这 些 事 件 有 

i dr < i dt’ 
ro AT 一 大 7 a RC) 

式 中 mx 或 是 无穷 大 ， 或 是 下 一 次 收缩 到 R = 0 的 时 刻 ， 
Rindler22 称 此 为 事件 视界 ， 对 于 m <:1/2 BÈ qo = 1/2, R) 
Ri t > 00 按 * 或 如 律 增长 ,所 以 ”积分 在 上 > oo 时 发 散 ,不 
存在 事件 视界 .对 于 qo >> 1/2, 积分 在 tm CR, MES 
件 视界 : ZEN Rl 发 生 而 在 宇宙 声 缩 之 前 能 够 看 到 的 , 只 能 
是 某 一 固有 距离 以 内 的 事件 ,这 个 固有 距离 是 


dees) = RO) J 
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RG) |2» — cos {1 — 24% = ROO} 


RV 240 — 1 
(15.3.37) 
# qg = 1 EH = 13 X10 年 , 则 现在 发 生 的 且 总 有 一 天 会 
被 我 们 看 到 的 事件 , 只 是 那些 发 生 在 固有 距离 61 x 10° 光 年 
以 内 的 事件 . 


4. 星 系 际 发 射 和 吸收 过 程 


我 们 到 现在 为 止 所 讨论 的 ， 仅 仅 是 由 遥远 的 分 立 源 发 身 
出 来 ,通过 实质 上 是 真空 的 空间 传播 到 我 们 这 里 的 光 信 号 .但 
我 们 在 15.2 HBB, Einstein 方程 要 求 字 宙 的 能 量 密度 《如果 
取 Ho = 75km/sec/Mpe 和 qo © 1) 大 约 等 于 2X10-2?g/emz， 
这 比 观测 到 的 星系 质量 密度 约 大 70 倍 . 如 果 失 踪 质 量 所 取 的 
形式 ,是 充满 星系 际 空间 的 电离 气体 或 中 性 气体, 则 我 们 可 以 
期 望 ,由 观测 光 通 过 星系 际 气体 时 的 吸收 或 时 间 延 迟 ,或 者 观 
测 这 些 气 体 发 射 的 背景 辐射 ,就 可 以 测定 质量 密度 ,并 区 别 各 
种 宇宙 模型 ， 当 我 们 把 注意 转 回 到 物质 密度 和 不 透明 度 比 现 
在 大 得 多 的 早期 宇宙 时 ， 光 信号 的 吸收 以 及 背景 辐射 的 发 身 
和 吸收 变 得 更 为 重要 ， 

为 了 给 这 个 问题 的 讨论 奠定 一 个 基础 。 让 我 们 首先 考虑 
吸收 和 发 射 对 于 一 东 光 线 的 影响 ， 这 束 光 线 在 时 刘 以 频率 
n 离开 光源 ,而 在 时 刻 a 达到 地 球 。 如 时 在 中 间 介 质 中 不 产 
生发 射 , 则 这 束 光线 的 能 流 损失 由 下 列 形式 的 方程 决定 

Nt) = —A (a re ， r) NG) (15.4.1) 
式 中 六 是 该 光束 中 的 光子 数 密度 ， 而 AC, D MH ” 
的 光 的 〈 每 单位 园 有 时 间 的 ) 吸收 率 ， [这 里 暗含 着 , 在 时 刻 
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/， 光 线 中 的 光子 已 红 移 到 频率 v,.RCn)/RG).] 上 述 方 程 的 


解 通 常 可 以 写 为 如 下 形式 
N(#0) = en NC) (15.4.2) 
Sh ce AR: 
T= f A g ee r) dt (15.4.3) 


现在 假设 ,除了 光线 的 效应 以 外 ,介质 本 身 在 频率 » 处 的 单位 
频率 间隔 ， 单 位 固有 体积 和 单位 固有 时 间 内 各 向 同性 地 发 身 
To, DEE. 这 些 光子 不 成 为 光线 的 一 部 分 而 是 加 入 下 
面 就 要 讨论 的 各 向 同性 背景 辐射 .但 是 ，Bose 统计 要 求 光 子 
通过 受 激 发 射 59 过 程 加 入 到 光线 中 去 ,其 速率 ( 按 光 线 中 的 每 
个 光子 计 ) 严 格 地 由 下 式 决 定 : 

Qy, 1) 一 Fo) (15.4.4) 
不 用 方程 (15.4.1)， 现 在 可 把 光线 中 光子 数 密度 的 改变 率 写 
为 公式 


we 一 R(,) RCA) 
NO =A @ ee, r) NG) + Q g 2, 2 NG) 
(15.4.5) 


所 以 式 (15.4.2) 中 的 光 深 必须 写 为 . 
-p= ‘a v RC, — RCA) 
r f (4 ( RG? ‘) 2 h, RO 3 让) de (15.4.6) 
如 果 介 质 处 于 热平衡 (但 不 一 定 同 辐射 处 于 平衡 ), 则 2 
和 4 可 由 Einstein 公式 ?联系 起 来 ; 
Q(v, t) = exp |- Tol A, £) (15.4.7) 
式 中 4 是 Planck 常数 ,是 Boltzmann 常数 ,T(z) 是 介质 在 
Ne WHE. [这 个 结果 是 直接 从 细致 平衡 原理 得 来 的 . 介 
质 内 任 一 黎 迁 中 单位 相 空 间 体积 的 光子 的 自发 辐射 率 ， 等 于 
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BRIE IG FAC FE) h Boltzmann 因子 exp(—hv/kT) 
直接 给 出 的 高 能 态 和 低能 态 的 粒子 数 《Populations) 比 , 这 个 
因子 只 依赖 于 vz 和 7, 所 以 单位 相 空间 体积 的 总 自发 辐射 率 
Gè (15.4.4), 它 正 是 0) 等 于 总 吸收 率 A RA exp (一 hy/ 
RT). ] 因此 , 光 深 就 是 
fg Ay RC, R(t \ 
T= f (1 一 exp (- OO 2) A Q a > e) dt 
(15.4.8) 

即使 介质 并 不 严格 处 于 热平衡 ， 在 应 用 (15.4.7) R (15.4.8) 
时 把 TO) 皮 为 有 效 温度 常常 是 一 个 很 好 的 近似 。 7 通常 为 
E,K 二 1， 从 而 光线 通过 介质 时 变 弱 ， 但 在 介质 中 有 了 时 
可 能 出 现 粒子 数 反 转 ,有 效 温度 为 负 ， 在 这 种 情况 下 , z 是 负 
FAY, 所 以 e > 1， 从 而 光线 被 介质 增强 . 这 种 脉 泽 Cmaser) 
现象 已 在 银河 系 中 探测 到 ,但 还 未 在 星系 际 空间 中 探测 到 . 

除了 分 立 源 的 辐射 外 ， 还 有 整个 宇宙 产生 的 各 向 同性 背 
RBH ONO tdr 是 在 时 刻 e 的 光子 数 密度 ,而 这 些 光 
FEN ZI 的 频率 在 vo 与 m 十 dy ZEL 如 果 不 发 生 吸 收 
或 发 射 , 则 根据 推导 方程 《14.2.17) 同样 的 理由 , WO», 15 
有 时间 的 关系 将 由 宇宙 普遍 膨胀 引起 的 因子 RO 简单 地 表 
出 为 了 计算 自发 辐射 过 程 引 起 的 .Ar(zo DRONE, 
我 们 注意 , 在 时 刻 to 频率 在 到 vo + dro 之 间 的 光子 ,在 时 
刻 :频率 在 voRCw)/ RG) Bi Gro + dry) X RG/ RE) 之 间 ; 
所以 ,在 时 刻 t 在 固有 体积 RPO 和 频率 间隔 dvo 中 的 光子 
BN Coos HIR Cdr 的 改变 率 等 于 

0 3 RC dv 
rw BO DELI rg ) 

这 里 了 仍然 是 单位 加 有 体积 和 单位 频率 间隔 的 自发 辐射 率 ， 
现在 既 包 含 了 介质 本 身 , 也 包含 了 所 有 的 分 立 源 ， 由 感应 发 
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射 和 豚 收 引起 的 FC, OR *(e)dv, 的 改变 率 是 : 
R(t) RG) 3 ， 

(o (n we, ,中 一 A (> ne »1)) MH Oop Rd 
MIE MA 15.45) 中 一 样 。 所 以 , 自发 和 感应 辐射 以 及 吸收 
ACW REALE Cn, DRG 发 生 如 下 的 改变 率 : 

{Hrs DRO) =T (>. Rs R a ， ) Rz(DRCO) 


+ (2 (% ROD, i) —A (m o, t)) Hrs DRG) 


Hr RA (15.4.4), 则 上 述 方程 的 解 为 
SA Cins RI 
=æ- |) [4 (meee *) 
—Q (» en > 2) ar} N Coos AIRC) 


+ sig) apf — p [4 (> eat t ”) 


APH n 是 任意 的 。 第 一 项 正好 给 出 4 AAR PRET RK, 
第 二 项 给 出 自 a 以 来 发 射 的 光子 数 ;在 两 种 情况 下 ,指数 因子 
表示 由 吸收 和 感应 发 射 带 来 的 效应 。 车 我 们 把 上 取 为 现在 的 
时 刻 并 把 4 取 为 充分 远 的 过 去 以 至 几乎 全 部 的 背景 辐射 
都 是 在 那个 时 刻 以 后 发 出 的 , 则 上 面 的 结果 可 以 简化 ， 这 样 
一 来 ,现在 单位 频率 间隔 的 光子 数 密度 就 是 

nr) = N Coos to) 


~ 
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— oO (v6 ae. > ’)] ar 


Ro) 
x Q (v RGO > s) dt (15.4.9) 


如 果 介质 处 于 热平衡 ， 则 可 用 《15.4.7) 以 4 表示 9, MTR 
在 的 光子 数 密度 变 为 
nol) = Brr (exp (- hyoR Co) Jaf» R(t) ; :) 


RTR) R(z) 
x exp | - KE 一 ep( 一 aes) | 
x A( ey ， r’) ar) di (15.4.10) 


我 们 还 设 有 考虑 光子 散射 效应 .在 计算 分 立 源 的 光 深 时 ， 
任何 一 种 散射 都 会 使 光子 离开 光束 ， 并 且 没 有 受 激发 射 使 光 
子 回 到 光束 中 来 所 以 ,取代 (15.4.8), 光 深 是 


ee eb 
+ we RD, a) dt (15.4.11) 


式 中 2(v, O) 是 在 时 刻 * 频率 为 » 的 光子 的 散射 率 ， 考 虑 光 
子 在 各 向 同性 背景 上 的 散射 则 要 困难 得 多 ， 因 为 每 次 散射 都 
从 光束 中 取 走 一 个 光子 并 增 座 到 背景 之 中 。 一 种 易于 处 理 的 
情况 是 Thomson 散射 ,其 中 hv RRT 都 比 蒂 电 粒子 的 质量 小 
得 多 。 这 种 散射 不 改变 光子 的 频率 ， 所 以 不 影响 各 向 同性 背 
景 ,在 关于 各 向 同性 背景 的 计算 中 ,我 们 必须 假设 , 除 Thomson 
散射 以 外 , 散射 比 吸收 小 得 多 。( 但 要 注意 , 如 果 共 振 态 的 平 
均 寿 命 粒子 在 介质 ”的 平 沟 月 由 时 间 长 。 刚 必须 把 共振 
射 看 成 吸收 ,》 

现在 让 我 们 把 这 种 理论 应 用 于 星系 际 空间 中 “失踪 质量 ” 
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的 榨 测 问题 。 如 果 星 系 际 介 质 是 由 中 性 原子 《例如 氨 ) 的 稀薄 
气体 所 组 成 ， 则 在 对 应 于 原子 态 之 间 各 个 跃迁 的 各 个 分 立 频 
率 处 , 它 会 强烈 地 吸收 辐射 。 为 简单 起 见 , 让 我 们 假设 , 所 有 
吸收 都 发 生 在 集中 于 单个 吸收 频率 v 处 的 一 个 小 的 频率 间 
隔 内 , 则 吸收 率 的 形式 为 
ACy, t) = n(t)o(»v) 

AP nC) 为 在 宇宙 时 间 ORT RRS, oO) ARR, 
假定 这 个 截面 除了 在 v, 处 的 一 个 尖峰 以 外 都 可 忽略 不 计 ， 按 
《15.4.8)。 在 时 刻 以 频率 六 > v 从 一 个 源 发 出 并 在 时 刻 t 
以 频率 vo < v, 到 达 这 里 的 一 束 光 线 ， 其 吸收 儿子 全 部 都 发 生 


在 由 下 式 决 定 的 时 刻 ta 
RC) = PRUD wR) 《15.4.12) 


T= (| 1 一 exp(— 75 )| | Oa (>, wena t 
把 变量 从 : 换 成 v = uy RC,)/RO), RINIA 


r> "Gafi — exp( — z5) aa I, (15.4.13) 
ap 


I, =f Com (15.4.14) 


积分 所 取 的 频率 范围 恰好 大 到 能 包括 整个 吸收 线 。 这 里 选择 
一 个 特殊 宇宙 模型 的 必要 性 只 是 为 了 确定 在 时 刻 的 Hubble 
“常数 ”及 /R; 根据 式 (15.3.3), (15.4.12) 和 (15.3.22), 这 个 
常数 等 于 

RG) _ ~ RG) _ RG) 1/3 

RUGS T ROS H [1—20 + 2a RGS] 
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1/2 
= (=) Ho hı — 249 + 249 | (15.4.15) 


把 (15.4.15) RA 05.4.13) 中 , 我们 看 到 , 在 接收 频率 v 处 
的 光 深 是 


co ef — onl 85) 


y 一 172 
X 一 24 + 2go 也 | (15.4.16) 
Vo ` 
当然 , 仅 当 沿 着 光路 满足 (15.4.12) 时 ,这 个 结果 才能 应 用 ,也 
ERVE ESOS VEE 


<n <r, (15.4.17) 


1 r 
AH z= r/n 1 是 光源 的 红 移 ， 所 以 , 对 于 vw 处 在 这 个 
范围 内 的 接收 信号 。 我们 预期 有 一 个 吸收 谷 . 由 频率 > 处 的 
一 条 吸收 线 造 成 的 光 深 当 w <v/A+ ot 等 于 零 ， 而 在 
val 十 2) 处 一 下 子 增加 到 数值 


las +) = as 


x h — exp(— Es )| [1 + 2qoz]~¥? (15.4.18) 


然后 多 少 有 些 平滑 地 变化 ,直到 刚好 低 于 v HRE 
rlo) Hina) [1— ew(- hv, )| (15.4.19) 


RTQ) 
而 最 后 当 w> v, 时 陡 降 到 去 ， 
星系 际 介质 在 吸收 光 信号 的 同时 也 发 出 各 向 同性 背景 辐 
射 。 如果 介 质 在 频率 v。 处 有 一 条 吸收 线 , 那么 它 在 周一 频率 
处 就 会 有 一 条 发 射线 , 所 发 出 的 辐射 会 在 红 移 后 的 频率 vw < 
v 处 被 观测 到 .应 用 (15.4.10) 并 按照 推导 (15.4.16) 的 同样 
理由 , 得 到 在 接收 频率 v 处 单位 频率 间隔 内 现在 的 背景 光子 
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Suvin(2, I, ( hy ) 
N Covos to) = PEs exp ( — a 
Co 和) mha \ RTD 
y 一 LA2 
X E — 240 + 24 z| (15.4.20) 
Vo 


式 中 志和 六 分 别 由 《15.4.14) 和 (15.4.12) 给 出 . 背景 密度 n 
随 ww 的 变化 直到 刚刚 低 于 频率 v, 前 多 少 是 平滑 的 ,在 刚刚 低 
于 处 有 

N Coas W) 一 ar nC) lsexp( 一 hva ) (15.4.21) 


kT Co) 

然后 当 n> v, 时 陡 降 到 零 . 

光 深 (C15.4.16) 篆 景 密度 (15.4.20) 同 vo KIE ABAD HK 
束 关 系 取决 于 数 密度 .zz) 和 温度 T(z) 的 历史 ， 如 果 吸 收 和 
发 射频 率 为 v. 的 谱 线 的 那些 原子 在 从 ta 到 to KRM RE 
不 产生 也 不 消灭 , 则 

n(t,) = a(t) esl = nt) [ef (15.4.22) 

RAA (14.2.17) 一 样 。 特别 对 于 v =n + 2), RNA 
t= ts PA 


nll) = nalio)[l + 2}? (15.4.23) 

如 果 “ 和 失踪 质量 ”由 星系 际 中 性 氧 原子 组 成 ;, 则 对 于 oe 1 和 

Hy = 75km/sec/ Mpc， 这 种 气体 的 质量 密度 必须 为 pp 2X 
10-2?g/cms( 见 第 15.2 节 ), 从 而 原子 数 密度 是 

ah) 一 ae 1.2.x 10cm? (15.4.24) 


天 这 我 们 是 否 相信 这 个 具体 的 估计 ， 都 可 以 把 数量 级 为 
10cm 的 原子 数 密度 当 作 试 图 探测 星系 际 介质 的 一 个 特定 
Alar. 

Va TAS eS AY A RC BR ee 21cm BH AR 
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迁 , 这 个 跃迁 是 由 处 于 1s 态 的 质子 和 电子 的 自 旋 倒 向 所 产生 
的 一 一 从 总 自 旋 为 零 暑 迁 到 总 自 旋 为 1， 这 条 谱 线 的 频率 是 
v, = 1420MHz， 对 应 于 温度 hva/k = 0.068"K， 几 平 可 以 肯 
定 ,这 个 温度 比 任何 可 能 存在 的 星系 际 揽 的 “ 自 旋 温度 ” 低 得 
多 .所 以 ,由 受 激 发 射 引起 的 改正 因子 在 此 可 近似 地 写 为 
1 一 exp(— a) ~ a = pos (15.4.25) 
吸收 系数 (15.4.14) 取 值 
Ticm = 2.73 X 1078em? (15.4.26) 
1959 年 Field?9 提出 了 一 种 探测 21cm PSU RK 
应 的 巧妙 方法 ， 并 用 来 在 射电 星系 天 笋 座 4 的 谱 中 寻找 这 种 
效应 ， 这 个 射电 源 的 红 移 是 x 一 0.056， 所 以 由 (15.4.17) 可 
Al, 在 1342 到 1420MHz 的 观测 频率 范围 里 应 当 出 现 一 个 吸 
KA. 这 个 范围 相当 穿 , 以 至 在 整个 吸收 谷中 的 光 深 可 以 很 
好 地 用 数值 (15.4.19) 来 近似 表达 。 再 结合 《15.4.25) 和 
《415.4.26)， 就 得 到 〈e. g. s 制 单位 的 ?密度 -温度 比 
Nr Lo Hor -5 3 4.5-1 Ho 
tu) = oe = 4.4 X 10%rem “deg Perera 
(15.4.27) 
Field”? 没有 能 够 探测 到 吸收 谷 , 他 估计 r< 0.0075, 这 个 值 
连同 Hy = 75km/sec/Mpe 意味 着 ,中 性 氢 原 子 现在 的 密度 - 温 
度 比 的 上 限 是 uC) /T Co) < 3.3 X 107cm deg, 这 种 实 
验 后 来 由 Fad” 和 其 它 人 吧 重 复 过 ， 但 是 在 这 个 频率 范围 
中 仍然 没有 肯定 地 得 到 吸收 谷 . Penzias 和 Scot?” 新近 的 测 
EAH Fr<5 x 10-'， 这 个 数值 连同 H = 75km/sec/Mpe 
一 起 意味 着 


nnp(to) 8 一 — 
ee 2.3 X 10 cm deg (15.4.28) 
TCH) s 
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似乎 有 理由 假定 呈 ， 旺 系 际 氢 的 有 效 自 旋 温度 应 当 约 等 于 背 
景 微波 辐射 ( 见 15.5 节 ) 的 温度 2.7 玫 .在 这 种 情况 下 , (15.4.28) 
给 予 星系 际 毛 原子 数 密度 的 上 限 是 
nn(to) <6 X 10cm (15.4.29) 
这 比 预 期 数值 (15.4.24) 小 200 倍 。 若 星系 际 氧 确实 构成 了 
失踪 的 质量 , 则 (15.4.28) 要 求 它 的 温度 应 在 500K AE. 
人 们 也 曾 努 力 探 测 类 星体 3C191,PKS1116 十 12 和 3C287 
的 谱 中 红 移 了 的 21cm 吸收 效应 ,但 什么 也 没有 发 现 呈 . 
估计 星系 际 空间 中 性 氢 密 度 上 限 的 一 种 方法 〈 这 个 方法 
无 需 假设 自 旋 温度 的 上 限 )， 是 寻找 它 可 能 发 出 的 红 移 了 的 
2icm 辐射 。 在 任何 情况 下 都 存在 微波 辐射 背景 , 所以， 要 检 
测 出 21lcm 辐射 产生 的 附加 背景 ,必须 在 加 一 v, = 1420MHz 
处 寻找 光子 数 密度 的 跳跃 。 按 式 (15.4.21); 单位 频率 间隔 的 
数 密度 .Y 在 刚好 低 于 r 处 比 刚好 高 于 w 处 要 大 一 个 数量 
(以 c- g. s 制 单 位 表示 ) 
AS = 82H eI nul to) (15.4.30) 
[这 里 假定 T > ho,/ = 0.068°K. 如 果 不 是 这 样 。 那 么 由 
21cm 以 下 不 出 现 吸 收 谷 所 定 的 en) 的 上 限 苏 至 要 比 
(15.4.28) 或 C15.4.29) 定 的 值 更 小 .] 背景 辐射 的 测量 通常 是 
以 等 效 “ 天 线 温度 ”74 来 表示 的 ， 它 由 下 面 的 Rayleigh-Jeans 
关系 定义 : 


. MN = BavkT ahte™ (15.4.31) 
所 以 由 (15.4.30) 得 到 . 
nlr) = {Os 
hy, Ic 


- AT H 
= 4.4 X 10m (uN) 15.4.32 
1°K /\75km/sec/ Mpe C ) 


式 中 AT4 是 在 1420MHz 处 天 线 温 度 的 跳跃 Penzias 和 
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Wilson! 给 出 AT 4 <0.08°K, 所 以 , 若 Hi = 75km/sec/Mpe, 
则 
np(to) < 3 X 10-icm™3 (15.4.33) 
这 个 上 限 仅 比 预 期 值 (15.4.24) 小 4 倍 ， 所 以 还 不 能 完全 排 
除 ,失踪 质量 是 由 热 的 星系 际 原子 氮 所 组 成 的 。 
用 来 寻找 星系 际 氢 的 另 一 条 著名 吸收 线 ,是 从 1s 态 到 2p 
态 的 电子 跃迁 所 产生 的 Lymana 毛线 ， 这 一 谱 线 的 波长 
2 一 1215A 位 于 紫外 ,所 以 Lyman a 一般 不 能 穿 过 地 球 大 气 ， 
但 是 , 当 1.5<s 二 6 时 ,一 个 4 一 1215A 的 光子 在 到 达 地 球 
时 会 移 进 3000A 与 7000A 之 间 的 可 见 “ 窗 ”内 ， 因 而 天 文学 
家 能 在 地 球 上 探测 到 。 这 样 一 来 , 通过 观测 xz > 1.5 的 类 星 
体 在 频率 高 于 Lyman o 的 发 射 谱 中 的 吸收 效应 , 就 可 以 探测 
到 星系 际 氨 原子 . 
有 几 个 理由 说 明 为 什么 Lyman e 吸收 比 21cm 吸收 对 
于 星系 际 毛 原子 的 存在 提供 了 更 灵敏 的 检验 ， 首先, MILA 
数 (15.4.14) 在 这 里 要 大 得 多 : 
Liya = 4.5 X 1078em™ (15.4.34) 
另外 ,频率 v, 是 2.47X105Hz，, 对 应 的 温度 
hv,/k = 118,000°K, 
而 且 由 于 我 们 现在 假设 电离 很 微弱 ,必定 有 
hy, 
aT >1 (15.4.35) 
于 是 ,我 们 可 以 令 式 (15.4.16),(15.4.18) 和 (15.4.19) 中 的 因 
FP [1 一 exp《 一 Aps,/RT)]《 这 表示 吸收 受到 受 激发 射 的 抑 
制 ) 等 于 1。 最 后 , 类 星体 光谱 中 常 有 Lyman o RHR, BH 
近 有 数量 可 观 的 中 性 氢 ，、 则 这 条 谱 线 的 蓝 怪 应 当 显著 地 减弱 
em fi, r C15.4.18), (15.4:34) 和 《15.4.35) 决定 ,以 c.g.s 
制 单位 表示 为 
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r( Va +)= nyult Jel, 
l+ez HA1 + 2)Ci+ gue)? 


= 5.5 X 10” (220 ea) 
CI + zX + 2ga} \ cm Hy 


(15.4.36) 

YER, Lyman o RB Re TB ET AN Ch 
不 是 现在 ) 的 中 性 氢 密 度 , 《此 外 , 若 类 星体 是 近 距 现象 , 则 不 
会 有 预期 的 减弱 .》 

探测 Lyman e 吸收 效应 的 尝试 集中 在 2 = 2.012 HRB 
体 3C9 上 .最初 的 测量 是 1965 年 由 Gunn 和 Peterson"! 所 作 
的 ,他 们 发 现 Lyman a 发 射线 的 兰 丑 减弱 了 40 多 ,由 此 定 出 
t(y,/C + 2+) 全 0.5。 他 们 取 go = 1/2 AI Het = 10° 年 
而 得 出 结论 说 ， 在 x = 2 处 的 中 性 氢 原 子 数 密度 约 为 6 x 
10-Ycem™*, 随后 由 Oke®? 作 的 光电 测量 表明 3C9 的 Lyman a 
发 射线 的 蓝 导 没有 降低 ,按照 G. Burbidge 和 M. 正 , Burbidge 3 
的 解释 ， 这 个 结果 意味 着 < 0.05. GR q 一 1 和 H = 
75km/sec/Mpc, 就 得 出 

ny(z = 2) < 6 X 107%em™ (15.4.37) 
Ai (15.4.23) 可 靠 ， 则 z 一 2 时 na 的 “预期 ” 值 比 (15.4.24) 
大 27 倍 ， 所 以 观测 到 的 上 限 (15.4.37) 比 预期 值 小 8 个 数量 
级 ! 

可 以 设想 ，3C9 附近 中 性 和 毛 的 缺乏 是 由 3C9 发 出 的 电离 
辐射 造成 的 。 因 此 , 寻找 从 Lyman a 发 射线 延伸 到 更 短波 长 
的 吸收 谷 是 重要 的 ,这 个 吸收 谷 来 源 于 离 309 远 距离 处 光线 
的 Lyman o W. [UAA (15.4.16) 和 (15.4.17),] Okeh”! 没 
有 发 现 这 种 吸收 谷 ,而 Wampler”? 的 观测 表明 只 有 微小 的 降 
低 , 相应 的 rOn) 大 约 不 超过 0.3, 

. 还 作 过 其 它 的 尝试 来 探测 类 星体 光谱 紫外 波段 的 星系 际 
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吸收 ,但 没有 得 到 更 好 的 结果 。Field，Solomon 和 Wampler!3®! 
在 309 光谱 中 寻找 星系 际 分 子 氢 的 吸收 效应 ,并 得 出 结论 说 ， 
星系 际 分 子 复 的 质量 密度 约 小 于 10-2g/cms， 星系 际 所 也 可 
能 集中 在 云 里 ,在 这 神情 况 下 ,类 星体 光谱 中 应 当 显示 出 一 系 
列 多 少 变 宽 的 Lyman a 吸收 线 ， 沿 视线 的 每 一 个 云 都 对 应 
着 一 条 这 样 的 寅 谱 线 。 Bahcall 和 Salpeter, Wagoner“?! 和 
Peebles") 对 类 星体 光谱 的 分 析 中 没有 发 现 这 种 效应 ，Peebles 
由 此 作出 结论 说 ， 中 性 和 氨 原 子 即 使 集中 在 云 中 ， 其 总 密度 必 
须 小 于 预期 值 (15.4.24) 的 百 分 之 几 ， 近 来 发 现 有 三 、 四 个 类 
星体 有 多 重 吸 收 线 红 移 , 比 对 应 发 射线 红 移 小 很 多 93, 就 好 像 
吸收 是 发 生 在 离 源 很 远 的 视线 上 ， 但 这 种 现象 较为 少见 ; 而 
且 可 以 用 类 星体 自己 内 部 发 生 的 过 程 很 好 地 予以 解释 . 
如 果 失 踪 的 质量 不 是 以 中 性 氢 原 子 或 气 分 子 的 形式 发 
现 , 则 它 也 许 是 由 电离 的 星系 际 氢 等 离子 体 组 成 ,可 能 还 有 较 
重 离子 的 少量 混合 物 . 只 要 假定 fl zœ 2 时 温度 在 105?K 以 
上 ， 就 能 用 碰撞 电离 同 辐 射 复合 之 间 的 平衡 来 说 明 类 是 体 光 
谱 中 不 出 现 Lyman a 吸收 所 标志 的 高 度 电 离 
这 样 一 种 热气 体会 通过 电子 -离子 磁 撞 所 伴随 的 熟知 的 
BEN E X HR, 它 在 单位 体积 和 单位 频率 间隔 中 的 速 
率 由 下 列 公式 给 出 (用 c. g s 制 单位 ) 
2x9e Zn}? 2x .1 —h 
ro) = Po | Breall xP Gl 
式 中 ;是 离子 数 密度 ,2Z? 是 平均 立方 原子 序数 , 9 是 “Gaunt” 
改正 因子 , 它 在 光子 谱 的 峰 附近 估计 "为 0.5 到 2 Zia), Field 
和 Henry) 假设 失踪 的 质量 是 由 H A He ( 按 原 子 数 占 
10%) AR, 它们 在 R 为 1/2R。 和 1/10Ro 之 间 时 突然 被 加 热 
到 初始 温度 ToC101°K -5 10°°K 之 间 ), 然 后 又 按 规 律 了 ocR 一 
绝热 冷却 ， 在 这 样 的 条 件 下 算出 了 所 产生 的 X 射线 背景 .XX 
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谱 当 如 > AT, IRR, 而 银河 系 内 星际 介质 对 于 hy < 
0,1keV 的 软 X 射线 又 不 透明 ,所 以 ,星系 际 介质 只 有 当初 始 温 
BET, 高 于 10°K 时 , 才 会 产生 可 观测 的 X 射线 背景 . 

事实 上 ,火箭 观测 资料 (最 近 由 Brecher 和 Burbidge"! 作 
了 总 结 ) 的 确 揭示 出 至 少 从 250eV 延伸 到 100MeV 的 弥漫 X 
射线 和 7 射线 背 球 的 存在 . 这 个 背景 是 高 度 各 向 同性 的 "1， 
这 意味 着 它 至 少 部 分 是 起 源 于 河 外 , 但 是 , 直到 最 近 , X 射线 
背景 还 没有 一 般 地 解释 成 是 提供 了 失踪 的 质量 由 星系 际 电离 
氢 组 成 的 论据 。 一 个 原因 在 于 X 射线 强度 的 估计 值 比 现在 的 
数值 低 ， 而 Field 和 Henry"! 假设 的 Hubble 常数 值 过 大 ， 
从 而 失踪 的 质量 密度 值 也 过 大 ,因此 , 要 求 温度 既 要 高 到 足以 
间 上 面 讨 论 的 Lyman a 和 2lcm WKK 21cm 发 射线 的 结 
果 相 符 ,而 又 要 低 到 不 致 产生 比 观测 更 多 的 软 义 射线 , 那 就 很 
难 建立 星系 际 介质 的 任何 热 历史 此 外 , 宇宙 微波 背景 发 现 
以 后 。X 射线 背景 看 来 也 许可 以 解释 为 下 节 末 要 讨论 的 逆 
Compton 散射 过 程 . 

最 近 Cowsik 和 Kobetich'***] BARS ERX HARES 
的 起 源 ,， 他 们 发 现 IkeV 以 下 的 X 射 线 谱 可 以 由 道 Compton 
效应 来 说 明 ,而 在 100keV 以 上 的 谱 与 预期 由 白矮星 产生 的 7 
射线 相符 , 但 是 ，X 射线 谱 在 1keV 到 100keV 之 间 有 一 个 剩 
RAS “HG”, 它 大 体 上 可 以 用 下 列 单位 能 量 间 隔 的 能 流 来 拟 


合 : 


f - ~1 — - E 
dyg(E) = 3keV cm™ster™sec™'keV: texp(— ) 
"e 30keV 


这 正 是 我 们 所 预期 的 星系 际 氢 的 热 轧 致 辐射 谱 ， 对 应 的 有 效 
温度 是 3.3 X 10* 开 ， 累 积 平方 离子 密度 J wi4s 的 数量 级 为 
107cm 这 种 介质 可 以 提供 失踪 的 质量 , 特别 是 如 果 Ho 取 
相当 低 的 值 ， 比 如 说 接近 于 50km/sec/Mpe 的 话 。 但 是 ， 
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Field’! jgh, AR X HRE RERA OAE R 
图 内 的 电离 气体 1) 产生 出 来 ( 见 15.3 节 ), 在 这 种 情况 下 ,所 
要 求 的 平均 质量 密度 减 小 的 倍数 ， 等 于 平均 密度 与 均 方 根 密 
度 之 比 ,并 下 降 到 临界 密度 o. 以 下 . 

这 些 探讨 促进 了 关于 星系 际 介质 热 历史 的 一 系列 新 的 研 
FETE! Rees) 提出 了 一 个 有 趣 的 假设 , 即 星 系 际 介质 在 
对 应 于 临界 红 移 x 为 2 到 3 的 时 刻 就 已 电离 ， 这 种 情况 下 ， 
在 Lyman o,f， 等 谱 线 处 和 Lyman 连续 区 里 中 性 握 对 光 
ROI, 会 三 小 x > x 的 类 星体 的 光度 ,特别 是 在 光谱 的 蓝 
端 ,所 以 = > 3 的 类 星体 的 显著 缺乏 可 解释 为 一 种 选择 效应 ， 
因为 类 星体 通常 是 由 它们 在 Palomar 巡天 照片 中 的 蓝 色 特征 
来 认证 的 ， 如 果 Schmidt”) (UL 15.3 节 ) 所 发 现 的 类 星体 密度 
pE = 的 迅速 增长 确实 继续 到 z 一 2 以 上 ， 则 这 些 源 所 提供 的 
PERLE x 一 z 处 使 星系 际 氢 电 离 。 另 一 方面 , 类 星体 也 
可 能 是 在 z 一 z 处 形成 的 , 而 且 正 是 这 种 形成 过 程 使 星系 际 
PARES. 总 之 , 在 x 之 3 的 宇宙 尺度 上 很 像 是 发 生 了 基 
种 特别 的 事件 . | 

星系 际 电离 所 对 光 信 号 传播 的 影响 可 以 容易 地 计算 出 
来 ,而 无 需 关 于 等 离子 体温 度 的 详细 假设 ， 只 要 加 和 A7 比 
1MeV 小 得 多 ,等 离子 体 对 光 信 号 的 主要 效应 就 是 一 种 各 向 同 
性 散射 每 个 电子 的 散射 截面 等 于 Thomson 值 or = 0.6652 X 
1o-em?, 于是, 略 去 (5.4.11) 的 第 一 项 ,并 令 散 射 率 等 于 

SQ, t) = omt) (15.4.38) 
即 可 算出 光 深 , 式 中 ”是 电子 数 密度 , 与 质子 数 密度 相等 。 设 
所 有 失踪 的 质量 都 由 电离 气 组 成 ， 则 由 (5.1.22), (15.2.6) 
和 (15.2.3) 得 出 


ale) ~ 2O 3gHe (RODY 
(2) mn Sani (EG) (15.4.39) 
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此 外 ,由 (15.3.3) 得 出 


一 aR = dR) — R(t) —1/2 
dt É RGH, (1 24) + 24 ( RC) )) (15.4.40) 


把 (15.4.38), (15.4.39), 和 (15.4.40) 代入 (15.411) 中 ,我 
们 求 得 光 深 等 于 , 

_ BqHoorR n) (Rs fT, R) \ |77 
r | R E 24 + 2g, ( = )| dR 


4nGmy RE) 
对 于 红 移 z= R(t0)/RC4) 一 1 的 源 , 则 光 深 是 外 
r(2) = [(3q + gz — 1)(1 + 2g)” t 1 — 3q] 
do 
| (15.4.41) 
式 中 (用 < g s. 单位 制 》 


r, = Hote = 9.035 (i) (15442) 
4nGmy 75km/sec/Mpc 


一 2 的 类 星体 看 来 并 不 特别 瞳 弱 , 所 以 zC2) 可 能 约 小 于 1; 
ÆR Hy = 75km/sec/Mpc, RBS go 二 10， 取 gp 二 1 及 
H, = 75km/sec/Mpc， 则 一 直到 z= 二 6 光 深 都 小 于 1, 所 以 
Thomson 散射 在 类 星体 的 探讨 中 可 能 不 起 重要 作用 . 

星系 际 电 离 氧 介质 不 仅 会 散射 射电 信号 ， 而 且 也 使 它 迁 
迟 rm， 在 电子 数 密度 为 n 的 电离 气体 中 , 频率 为 > 的 电磁 波 
HERREN 


8 一 (1 _ 于 (15.4.43) 
AH sn 是 等 离子 体 频 率 
en Ni . 
v, = (<*) = 8.97 X 10°Hz(2,[cem?])” (15.4.44) 
men 


《此 式 也 只 在 如 和 《了 T 都 远 远 小 于 电子 静 能 时 才 成 立 . ) 在 局 
部 惯性 坐标 系 中 ,我 们 有 1dx| = 84:, 所 以 不 变 的 原 时 是 
di = (1 一 Pd 
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令 此 式 同 40 = dpb = 0 的 Robertson-Walker . 线 元 相等 ， 则 我 
们 有 


Rdr? 
— dr = dp — Ear 
Bat t 1 br 
或 更 简单 地 有 
dt odr 
82 = 土 一 一 一 一 
R V1 — kr? 


对 于 在 时 刻 t 从 共 动 径 向 坐标 为 + 的 源 发 出 的 射电 信号 , 其 
到 达 时 刻 将 延迟 一 段 时 间 A*， 它 由 下 式 定 出 


totAhr dt _ fi dr 
[tof Vre (15.4.45) 
式 中 o ERA LR SAA A, BD 
‘ode __ (” dr 
[re \ J 1 — kr? (15.4.46) 


在 所 有 实际 上 重要 的 情形 中 ,> 都 比 > 小 得 多 ,所 以 8 很 接 
uF 1， 


we OL BORG) saa 
em O) | 2v RCo) 015447) 


AH n EER A am 观测 到 的 频率 . 电 式 《15.4.45) RE 
(15.4.46) 并 展开 到 A: 和 (1 — 8) 的 第 1 级 , 则 我 们 有 


ay); E (15.4.48) 


或 者 利用 (15.4.47), 得 


-zs VER Ad (15.4.49) 


这 个 总 的 时 间 延 迟 并 不 ( 象 可 能 设想 的 那样 ) 正 好 等 于 v3/2»? 
对 于 时 间 的 积分 ， 式 (15.4.48) 中 出 现 额外 的 因子 RC) 
R(z)， 是 因为 当 光 子 达 到 它 的 路 径 上 的 任 一 点 时 已 经 发 生 的 
时 间 延 迟 ,使 得 光子 必须 继续 走 的 距离 额外 增加 了 一 些 ， 
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为 方便 起 见 ,在 计算 Az 时 可 将 变量 由 : 换 为 
z = RC) —1 
RG) 

于 是 由 式 (15.3.3) 得 出 

dt = —H El + 2go O + 2 ) dg 
此 外 ,车身 由 电子 既 不 出 现 也 不 消失 , 则 

oma ER) ea ty 

现在 由 式 (15.4.49), 得 


Ai 一 al [1 + 2goz dz’ 
Vy 


所 以 


A = H {[1 + 22] — 1} (15.4.50) 
2Goro’ Ho 


例如 , 设 qo = 1, Hy = 75km/sec/ Mpc， 则 我 们 预期 现在 的 电 
子 数 密度 tq = 1.2 X 10cm [UA (15.4.24], FE BH 
况 下 ,现在 的 等 离子 体 频率 〈《15.4.447 是 rp = 31Hz， 作 为 对 
比 ， 观 测 到 “类 星 射 电 洗 有 涨 落 的 频率 是 10,000MHz 左右 ， 
这 约 比 we 大 ? 个 数量 级 ， 所 以 可 能 的 时 间 延 迟 一 般 是 很 短 
的 . 我 们 将 看 到 ，z < 2 的 类 星 射 电源 中 明显 的 涨 落 发 生 在 
v = 10.000MHz 处 比 发 生 在 更 高 频率 处 来 得 迟 一 些 ,延迟 的 
时 间 是 A 守 2.5 Bb. TE, 虽然 类 星 射 电源 确实 呈现 涨 落 ， 
但 时 间 尺 度 短 到 几 天 的 射电 频率 的 涨 落 看 来 并 不 存在 9H。 此 
外 ,即使 这 种 涨 落 确 实 发 生 , 星 系 际 时 间 延 迟 可 能 被 源 本 身 内 
部 的 弥散 所 掩盖 .不 过 , 如 果 这 些 困难 可 以 克服 , 则 we R go 
在 原则 上 都 能 由 测量 各 种 红 移 的 时 间 延 述 并 与 式 (15.4.50》 
比较 来 确定 . 

一 个 更 适当 而 且 也 许 更 可 行 的 方案 是 : 通过 观测 一 些 较 
近 的 星系 中 脉冲 星 射 电信 号 的 延迟 同 频率 的 依赖 关系 ， 来 测 
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量 我 们 银河 系 附近 的 星系 际 电 子 数 密度 . 〈 这 正 是 实际 上 用 
来 定 银河 系 中 脉冲 星 距 离 的 方法 的 推广 ， 在 银河 系 中 电子 密 
度 知 道 得 相当 清楚 . 脉冲 星 被 认为 是 超新星 的 遗留 物 ,所 以 ， 
在 近代 超新星 的 地 点 [例如 在 距离 4 = 4Mpe 的 星系 M101 中 
的 超新星 ( 见 图 15.2)] 寻找 极 迅速 的 射电 脉冲 或 光学 脉冲 ,就 
可 能 在 其 它 星系 中 发 现 脉 冲 星 .。 在 这 样 近 的 距离 处 , 我 们 应 
以 小 量 Bud 代 替 式 (15.4.50) 中 的 z。 此 外 ,新 生 的 脉冲 星 可 能 
每 秒 发 射 约 10' 个 脉冲 ,所 以 我 们 在 这 里 实际 上 感 兴趣 的 , 是 
对 邻近 频率 vo 和 vo 十 dvo 的 时 间 延 迟 差 
一 ( BV = vhova 6v0d 

例如 , 若 vpo = 31Hz, 则 在 频率 1000MHz 和 1001MHz 处 来 
自 M101 内 脉冲 星 的 脉冲 的 到 达 时 间 差 是 4 X 10sec, XA 
同 预期 的 脉冲 星 周期 相 比拟 . 若 不 在 1000MHz 而 在 100MHz 


june 9.1950 Feb. 7. 1951 | 
图 15.2 用 Palomar 山 的 200 英寸 望远镜 拍摄 的 
是 系 NGC5457CM101) 中 的 近代 超新星 
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处 进行 研究 ， 则 可 能 探测 到 约 10~*m-: 那样 低 的 电子 密度 ， 
问题 在 于 要 在 某 个 河 外 星系 中 找到 脉冲 星 ， 

电离 的 星系 际 介 质 对 光 信 号 的 其 它 效应 包括 闪烁 党 , 自 
由 - 目 由 豚 收 5 ,也许 还 有 Faraday 旋转 %， 但 目前 看 来 具 
有 闪烁 可 望 用 来 探测 失踪 的 质量 ， 


5. 宇宙 微波 辐射 背景 


Einstein 场 方程 要 求 标 度 因 子 RO 在 某 个 过 去 的 有 限时 
刻 必须 极其 微小 《 见 15.1 节 )。 在 这 个 早期 阶段 中 ,物质 和 
辐射 可 能 处 于 热平衡 , 并 有 很 高 的 温度 ， 由 于 字 宙 随后 的 脱 
ik, BHM ABSA PR. BG, 当 温 度 大 约 降 到 4000°K 
时 ,自由 电子 同 原子 结合 , 所 以 不 透明 度 急剧 下 降 , 切断 了 物 
质 与 辐射 之 间 的 热 接 甬 。 那 时 存在 的 任何 辐射 都 大 大 地 红 移 
了 ,但 它 仍 充满 我 们 周围 的 空间 . 

有 许多 人 《尽管 不 是 全 体 一 臻 认为，1965 年 发 现 的 人 
波 辐射 背景 正 是 这 种 剩余 下 来 的 辐射 ， 自 从 宇宙 变 得 透明 以 
来 , 这 种 辐射 差不多 已 经 红 移 了 1500 倍 。 若 果真 如 此 , 则 微 
波 背 景 对 于 字 宙 历史 提供 了 最 有 价值 的 情报 ， 这 个 历史 不 但 
可 以 追溯 到 电子 变 为 束缚 郑 的 时 候 ， 而 且 正 如 我 们 将 看 到 的 
那样 ,可 更 进一步 回 渊 到 字 宙 历史 的 最 初 几 秒 钟 . 

首先 ， 让 我 们 考虑 。 在 纯 理论 的 基础 上 我 们 可 以 预期 何 
种 背景 辐射 谱 。 由 式 〈15.410) 得 到 目前 时 刻 + 频率 在 > 到 
v + dv 的 剩余 光子 的 固有 能 量 密度 为 


pnkz)dy = hv X Brvidy | 人 (一 Goro) 


x A (Re, 外 PCioy t; v de (15.5.1) 
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Arh A Planck 常数 ;名 是 Boltzmann 常数 ; RH ROW) 
简写 ; TO 24 A (SRAM REN Hl ¢ 的 温度 ; AG, 2) 
是 在 时 刻 t 对 频率 为 2 的 光子 的 吸收 率 ; PCa, 与 >) ECE 
到 受 激发 射 时 ) 在 时 刻 : 存在 的 频率 为 RRO 的 光子 存留 
到 现在 的 几率 : 
_ fo hvRo 
Pls t; vy) = exp | 一 f [1 一 exp(— WON) 
a( eRe ， r’) ar'} (15.5.2) 

积分 (15.5.1) 的 下 限 可 取 为 任意 一 个 使 得 P(t, 4; >) 可 忽 
略 的 时 刻 4; 选择 乓 一 0 当然 满足 这 个 要 求 . 

为 了 方便 起 见 , 公 式 (15.5.1) 可 以 重新 号 为 如 下 形式 


pro(v)dv = Brhvidy 人 [ex so( ets) 一 | 


x Plt tv) dt (15.5.3) 

: td 
存留 几率 PP 从 上 = 0 时 的 P= 二 0 增加 到 = o 时 的 P=1， 
所 以 这 正 是 Planck 黑体 分 布 的 加 权 平 均 .。 若 在 某 个 时 刻 tx 


不 透明 度 下 降 得 很 陡 , 则 在 := 一 tx 处 P 近 似 于 一 个 阶梯 函数 ， 
而 由 《15.5.3) 得 出 


8rhvidv 
roy dp = 15.5. 
mD Ulta T O 
式 中 
Trn = TRA (15.5.5) 


所 以 ， LKAMARRORIET, 现在 的 辐射 和 六 具有 黑体 
谱 , 其 温度 为 Tro 

辐射 背景 的 测量 结果 通常 表示 为 辐射 能 流 Or (>), ME 
单位 时 间 , 单 位 接收 面积 ,单位 立体 角 和 单位 频率 间隔 中 接收 
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到 的 能 量 ， 这 个 能 流 可 以 用 
pro) = Eure 
4r 


从 前 面 关于 or) 的 公式 以 c..g.s. 制 单位 计算 出 来 . 背景 测 
量 也 经 常用 等 效 黑 体温 度 Tov) KRR, Tro) 定义 为 这 
样 一 个 温度 ， 在 这 个 温度 下 的 黑体 辐射 在 频率 v 处 具有 观测 
到 的 能 量 密度 或 能 流 , 即 


3 
proCy)dy = 8xhydy 


[exp Chy/kTr(»)) — 1] 
所 以 ,黑体 辐射 谱 的 特征 就 是 , 它 的 Try) Sv EX, BA, 
用 天 线 温度 TO) 来 表示 背景 测量 的 结果 有 时 是 方便 的 ， 
T av) 定义 为 这 样 一 个 温度 ,在 这 个 温度 下 , (15.5.4) 的 低频 
Rayleigh-Jeans 近似 式 会 在 频率 » 处 给 出 观测 到 的 能 量 密度 或 
能 流 : 


(15.5.6) 


prov)dyv = 8xkTa vdy (15.5.7) 
在 所 有 可 能 的 地 方 ,我 们 的 讨论 都 是 指 的 黑体 温度 Too). 
如 果 我 们 对 于 不 透明 度 下 降 以 前 物质 的 热 历 史 不 作假 
设 ,就 只 能 说 辐射 背景 大 体 上 会 有 黑体 谱 , 其 温度 告诉 我 们 当 
字 宙 变 为 透明 时 的 RC(2)/R。 值 ， 如 果 我 们 可 以 假设 , 当 物 质 
和 辐射 处 于 热 接触 时 ,物质 温度 按 如 下 公式 降低 
> A 
T) = RO (15.5.8) 
式 中 4 为 一 常数 , 那么 理论 方面 的 状况 就 会 大 有 改进 。 在 这 
种 情形 下 ,〈15.5.3) 的 被 积 式 中 第 一 个 因子 可 移 到 积分 号 外 ， 
从 而 得 到 黑体 公式 (15.5.4), 无 论 不 透明 字 宙 是 如 何 逐 渐 过 渡 
到 透明 宇宙 的。 另外 ,把 〈15.5.37 中 的 志 取 为 任意 时 刻 1, 我 
们 现在 看 到 ， 在 一 蕊 时 | 间 ( 包 括 不 透明 度 下 降 肝 及 以 前 和 以 
Ade, 均 由 黑体 公式 决定 
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8xhiidy 
a Ddy == oe 
prs 1) [exp (hv/RT (2)) — 1] 


(15.5.9) 


式 中 

T,@= RG (15.5.10) 
在 物质 和 辐射 处 于 平 衔 的 时 期 中 ， 辐 射 由 黑体 公式 (15.5.9) 
描述 , 在 这 有 段 时 间 里 , 它 的 温度 (15.5.10) 显然 等 于 物质 温度 
(15.5.8); 这 当然 不 足 为 奇 ， 这 里 值得 注意 的 事情 是 , 在 从 高 
不 透明 度 到 低 不 透明 度 的 过 渡 时 期 中 以 及 一 直 延 续 到 现在 ， 
辐射 继续 服从 黑体 公式 (15.,5.9), 其 温度 由 (15.5.10) 给 出 。 在 
(15.5.8) 中 令 z= t 则 可 确定 常数 A, 所 以 在 全 部 时 间 中 辐 
射 温 度 是 : 


r, [Re 
. TQ) = Tr Fa (15.5.11) 
平衡 时 的 物质 温度 与 它 相同 : 
= Ro 
T(z) Ta Lat (15.5.12) 


这 样 一 来 , 现在 的 辐射 温度 Tv 就 决定 了 在 TR 为 常数 的 束 
个 时 期 中 早期 宇宙 的 热 历史 . 

为 了 知道 TR 在 什么 情况 下 为 常数 ,让 我 们 考虑 与 黑体 
铝 身 处 于 平衡 的 理想 气体 模型 ， 把 (155.97 对 RATRE 
“条 辐 射 的 能 量 密度 : 


py(#) = aT) 
Api c g. s. 单位 制 有 


Bt = 7. 5641 x 107 erg cm73deg™ 


所 以 。 在 这 种 模型 里 ， elles 
p = RT 十 = aT’ 


Il 


a 
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p= am -Cr — 1)~inkT + aT 
式 巾 4 是 气体 粒子 数 密度 , 关 是 气体 粒子 质量 , 7 是 气体 的 比 
热 比 ,对 于 象 原 子 氢 这样 的 单 原 子 气体 ,7y = 5/3. 粒子 数 守 
恒 方 程 可 写 为 
l nR? = mR è (15.5.13) 
面 能 县 守恒 方程 (15.1.217 写 为 
£ [nmR + Cy — 1) kT R? + aT'R’] 


= —3nkT R’ — aT'R? 
利用 (15.5.13) 以 后 整理 各 项 ,得 
”RdT_ 5 十 1 
| + a (一 rl (15.5.14) 


式 中 ok EAN AT FH AF: 


w= 447? _ y0 {Td 
oe k 74.0 Com (15.5.15) 
对 于 c «1, 由 方程 5.5.14) 得 
oe TRD (15.5.16) 


这 正 是 理想 气体 绝热 膨胀 的 通常 的 温度 -体积 关系 . 另 一 方 
面 ,对 于 o > 1, 由 方程 (15.5.14) 得 
TxR (15.5.17) 
即使 对 于 大 o, 当 物 质 不 再 同 辐射 处 于 平衡 时 , 它 的 温度 曲线 
终 将 从 (15.5.17) 变 为 《15.5.167。 但 是 ,如果 5 非常 大 ,那么 ， 
只 要 在 物质 和 辐射 之 间 存 在 显著 的 热 接 触 ， 则 辐射 继续 超过 
物质 , 而 物质 温度 将 有 预期 的 行为 (15.5.8》)。 在 这 种 情形 下 ， 
由 (15.5.12), (15.5.13) 和 (15.5.15) 得 出 o 为 常数 : 
| g= feet 
3k 
Ait, 4° PARK, 它 就 会 一 直 保 持 很 大 ， 所 以 说 我 们 是 在 
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(15.5.18) 


RAS a. PEE, CAPA a Re A A 
Æ (15.5.9) #1 (15.5.11), 而 物质 温度 一 直到 不 透明 度 变 得 非 
常 小 为 止 痢 遵 守 (15.5.12)。 注意 黑体 辐射 中 的 光子 数 密度 


是 oCy)/hy Xt v AR, Bl 
n, = 30603) aT} _ aT? 
x’ k k 
所 以 ， 
= 0.37 77 


而 热 宇宙 的 条 件 可 表示 为 如 下 要 求 , 即 在 现在 的 宇宙 中 ,对 应 
于 每 一 个 质子 或 中 子 就 有 许多 光子 . 这 些 考虑 都 没有 对 Ty 
的 实际 数值 ,或 者 甚至 对 这 是 否 确 为 热 宇宙 提供 任何 线索 . 
辐射 温度 的 最 初 的 理论 计算 是 根据 四 十 年 代 末 G Ga- 
mow. 及 其 合作 者 名 提出 的 元 卖 合成 理论 《这 一 课题 将 在 15.7 
节 中 更 详细 地 讨论 )， 当 温 度 是 10”K 《对 应 于 所 的 分 裂 温 
度 ) 时 ,为 了 能 使 大 约 10% 至 50% 的 一 部 分 中 子 和 质子 聚变 
成 更 重 的 元 素 , 核 子 数 密度 必须 大 约 是 10%m“*。 因 此 , 那个 
If RAS IEF owe (15.5.15) 是 o ~ 10", 故 在 这 个 模型 中 宇宙 
确实 是 热 的 ,所 以 ,无 论 在 宇宙 保持 不 透明 的 时 期 或 随后 一 直 
到 现在 , RT, 都 保持 不 变 . 车 现 在 的 重子 数 密度 为 10 cm ， 
则 现在 的 标 度 因子 比 T = 10°°K WY BEX (10"/10-*)'? BE 10 
倍 , 所 以 ,现在 的 辐射 温度 是 10-* 乘 10°°K, BUM 10°K, 
1950 年 Alpher 和 Herman’) 按 这 种 思路 进行 的 更 详细 的 分 
析 得 到 Tyo + S°K. 遗憾 的 是 ，Alpher 和 Herman 对 于 这 种 
辐射 是 否 会 保留 到 现在 一 直 表 示 怀 疑 ， 诚 然 , 在 T ~ 10°K 
时 存在 的 个 别 的 光子 老 早 就 会 被 吸收 了 。 但 是 由 于 o> 1, 
物质 温度 必然 按 R- 降低 ， 所 以 正当 字 宙 变 为 透明 时 发 射 的 
tT, 必定 具有 和 元 素 合 成 时 期 相同 的 TR 值 ， 不 过 , 关于 
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S°K 黑体 辐射 背景 这 个 非凡 的 预言 还 是 被 人 们 忽视 了 , 

1965 4, Dicke, Peebles, Roll 和 Wilkinson’! 重新 提出 确 
定 Tw 的 问题 .他们 争辩 说 ,宇宙 必定 一 度 比 10°°K 还 要 热 ， 
因为 它 要 人 么 是 从 R = 0 的 奇 点 膨胀 而 来 ， 要 人 么 是 在 有 限 的 尺 
值 之 间作 周期 振荡 ,即使 如 此 ,也 必须 热 得 足以 裂解 前 一 周期 
留 下 来 的 重 元 素 , 这 个 论证 没有 确定 目前 辐射 温度 的 数值 
但 Dicke 等 人 推理 说 : 宇宙 黑体 辐射 的 能 量 密度 不 应 大 到 使 
得 qg > 1C 15.2 节 ), 因 此 7 过 40"K。 不 过 他 们 的 工作 的 
真正 重要 性 并 不 在 于 这 个 估算 ,而 是 在 于 如 下 事实 , 即 黑体 辐 
射 背景 终于 得 到 了 人 们 认真 的 考虑 ， 同 时 Roll 和 Wilkinson 
开始 准备 测量 Tyo 的 实验 . 

测量 低 于 40°K 的 经 射 温度 的 困难 之 处 ,当然 在 于 接收 器 
的 线路 处 在 比 它 高 得 多 的 温度 之 中 ， 所 以 信号 必然 比 接收 器 
的 噪音 微弱 几 百 倍 。 为 了 检测 出 信号 ，Roll 和 Wilkinson 计 
划 采 用 1945 年 Dicke 发 明 的 那 种 辐射 计 。 在 这 种 装置 里 , 射 
电 接收 器 每 秒 100 次 来 回 接 通 一 个 指向 天 空 的 喇叭 与 另 一 
个 腊 准 波 氨 槽 的 喇叭 。 接收 器 的 输出 经 滤波 后 分 出 以 100Hz 
的 频率 变化 的 那 部 分 ， 这 个 滤波 后 输出 的 强度 就 度量 了 来 自 
RANK BH ZZ. 

Roll 和 Wilkinson 完成 Tyo 的 测量 之 前 他 们 得 悉 Penzias 
和 Wikon5 于 射电 波长 1 = 7.35cm 处 ， 在 一 个 大 晤 叭 天 线 
中 已 经 观测 到 微弱 的 背景 信号 ;( 这 个 天 线 是 为 了 观测 “回声 ” 
号 卫星 而 在 New Jersey 的 Holmdel 建立 的 ). 天 线 温度 可 以 
用 如 下 曲线 拟 合 

Tus(0) = 4.4°K + 2.3°K sec 0 

式 中 6 是 天 线 轴 和 天 顶 之 间 的 角 。 天 线束 通过 的 大 气 ( 取 为 
PRE) 厚度 正比 于 sec 6, 故 第 二 项 可 归 因 于 来 自 大气 的 辐 
SY. (ttt A 0.9°K 是 天 线 的 电阻 损耗 和 进 和 人 天线 旁 辩 的 地 
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球 辐射 的 贡献 ， 独 给 宇宙 微波 背景 的 净 天 线 温 度 为 3.5°K + 
°K, AaTa > hv、 这 也 是 等 效 黑体 温度 
T oC7.35em) 一 3.5°K41°K 

这 个 观测 《可 能 是 自 Hubble 发 现 红 移 和 距离 的 关系 以 来 对 
宝 宙 论 最 为 重要 的 )。 以 朴实 的 标题 -一 在 4080MHz 4b H 
余天 线 温度 的 测量 ”一 一 发 表 于 1965 5, 同时 还 发 表 了 作 
为 说 明 这 种 测量 基本 意义 的 另 一 篇 文章 ， 即 Dicke, Peebles, 
Roll 和 Wilkinson” 的 论文 。 

虽然 Penzias 和 Wilson 报导 他 们 的 结果 是 “剩余 天 线 温 
度 "， 重 要 的 是 要 认识 到 他 们 只 测量 了 单一 波长 处 的 辐射 能 
流 。 仍 有 待 于 证 实 轻 射 频率 分 布 的 Planck 形式 《15.5.47。 在 
表 15.1 中 , 列 出 了 在 各 个 微波 和 远 红外 波长 进行 的 背景 辐射 
的 等 效 黑 体温 度 的 测量 结果 . 

表 15.1 微波 和 远 红外 波段 背景 辐射 能 流 测量 一 览 表 
〈 列 出 的 温度 是 在 指示 的 波长 给 出 观测 到 的 能 流 的 黑体 辐射 应 有 的 温度 ) 


Aem) Ù Ë X M TACK) 
73.5 wawt a 3.741.2 
49.2 地 面 辐射 计 a 3.741.2 
21.0 地 面 辐射 计 b 3.2 士 1.0 
20.7 地 面 辐 射 计 c 2.8 士 0.6 
7.35 地 面 辐射 计 d 3.5 士 1.0 
3.2 地 面 辐射 计 oe 3.0-0.5 
3.2 地 面 辐射 计 f 2.69{ tgar 
1.58 地 面 辐射 计 f 2.78{ +0-17 
1.50 地 面 轻 射 计 g 2.00.8 
0.924 地 面 辐射 计 h 3.16 士 0.26 
0.856 地 面 辐射 计 i 2.56{ $5.2 
0.82 地 面 辐射 计 j 2.9 士 0.7 
0.358 地 面 辐射 计 y 2.40.7 


续 表 15.1 


Aem) 方 法 x ik TACK) 
0.33 地 面 辐射 计 k 2.46{ +44 
0.33 di TT k’ 2.6140.25 
0.263 CNG] =1/J =0) 1 2.3 


{0 HABE 


0.263 CN(J = 1/J =9) m 3.040.6 URS 
0.263 | CNO =1/] =0) n 3.75+0.50 
0.263 CNC] = 1/J =9) o «2.82 
0.132 | CNG =2/]=1) <7.0 
0.132 | CNU =2/]=1) <4.74 
0.0559 CH n <6.6 
0.0559 CH o <5.43 
0.0359 CHTt o <8.11 
0.04—0.13| 火 迄 运 载 红外 望远镜 | P saft 
>0.05 | 气球 运载 红外 辐 身 计 | a =3.6,5.5,7.0 
0.6 一 0.008 | KERIEN] 。 satya 
0.18 一 1.0 | 气球 运载 红外 辐射 计 | $ 2452 
0.13 一 1.0 | 气球 运载 红外 辐射 计 | $ 2.8 士 0.2 
0.09--1.0 | 气球 运载 红外 辐射 计 | $ 2.7 


0.054 一 1.0 | 气球 运载 红外 辐射 计 


a. 
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e. 
d. 
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f. 
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在 100cm 以 上 的 波长 处 , 宇宙 背景 被 银河 系 发 射 的 甚 高 
频 辐 射 所 渡 没 ， 在 75cm 到 0.3cm 范围 内 ， 可 以 采用 类 似 于 
Penzias 和 Wilson 以 及 Roll 和 Wilkinson 所 用 的 那 种 地 面 微 
波 辐 射 计 来 测量 背景 辐射 ， 但 在 1 = 3cm AF. 来 自 地 球 大 
气 的 发 射 变 得 极端 麻烦 ， 从 而 必须 在 高 山上 和 在 大 气 中 出 现 
“窗口 "的 波 民 (如 0.9cm 和 0.3cm) 处 进行 观测 .在 0.3cm 以 
下 不 再 有 可 用 的 窗口 , 故 必须 把 测量 仪器 载 于 气球 或 火箭 上 
此 外 ,在 某 些 波长 处 ,从 星际 空间 的 分 子 对 光 的 吸收 可 能 推测 
出 背景 源 度 .例如 , 氰 在 3874A 处 有 一 条 可 见 吸收 线 ， 对 应 
于 从 最 低 电 子 组 态 到 一 个 激发 电子 组 态 的 跃迁 〈( 见 图 15.3), 
这 两 个 电子 组 态 都 分 裂 为 一 些 转 动能 级 ， 这 些 能 级 由 转动 角 
动量 J 加 以 区 别 ， 所 以 这 条 吸收 线 分 裂 为 一 系列 的 分 BO, 
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其 中 最 重要 的 是 ROO[J 一 0 一 ] 一 1; 2 = 3874.608A], 
R(DIJ = 1 > J =2; 1 = 3873.998A], PODIJ =1 — 
J= 0; 4 = 3875.763 Å], 和 RDJ] =2—>]=3; 1 一 
3873.369 有 1]，《〈 这 些 跃迁 服从 偶 极 选择 定 则 AJ 一 EL) 
1941 Æ, McKellar 发 现 : EKE i 星 和 我 们 之 间 的 一 个 
BRAGA RAR KA RMS ARI, KARAM J =0 
跃迁 的 吸收 线 ROO), 而 且 有 从 第 一 转动 激发 态 ( 处 在 对 应 于 
波长 2.64mm 的 激发 能 处 ) 跃 迁 的 豚 收 线 ROL). 从 这 两 条 谱 
线 的 相对 强度 可 以 推出 J = 1 态 的 粒子 数 ， 对 应 的 温度 是 
2.3°K, McKellar 不 能 肯定 没有 某 种 特殊 的 激发 机 制 在 起 作 
用 ,因此 ,只 能 得 到 这 样 的 结论 , 即 在 1 = 2.64mm 处 的 辐射 
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兰 景 的 等 效 黑 体温 度 约 低 于 2.3*K。 Penzias 和 Wilson’) 在 
7.35em 处 发 现 3.5°K 48 JR, Field’, Woolf Shklov- 
sky) 互相 独立 地 认识 到 ，McKellar AFERE 星 的 旧 
观测 资料 可 能 实际 上 已 测量 了 辐射 背景 温度 ， 而 并 不 只 是 给 
它 定 了 一 个 上 限 。 这 一 点 已 由 排除 一 切 其 它 转 动 激 发 机 制 的 
理论 分 析 久 3 所 证 实 , 并 重复 进行 了 这 些 测 量 , 现 已 获得 PC17 
吸收 线 的 资料 中 及 一 系列 其 它 星体 的 资料 ， 从 这 些 测 量 中 没 
有 得 出 精确 的 辐射 温度 ,但 看 来 相当 肯定 的 是 : 在 2.64mm 处 
的 T, 是 在 2.7°K 5 3.7°K ZE., 也 曾 对 CN 中 的 RC2) 吸收 
线 及 CH 和 CHT 中 转动 激发 态 的 许多 吸收 线 作 过 不 成 功 的 
探测 中 ， 由 此 可 以 定 出 在 波长 1.32mm, 0.559mm 和 0.359mm 
处 T, 的 上 限 . 
WH 15.1 的 考察 表明 ， 除 火箭 和 气球 的 红外 测量 以 外 ， 
所 有 观测 都 与 2.7°?K 黑体 分 布 一 臻 但 是 , 在 断定 黑体 分 布 
确实 成 立 以 前 ,我 们 必须 筑 清 楚 这 种 一 致 性 高 到 什么 程度 , 同 
时 还 得 担心 高 海拔 的 红外 测量 结果 . 可惜 , 所 有 Lemn 波长 以 
上 的 数据 都 沙 在 2.7 Planck 分 布 的 这 样 一 部 分 ， 这 部 分 能 
很 好 地 用 如 下 Rayleigh-Jeans 定律 近似 表示 : 
py vr) ~ BkT oriady (15.5.19) 
上 式 可 在 (15.5.4) PS »>0 得到. 例如 ,在 1 一 1.5cm 人 处， 
2.7°K 黑体 辐射 的 能 流 仅 比 Rayleigh-Jeans 公式 (15.5.19) 所 
给 出 的 小 45 多 而 且 即 使 在 2 一 0.856cm Ab, Planck 能 流 也 
只 比 Rayleigh-Jeans 能 流 低 35%. CHA 15.4) 这 是 一 个 严重 
的 缺陷 , 因为 可 以 设想 一 系列 模型 , 它们 一 直到 比 Planck 定 
律 开 始 低 于 Reyleigh-Jeans 定律 那 一 点 更 短 的 波长 处 ， 都 给 
出 Reyleigh-Jeans 曲线 (15.5.19), Flan, 设 观 测 到 的 微波 背景 
是 在 时 刻 ep 发射 的 ,在 这 个 时 刻 ， 光 子 吸收 几率 1 一 P 不 是 
从 1 到 0 而 是 从 某 个 值 o < 1 到 0 急剧 地 下 降 。 那么 , 由 式 


ae 599 。 


10-24 


10-25 


10-26 


oly) erg cm H>° 


19-27 


10-22 
10 cm 1 cm 


0.1 cm 0.01 cm 
3.X 10° Hz 


3x 10° Hz 3X 10" Hz 3x 10°? Hz 
图 15.4 2.7°K 黑体 辐射 单位 频率 间隔 的 能 量 密度 ， 实 线 给 
出 Planck 谱 ， 虚 线 给 出 2.7°K 天 线 温度 的 Rayleigh-jeans 


谱 (15.5.7). 短 的 垂 线 标 出 了 用 辐射 计 或 星际 吸收 观测 测 
量 或 限制 黑体 温度 的 频率 。 


(15.5.3) 得 到 的 就 不 是 黑体 定律 而 是 灰 体 定律 


~ Bropvdy 
Prod = [exp (hv/kT.) — 1] 


AR O<a@ <1 fit Ta = TCeg)RCeg)/RC). AA, 考虑 到 
4> lem 的 数据 ,必须 取 


(15.5.20) 
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于 是 ,一 直到 波长 acm 处 ,能 流 均 由 Rayleigh-Jeans 定律 给 
出 ,总 辐射 能 量 密度 必须 小 于 10erg /em? ( 见 15.2 节 ) 所 以 ca 
原则 上 可 以 小 到 0.08。 为 了 排除 这 种 理论 ,我 们 须 用 1 < lem 
《尤其 是 4 二 0.2cm, 那里 2.7“K 的 Planck 分 布 具 有 极 大 值 ) 
的 数据 ， 可 异 ， 这 些 正 是 大 气 开始 干扰 辐射 计 测 量 的 波长 . 
所 以 ,要 说 明 整 个 情况 是 黑体 分 布 而 不 是 灰 体 分 布 ,有 赖 于 高 
山上 的 辐射 计 测量 50， 这 些 测 量 在 = 3mm 处 得 出 的 能 流 比 
Rayleigh-Jeans 定律 (7 一 2.7“K 时 的 《15.5.19) 式 ) 所 预期 的 
要 小 3 倍 ,此 外 , 由 星际 分 子 的 吸收 光谱 在 2.63mm 1.32mm, 
0.559mm 和 0.359mm 处 定 出 的 能 流 上 限 分 别 比 Rayleigh-Jeans 
律 小 2.9 倍 、2.2 倍 、12 倍 和 9.3 倍 . 这 些 证 据 有 力 地 示 明 ,能 
谱 分 布 并 不 像 Rayleigh-Jeans 定律 那样 一 直上 升 ,而 是 如 同 黑 
体 辐射 所 预期 的 那样 在 0.2 cm 附近 和 急剧 地 转弯 . 

但 是 ， 这 个 简单 的 图 象 与 火箭 和 气球 上 的 仪器 在 远 红外 
取得 的 某 些 数据 有 了 矛盾， 这 些 测量 实质 上 测量 的 是 辐射 热 ; 
观测 到 的 是 由 具有 各 种 复杂 谱 响应 函数 的 探测 器 在 单位 面积 
单位 立体 角 中 接收 的 总 功率 最 初 在 Cornel!!! 作 的 火箭 观 
测 和 在 M. 工 工 《 麻 省 理工 学 院 )64 作 的 气球 观测 都 显示 出 能 
流 比 2.7°K 黑体 背景 在 这 些 波 长 处 所 预期 的 要 大 许多 倍 ， 实 
际 上 ,和 星际 吸收 的 测量 结果 放 在 一 起 , 这些 数据 同 任何 光滑 
的 能 谱 分 布 都 不 符 ， 更 不 用 说 Planck 或 者 Rayleigh-Jeans 分 
iS. JAX, Cornell 的 测量 又 被 重新 定 标 %a 和 重复 进行 kol 
过 , 得 到 的 能 流 是 小 得 多 了 , 但 是 仍然 比 2.7°K 的 Planck 分 
布 所 预期 的 要 大 两 个 数量 级 。 然而 ， 由 其 它 的 火箭 观测 Ke 
和 M.I T. 小 组 :的 新 的 气球 观测 所 获得 的 结果 却 与 2.7°?K 
背景 相符 ， 这 些 矛 盾 也 许 是 由 于 和 迭 加 在 2.7°K 背景 上 的 一 系 
列强 线 所 引起 的 ， 也 可 能 是 超 因 于 没有 料 到 的 高 层 大 气 编 射 
源 .在 能 用 人 造 卫 星 携带 的 制冷 设备 进行 远 红 外 测量 之 前 ,我 
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们 可 能 总 会 遇 到 这 些 不 确定 因素 . 

在 检验 各 种 波长 处 观测 的 背景 辐射 能 流 同 Planck 公式 的 
符合 时 , 记 住 根据 理论 可 以 预期 与 这 个 公式 的 偏离 (即使 观测 
到 的 微波 辐射 是 表示 早期 字 宙 遗留 的 宇宙 缘 景 ) 是 有 益 的 , 取 
黑体 温度 Ty 一 2.7“ 民 ， 若 现在 的 质量 密度 mmy 一 1.8 x 
10-*g/cem3, WN S6-F RUE (15.5.15) 是 o = 1.35 x 108, # 
nomn = 4.5 X 10%g/em?, E o= 5.4 X 10?， 如 我 们 已 看 到 
的 ,这 些 很 高 的 值 使 我 们 预期 ,只 要 物质 和 辐射 间 存 在 显著 
的 热 接触 , 物质 温度 工 就 会 跟随 辐射 温度 T, OR 变化 .这 
种 预言 来 自 Pebe 对 于 充满 电离 氢 的 字 宙 中 的 复合 过 程 所 
作 的 详细 计算 ( 吗 。 若 现 在 的 密度 mmy 一 1.8 X 10-2g/cmm， 
电离 率 从 T,=5000°K 时 的 99.8% 迅速 下 降 到 T, =3000°K 
时 的 0.98%, 然后 下 降 到 T, = 1500°K 时 的 0.0053%. 然 
而 ， 即 使 在 这 样 低 度 的 电离 下 光子 的 平均 自由 程 很 长 ， 了 与 
T, 相差 仍然 不 大 ,例如 当 7, = 2000°K 时 物质 温度 是 7 = 
1920°K, 而 当 T, = 1500%*K 时 ，7 = 1280°K, 若 现在 的 物质 
密度 取 更 小 的 值 , 7 与 7, 甚至 更 接近 . 因此 ,与 Planck 分 布 
的 偏离 应 当 很 小 . 根据 Peebles 的 看 法 ,最 大 的 效应 是 Lyman æ 
跃迁 2p > 1s 和 双 光 子路 迁 2s 一 1s 留 下 的 光子 过 剩 ,复合 后 
的 气 原 子 就 是 通过 这 些 跃 迁 达到 自己 的 基态 的 .由 于 红 移 ,这 
些 光 子 现 在 的 波长 分 别 比 MLyman a) = 1215 和 和 (27) ~ 
2500 Å 约 大 1000 多 倍 ,这 样 一 来 ,就 在 0.015mm 以 下 的 波长 
处 产生 了 与 Planck 分 布 的 偏离 ,可 惜 ,在 这 样 短 的 波长 处 , 宇 
宙 辐 射 背景 比 我 们 银河 系 的 星际 尘埃 '(9 和 星际 气体 发 出 的 
辐射 弱 得 多 ， 所 以 我 们 不 见得 能 够 观测 到 这 些 与 黑 休 谱 分 布 
的 偏离 . 

偏离 Planck 谱 可 能 还 有 另外 一 个 重要 的 原因 ，Peeblesk9 
的 计算 表明 , 在 辐射 温度 降 到 200°K 的 时 候 , 残余 的 氧 电离 
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极其 微弱 ,其 数量 级 是 10 一 到 10 一. 但 是 前 一 节 关 于 Lyman a 
吸收 实验 的 讨论 表明 ， 在 T, 全 8°K OD z =e) 的 那个 
时 刻 以 后 ,不 可 能 有 任何 显著 数量 的 中 性 氨 . 如 果 像 qo 的 测 
量 ( 见 15.2 节 ) 所 表明 的 那样 ,确实 有 很 多 星系 际 氢气 , 则 当 T, 
在 4000°K 与 8°K 之 间 那 眉 时 期 里 , 这 些 所 总 会 以 某 种 方式 
再 度 电 离 , 如 果 这 种 再 电离 进行 得 很 旱 , 则 在 物质 与 辐射 之 间 
早 就 会 重新 建立 热 接触 ,而 Planck 谱 就 会 由 于 单个 光子 能 量 
的 增加 而 畸变 。 根据 Sunyaevttal 的 看 法 , 观测 到 的 背景 辐射 
谱 与 Planck 公式 的 符合 已 经 表明 , 直到 T, 降 到 约 800°K 以 
前 ,这 种 再 电离 是 不 会 发 生 的 . 

从 微波 背景 按 和 角度 的 分 布 也 可 以 获得 许多 知识 ， 若 这 种 
辐射 确实 是 物质 与 辐射 处 于 平衡 的 早期 所 遗留 下 来 ， 则 我 们 
应 当 预 期 辐射 能 流 是 各 向 同性 的 ， 但 是 ,由 于 (可 能 与 星系 形 
成 有 关 的 "原始 等 离子 体 中 的 不 均匀 性 ,可 能 有 小 角 尺 度 的 
各 向 异性 ( 见 15.8 节 ); 由 于 整个 宇宙 或 我 们 的 局 部 引力 场 [9 
与 理想 各 向 同性 的 偏离 ,也 可 能 有 大 角 尺 度 的 各 向 异性 ;由 于 
太阳 系 相 对 于 辐射 背景 的 运动 ,肯定 还 有 角 尺 度 为 360° 的 微 
弱 各 向 异性 . 如 果 辐 射 背 景 不 是 来 源 于 热平衡 的 早期 , WE 
的 角 分 布 可 以 显示 自己 的 源 ;例如 ,如 果 这 种 辐射 来 自 大 量 分 
立 源 , 则 我 们 应 发 现 大 量 角 尺度 非常 小 的 各 向 异性 ;而 如 果 它 
来 自 银河 系 , 则 我 们 应 预期 与 银 纬 相关 的 大 尺度 各 向 异性 ， 

在 搜索 小 角 尺 度 各 向 异性 时 ， 指 向 与 地 球 成 固定 角度 的 
KRR, 随 着 地 球 自转 而 扫 过 天 空 。 如 果 不 特别 注意 保持 稳 
定 的 校准 , 则 测 得 的 天 线 温度 会 显示 出 随时 间 的 逐 浙 漂移 , 它 
与 我 们 这 里 要 研究 的 问题 无 关 。 围绕 着 这 个 一 般 的 漂移 还 有 
A BUDE, ATR CAT Dew TE. 如 果 
确实 存在 角 尺 度 9 可 与 束 宽 BMWNA Bek ATL. W 
(AT Daath (ATAY 加 上 接收 器 噪声 引起 的 项 得 出 ， 因 
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tks 

AT SAT xm 当 Os B 《15.5.21 7 
AJE ARARA RE 6 eR BBS, Wax TRIS 
成 是 由 六 个 角 直 径 为 6 的 环 带 组 成 ,这 里 


由 (15.5.7) 得 到 来 自 每 条 环 带 的 功率 P 中 的 涨 划 AP 是 
AP AT. 
P Ta 
接收 到 的 总 功率 是 NP, 但 各 个 涨 落 的 符号 是 随机 的 , 所 以 总 
功率 中 的 均 方 根 涨 落 是 NAAP。 考虑 到 接收 回 噪声 , 接收 功 
率 中 观测 到 的 相对 涨 落 将 大 于 NYAP/NP, 故 


(ATA) sm > y- AP > y- AT4 
Ta P T A 


因而 ， 
AT 4SNYXAT aa © (EXAT an 4 O< B (15.5.22) _ 


更 详细 的 分 析 表 明 pa, 对 于 任意 角 尺 度 6 的 涨 洲 

ATIS [1 + zy" (AT Dan 
这 与 (15.5.21) 和 (15.5.22) 一 致 . 对 于 A74 © Ta 的 很 强 的 
WREE, H (15.5.22) 定 出 角 尺 度 的 上 限 


Omar = BAT 1na (15.5.23) 
Ta 


FAS RS ART CAT at IF 15.2. 在 大 于 
几 个 角 秒 的 任何 角 尺 度 上 ,各 向 异性 显然 小 于 百 分 之 几 。 

在 搜索 大 衣 尺 度 各 向 异性 时 ,不 必用 大 天 线 , 但 是 ,当地 
球 自转 使 天 线束 模 扫 天 空 时 ,要 注意 保持 接受 器 的 稳定 校准 . 
在 Partridge 和 Wilkinson” 的 工作 中 , 实现 校准 的 办 法 是 让 
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表 15.2 微波 背景 中 的 小 角 尺 度 涨 落 测 量 一 览 表 


Alem) | TACK) | B Ber | Sanh 
7.35 40° 0.006 5” a 
3.95 1.4°% 20° 0.0007 0.1” a 
2.80 1° 0.054 75” b 

6° 0.036 一 
2.80 107 0.0061 1.5” c 
2° 6.0017 一 
0.35 x757 0.024 1.6” d 
0.35 807—1007 0.008 0.77 d 
0.34 12.57 0.2 一 e 


表 中 4 是 波长 ; Ta 是 对 于 2.70°K 黑体 辐射 的 天 线 温 度 ; BERE; AT am: 

天 线 温度 中 的 观测 均 方 根 涨 落 ; guax 是 观测 所 容许 的 粗 各 疝 异 性 的 最 大 角 尺 度 

(WR (15.5.23). 对 于 1°, 2° 和 6° 的 “来 宽 ? 是 由 107 束 宽 得 到 的 数据 累积 

综合 起 来 的 、 在 0.34cm 处 ATs 的 测量 实际 上 是 测量 在 12.5” HEM A 

TACO) 的 斜率 变化 。 
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WRA RIE, REPENS AA 15 分 钟 插入 一 
PERN, 这 个 反射 镜 使 天 线束 指向 北 天 极 . 无 论 有 无 
反射 镜 时 ,天 线束 与 垂直 线 之 间 的 交角 均 相同 (48°), 所 以 大 
气 和 仪器 的 热效应 应 该 相同 ， 但 是 ,在 没有 反射 镜 时 , 由 于 地 
球 自转 而 使 天 线束 扫 过 天 球 赤道 ,而 插入 反射 镜 时 ,这 个 束 指 
向 天 球 上 比较 固定 的 点 ， 所 以 有 反射 镜 时 与 没有 反射 镜 时 观 
测 的 辐射 能 流 的 差 值 随 时 间 的 变化 。 应 当 是 天 妹 赤 道 附近 的 
能 流 随 赤 经 ( 即 方位 ) 的 真实 变化 的 量度 .， 这 个 变化 必 有 24 
。605 。 


小 时 的 恒星 周期 ， 故 可 以 把 它 展开 成 周期 为 24/# 小 时 (n 为 
任何 整数 ) 的 Fourier 分 量 . 
各 向 异性 的 测量 结果 归纳 在 表 15.3 中 ， 显 然 没 有 观测 到 
有 统计 意义 的 各 向 异性 ， 全 天 Tro 的 极 大 变化 很 可 能 小 于 
1%, 
表 15.3 MRP ROHKARESMREME— ER 


《资料 e 中 所 用 的 数据 包括 了 资料 d 中 所 用 的 数据 ) 所 有 
AT, [Tyo 的 数值 都 是 根据 假定 数值 Tyo = 2.7°K. 


ACcm) AT, [Ty %) 参考 资料 
7.35 均 方 根 10 
7.35 均 方 根 <3.7 
3.75 24 小 时 0.06+0.03 
3.2 (2 小 时 0.18+0.08 
- 24 小 时 0.03 土 0.08 
3.2 {22 ah 0.06 士 0.06 
. . 24 小 时 0.040.06 
0.8 [izh 0.20+0.24 i 
: 24 小 时 0.28-£0.43 
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b. R. W. Wilson & A. A. Penzias, Science, 156, 1100(1967). 

c. E. K. Conklin, Nature, 222, 971(1969). 

d. R. B. Partridge & D. T. Wilkinson, Phys. Rev. Letters, 18, 557 
(1967). | 

e D. T. Wilkinson & R, B, Partridge, quoted by R. B. Partridge, 
American Scientist, 57, 37(1969). 

f. S. P. Boughn, D. M. Fram, & R. B. Partridge. Ap. J,, 165, 439 
(1971). 


各 向 异性 AT,/7,o 的 24 小 时 分 量 的 上 限 是 特别 有 趣 
的 ， 因 为 它们 给 太阳 系 相对 于 字 宙 其 它 部 分 的 速度 建立 了 一 
个 严格 的 上 限 。 假 设 存在 一 个 基本 参考 系 ,在 这 个 参考 系 中 ， 
背景 经 射 是 完全 各 向 同性 的 , 并 有 Planck 谱 ; 又 假设 地 球 以 
速度 ve 相对 于 这 个 基本 参考 系 运动 ， 在 这 个 基本 参考 系 中 ， 
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在 立体 角 sin 640dgq A, 在 频率 间隔 dy 中 的 光子 对 能 量 - 动 
量 张 量 的 贡献 是 


{ pip” i 
»_ ÍP sin ddp 
are = (a O ) eO 
= 2p“p”h [exp Chv/kT ro) — 11 sin Gd0dpvdy 
式 中 灵 是 光子 的 四 维 动量 ; 


p“ = hkv( sin Ocose, sin sing, cos0, 1) 
[由 (2.8.4) 得 到 dT" 正比 于 pp: pp” 的 系数 定 得 使 4T” 
对 6 和 中 的 积分 等 于 pyod>z ,1 在 地 球 参 芳 系 中 ， 这 些 光 子 的 
能 量 -动量 张 量 由 张 量变 换 规则 得 出 
aT = A,A”, dT 
AP ASE (2.1.17)—(2.1.21) 定义 的 Lorentz 变换 ， 并 取 
v 一 一 ve， 为 了 用 地 球 参考 系 的 量 来 表示 47”， 我 们 记 
pt = AP 
或 者 取 *- 轴 沿 地 球速 度 的 方向 ， 


re vl — vecos8] 


v 
[1 — vgl” 
»_ [—ve + cos8} , 
os O° = +e. = 
c [1 一 vecos] P P 


现在 这 里 的 6 是 地 球速 度 与 光子 速度 之 间 的 角 。 所 以 立体 角 
的 变换 规则 是 

«tana? ys, 

sinOd@ dp = (=) sin 0d6dp 
从 而 在 地 球 系 内 的 微分 能 量 - 动 量 张 量 是 

AT = 2p ph [expChy/kTro) — 11 sinOd0dpydy 
= 2p" ph [expChv’ /kT io) — 1] sin@’'d@'dg'v' dy 
式 中 
To= (=) Tro = [1 — og? [1 — vgcosO)T ry (15.5.24) 
v e 
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我 们 看 到 dTa 具有 和 dT o 相同 的 形式 ,因此 ,在 地 球 系 中 的 
背景 辐射 具有 Planck 谱 ， 但 其 温度 Tyo 与 角度 相关 。 对 于 
ve 1, 测 得 的 温度 对 “ 真 ” 黑 体温 度 Tw 的 偏离 是 : 
AT rn = —vecos6T r (15.5.25) 
在 Partridge 和 Wilkinson 的 实验 及 Conklin 的 实验 中 ,天 线束 
每 天 一 次 地 扫 过 天 球 上 固定 赤 纬 5 的 一 个 圆 , 所 以 AT 应 有 


24 小 时 的 周期 ,其 极 大 值 决 定 于 
CAT r)a ~ vo(6) (15.5.26) 
¢ 


式 中 ve(5) 是 地 球速 度 沿 赤 纬 5 的 锥 上 的 分 量 ( 用 c. g. s. fil 
单位 )。 当 天 线 指向 地 球 运动 方向 的 方位 角 时 ,就 达到 这 个 极 
大 值 。 Partridge 和 Wilkinson!” 和 的 综合 资料 给 出 最 可 能 的 速 
BEA v@(0°) = 120km/sec, 其 方向 指向 赤 经 0", 矢量 误差 值 
为 180km/sec。 Conklin”? 得 出 最 可 能 的 速度 为 veC32°N) = 
160kmysec, 其 方向 指向 赤 经 13* (正好 与 Partridge 和 Wilkin- 
son HRD 而 矢量 误差 值 为 85km/scc。 从 这 两 个 结果 有 理由 


Sa | ve] 5300km/sec (15.5.27) 
这 个 上 限 已 经 与 主要 由 银河 系 自转 引起 的 太阳 系 在 本 星系 群 
中 的 速度 具有 相同 的 数量 级 ， 这 个 速度 估计 503 是 315km ysec， 
朝 着 赤 径 22* 的 方向 ， 显然， 无 论 是 地 球 还 是 本 星系 群 相对 
于 辐射 背景 的 运动 速度 都 不 大 。 知 道 我 们 正在 以 多 人 么 快 的 速 
度 并 沿 着 什么 方向 运动 着 ,这 是 非常 有 趣 的 . 

除 地 球 运动 或 局 部 引力 场 的 效应 外 ， 由 于 辐射 最 后 被 发 
出 或 散射 的 时 刻 te FAW, 微波 背景 也 可 能 呈现 出 
各 同 异性 。 如 果 在 约 4000K NEWS ALAS BH 
的 散射 , 则 时 刻 如 对 应 的 红 移 zs 决定 于 

1 + zg Ro 一 TGr) y 4000°K _ 1500 

Rs) Tr 2.7°K 
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另 一 方面 ， 如 果 存 在 数 密度 为 1.2 x 107/m 的 星系 际 自 由 
电子 气 , 则 如 上 节 亡 述 , 最 后 散射 的 时 刻 对 应 于 红 移 zr 6, 
用 目前 观测 到 的 微波 背景 的 各 向 同性 或 各 向 异性 来 确定 在 tr 
时 刻 宇 宙 均 匀 或 不 均匀 的 距离 矿床 ,这 是 很 有 趣 的 . 

为 此 , 考虑 在 时 刻 如 从 共 动 源 4 和 了 发 出 并 在 时 刻 BY 
达 地 球 的 两 个 光子 ， 它 们 所 走 的 路 径 在 地 球 处 的 张 角 为 6. 
取 地 球 为 原点 , 式 (14.3.1) 给 出 源 4 和 和 B 的 径 向 坐标 为 


ra = ?p= Fi (15.5.28) 
式 中 
六 dr [e dt ( 
一 一 -= 一 ~ 一 一 15.5.29) 
f Vl — kr? tr R(t) 


由 于 光子 沿 着 具有 固定 方向 x/r 的 轨道 走向 地 球 , 所 以 在 
Robertson-Walker 坐标 系 中 ， 源 之 间 的 角 距 正好 是 观测 到 的 
BUA MR WCAG 0. BN, 
a = cos (15.5.30) 
这 里 用 Robertson-Walker 坐标 x? 定义 的 标 积 如 同 这 些 坐 标 是 
笛 卡 尔 坐 标 一 样 ; 
Kae Xg = xaixg + xxyy + rxe 
= rars| sin@4sin @gcos(g4 一 pp) 
+ cosacos Oz] (15.5.31) 
我 们 的 问题 是 : 对 于 zr 从 6 到 1500 的 各 种 假设 数值 , 把 te 
时 刻 沿 测 地 线 从 4 到 B 的 固有 距离 表示 为 6 的 函数 ， 
ER (14.4.3), 从 4 到 B 的 测 地 级 可 以 选择 得 ( 令 x, 等 


于 垂直 于 n 的 矢量 ce) 具有 形式 
x(p) = no + aell — koy” (15.5.32) 
式 中 4 APM, 是 参 变 量 ,而 n 和 e 是 正 交 的 单位 矢量 ， 
n'e=0 n? = e? = 1 (15.5.33) 


° 609 « 


标 积 定义 和 式 〈15.5.31) 中 一 样 。 po 的 初 值 和 终 值 是 一 p, 和 
+ po Pi 决定 于 条 件 (15.5.28), RI 
ri = [xCte)|? = p? + P — kot) 
此 外 ,由 条 件 (15.5.30) 得 到 
x( +o) ` x(—a) — [—o? + (1 一 kož) 


r? ri 


所 以 pi 和 a 都 可 用 六 和 0 来 表示 : 


p, = 7, sin 2. 
2 


cos 0 = 


2 8 ay 
2 


a = 7, cos 全 i — krisin 


现在 , 从 一 pi 到 十 o 对 Robertson-Walker 线 元 进行 积分 , 可 算 
出 从 4 到 8 的 固有 距离 : 


d(O) = R(tp) fe (52) + RCo COON ap 


由 此 


r3in(0/2) 
、 0 


1 + Ze Vl — ko 

如 果 最 后 散射 或 发 射 的 时 刻 te 是 发 生 在 物质 为 主 时 期 开始 
以 后 ， 则 可 用 (15.2.5) 和 (15.3.23) KL, qu Al zr 表示 Re 
Alri, 我 们 得 到 

d(0) = 


(15.5.34) 


2 
Hol + zR) V 24 — 1 


K sinc! [e] 1[zago 二 (一 1)( 一 1 廿 V2gozm 士 上)] 
qC + zr) 
_ 6 1 
x an] 当 g> Z> 《= +l (15.5.35) 
yn .0 
d(@) 一 aars" 一 (1 + zr) A} sin 
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当 a=, k=0 (15.5.36) 


z(6) = 2 
H(1 + zr) V 1 — 2g 
X .sinh 一 ! (x 1 一 2g [zro tlg 1—1 +v 2402 +l 2] 
qC + zr) 


sin £) 当 4 二 之， k= 一 1 (15.5.37) 


特别 是 当 6 -> 0 时 ,由 式 (15.5.35) 一 (15.5.37 得 出 
[ergo 十 《9 — 1)( 一 | 十 V2 ozr 十 1)]0 
a(o) > Lr 十 《4 F E q dE 当 go 
如 果 字 宙 的 均匀 性 是 以 小 于 光速 的 速度 把 能 量 和 动量 从 
一 处 转移 到 另 一 处 的 物理 过 程 来 达到 的 , 则 我 们 应 当 预 期 24， 
在 时 刻 te 宇宙 在 大 于 “粒子 视界 ”(15.3.32) 的 两 倍 上 距离 上 是 
不 均匀 的 ， 这 是 因为 到 时 刻 te 为 止 没有 任何 均匀 化 信号 能 
够 从 任何 一 点 走 到 固有 距离 大 于 24u) 的 一 对 共 动 粒子 上 
去 ， 如 果 这 是 正确 的 , 则 在 一 个 大 于 01 角 的 角 尺 度 上 , 微波 
背景 应 呈现 很 大 的 各 向 异性 , SA (15.3.33) 给 出 的 24p( ee) 
ST (15.5.35)—(15.5.37) 给 出 的 aOun), 就 可 以 把 On 算出 
来 : 


doV 2qrzx 二 1 -—s (15.5.38) 
zago + (Go 一 1X(—1 +A 2G%e + 1) 
若 zr = 1500, 则 我 们 可 以 采用 如 下 近似 
On ~ 2( 24" ~ 4.2° a/ Gy (15.5.39) 
_ 《如果 物 质 为 主 时 期 开始 于 氢 的 复合 以 后 ,上述 结果 不 会 有 很 
大 的 改变 .) 若 只 全 6 而 gm 一 1/2, R qgo= 1, W 6, = 75°, 
但 是 ,在 这 种 角 尺 度 上 ,微波 背景 中 不 出 现任 何 显著 各 向 异性 
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sin 2H = 
2 


的 迹象 一 一 相反 , 在 所 有 大 于 1° HAREL, 微波 辐射 呈现 
高 度 各 向 同性 。 按照 上 述 分 析 , 很 难 理 解 : 在 初始 奇 点 以 后 
的 任何 时 刻 发 生 的 任何 物理 过 程 如 何 能 产生 这 样 高 度 的 各 问 
同性 ， 

观测 到 的 辐射 背景 按 频 率 和 角度 的 分 布 肯定 地 上 暗示 着 ， 
它 是 从 物质 和 辐射 处 于 热平衡 的 早期 遗留 下 来 的 名 向 同性 黑 
体 辐射 。 但 是 ， 这 些 资 料 还 不 能 排除 其 它 可 能 性 。 在 银河 
系 内 部 星光 能 量 密度 的 量 级 是 5 X 10Werg/em’, 正好 约 与 
2.7°K 黑体 辐射 的 能 量 密度 相同 ， 由 于 这 种 原因 ，Hoyle， 
Narlikar 和 Wickramsighe55 已 提出 ， 在 银河 系 和 其 它 星系 中 
光学 频率 的 星光 很 大 一 部 分 可 能 被 星际 侍 粒 所 吸收 ， 而 这 些 
侍 粒 被 加 热 到 几 度 、 并 在 微波 频率 处 以 连续 背景 或 分 立 谱 线 
的 形式 重新 发 射 能 量 。 这 种 重新 发 出 的 辐射 并 非 不 可 能 是 各 
向 同性 的 而 且 是 类 似 Planck 谱 的 ,但 这 种 看 法 似乎 有 些 牵 强 。 
一 种 已 被 广泛 考虑 的 可 能 性 是 : 微波 背景 可 能 起 因 于 大 量 分 
立 源 "9， 辣 样 ,在 接收 波长 范围 内 具有 Planck 谱 也 并 非 不 可 
能 ,但 并 没有 特别 的 理由 预期 如 此 .此 外 , 在 这 种 情况 下 , W 
测 到 的 各 向 同性 确实 使 任何 分 立 源 理 论 受 到 严重 限制 ,例如 ， 
若 微波 背景 来 自 位 于 平均 距离 为 万 一 量 级 的 一 些 分 立 源 , 则 
我 们 预期 微波 背景 的 显著 各 向 异性 应 在 这 样 的 角 尺 度 9 上 出 
现 ,使 得 在 体积 Fo 由 约 含 一 个 源 , 即 

Hd > = 1 C15.5.40) 

式 中 4 是 源 之 闻 的 平均 距离 。 所 以 , 表 15.2 给 出 的 OSI" 的 
限制 确定 了 dS 1Mpe 的 上 限 ,这 大 约 与 星系 间 的 平均 距离 相 
A. 在 特定 模型 中 对 这 些 资 料 所 作 的 详细 分 析 " 表 明 , 这 种 
源 的 密度 甚至 比 星系 密度 还 大 ， 这 看 来 就 可 以 排除 这 一 类 理 
ie. 

字 宙 辐射 背景 的 最 有 趣 的 效应 发 生 在 温度 比 现 在 高 得 多 
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的 早期 。 这 些 效应 将 是 下 面 6 节 的 课题 .不 过 ,即使 是 现在 ， 
辐射 背景 也 可 能 有 某 些 有 趣 的 效应 : 

(A) 一 个 能 量 为 rem 的 相对 论 性 电子 会 使 微波 光子 发 
生 逆 Compton 散射 , 产生 具有 如 下 平均 能 量 59 的 反 冲 光子 : 


Ta) 15.5.41) 
7K) S 


E = 3.6yèkT p = 8.4 X 107ty eV (; 


Hoyle’? 提出 ， 银 河 系 中 宇宙 线 电子 的 逆 Compton 散射 会 产 
生字 宙 广 射线 的 弥漫 背景 03, 但 Goud 指出 ， 由 这 种 机 制 
得 出 的 强度 比 观测 到 的 和 射线 背景 小 几 百 倍 。 不 久 以 后 ， 
Felton’) 阐明 ,星系 际 空间 中 字 宙 线 电子 的 逆 Compton 散射 
可 以 产生 具有 观测 到 强度 的 X 射线 ,这 种 模型 已 在 Brecher 和 
Morrison?) 的 评论 中 得 到 支持 : 根据 式 〈15.5.41)， 在 ye~ 
7 x 10° 的 宇宙 线 电子 谱 中 观测 到 的 一 个 扭 折 , 会 使 弥漫 X 射 
线 背 景 谱 在 40KeV 处 产生 一 个 扭 折 , 恰好 在 这 个 地 方 确实 观 
测 到 了 一 个 握 拆 31。 但是， 上 节 讨 论 过 的 更 新 的 计算 表 明 : 
这 个 扭 折 是 由 于 热 的 星系 际 氢 的 热 韧 致 辐射 所 造成 的 ， 仅 在 
1KeV 以 下 逆 Compton 效应 才 变 得 重要 . 对 于 Ye 之 101, 高 能 
电子 在 2.7°K 背景 中 的 射程 急剧 下 降 , 所 以 ,如 果 字 宙 线 电子 
真 的 穿 过 星系 际 空间 到 达 我 们 这 里 ,那么 ,观测 到 的 电子 能 谱 
应 在 10GeV 以 上 的 能 量 处 被 明显 地 截断 。 

CB) 已 经 观测 到 3， 非常 强 的 射电 星系 半 人 号 座 A 在 频 
率 范围 1 到 10KeV 内 发 射 X 射 线 , 其 总 功率 工 , 二 (11 土 4) Xx 
10%erg/sec。 若 用 同步 辐射 理论 来 解释 观测 到 的 能 流 ， 可 以 算 
40, 半 人 马 座 A 约 有 1.7 X 10eg 的 能 量 包含 在 宇宙 线 电 
子 中 ,其 典型 的 y. =~ 2.5 X 103， 这 些 电子 在 2.7°K 辐射 背景 
上 的 逆 Compton 散射 会 产生 X 射 线 , 由 (15.5.41) 得 到 其 平均 
能 量 为 5KeV, 总 功率 为 人 = 5 X 10*erg/sec, 与 观测 数值 符 
合 . 这 个 结果 的 最 重要 方面 是 ， 预言 的 X 射线 功率 对 于 短波 
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背景 辐射 最 灵敏 ,因此 , 如 果 早 期 的 火箭 观测 ! 和 气球 观测 [6 
确实 定 出 了 这 些 波 长 处 的 正确 温度 ， 则 来 自 半 人 马 座 A 的 X 
射线 功率 会 比 观测 值 大 一 个 数量 级 以 上 .不 过 , 对 于 半 人 马 
座 A X 射线 源 的 这 种 解释 仍然 是 有 疑义 的 . 

《C》 当 一 个 质量 为 zw 动量 为 b 的 粒子 以 角度 9 与 一 个 
能 量 为 ww 的 光子 磁 擅 时 ,在 质心 系 中 的 总 能 量 是 

E2 = (w + (Cp + wY — Cp? + 2pwcos6 + u’) 

= 2w[Cp + m? — poosO] + n? (15.5.42) 


为 了 使 一 个 核子 对 一 个 光子 的 伴 撞 截面 为 一 5 的 一 阶 而 
非 二 阶 量 ， 过 程 7 +N>r +N 的 E, AKF E mx 十 


Mgl 


2 
(P + my — pcos6 > Ye + 2mym, Mum, 
2w w 


由 此 我 们 可 以 预期 :在 如 下 能 量 处 
Ep. max = id a x3 x 10%eV 
k ro . 
宇宙 线 质 子 能 谱 有 一 个 鲜明 的 截断 中 , 这 里 的 Ey, max 正好 约 
在 现时 宇宙 线 观测 的 上 限 处 ， 类 似 地 ， 对 于 字 宙 线 光 子 ， 在 


{E> 之 2m, 的 7- 射 线 范 围 中 ， 也 就 是 说 ， 在 能 量 


2 
Ea, max = Ime =~ 1015eV 


由 于 电子 对 的 产生 过 程 y + yett e, 也 会 引起 急剧 的 
下 降 %%， 只 有 当 我 们 假设 高 能 宇宙 线 光 子 和 质子 是 来 自 银河 
系 以 外 时 ,才能 应 用 这 些 上 限 . 

尽管 至 今 还 不 能 肯定 观测 到 的 微波 背景 真 的 就 是 较 早 时 
期 遗留 下 来 的 黑体 辐射 ， 但 是 , 这 种 观点 已 经 发 展 得 如 此 完 
F 以 至 能 够 全 面 考察 它 对 早期 宇宙 的 含意 了 ， 现在 我 们 就 
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RAG HEX, 


6 ES Ae 


现在 的 2.7 天 微波 背景 的 能 量 密度 是 
pro = a T$ = 3.97 X 107M erg/cm? = 4.40 X 107%g /cnns 
(15.6.1) 

正如 在 15.2 书 中 已 经 说 过 的 , 这 远 远 小 于 现在 的 核子 静 质 量 
密度 ,因此 我 们 现在 处 于 物质 为 主 时 期 ,这 个 时 期 绵延 着 宇宙 
历史 的 绝 大 部 分 ,在 15.3 节 中 已 详细 讨论 过 它 了 ， 

现在 我 们 把 广 意 力 转向 更 早 的 时 期 ， 那 时 辐射 和 相对 论 
性 粒子 比 普通 物质 更 为 重要 .为 了 避免 在 详细 的 计算 中 失去 
我 们 的 令 述 线索 ， 最 好 是 先 概述 一 下 通常 想像 的 宇宙 星期 的 
历史 图 景 ;然后 再 进行 支持 这 种 图 景 的 计算 ,通常 认为 宇 害 的 
历史 大 体 如 下 ( 见 图 15.5): 

CA) 在 温度 高 于 102"K 的 极 早 时 期 , 字 宙 包含 着 处 于 热 


101! K 


en cte BEND 


pee 


1010 °K 


109 °K 


0.1 sec 1 sec 10 sec 100 sec 1000 sec 


图 15.5 RFRA RET Ry —et—e 等 离子 体 的 温度 ， 
T, BRAM ves Pes Vps Pn 的 温度 ， 
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平衡 的 多 种 粒子 , 包括 光子 、 轻 子 、 介 子 和 核子 以 及 它们 的 反 
粒子 .介子 和 核子 之 间 的 强 相互 作用 使 得 这 个 时 期 很 难 研究 ; 
CHE 15.11 节 中 作 简 单 讨论 . 

CB) ÆT = 10?°K 的 时 期 ,宇宙 包含 着 光子 ,介子 、 反 介 
于 、 电 子 、 正 电子 、 中 微 子 和 有 反 中 微 子 。 此 外 还 有 极 少 的 核子 
混合 物 ( 由 数目 相等 的 中 子 和 质子 组 成 )。 所 有 这 些 粒子 都 处 
于 热平衡 中 . 

(C) 在 温度 降 到 10°°K 以 下 时 ,p+ 和 pz FER, 在 
T 之 1.3 X 10"°K 几乎 所 有 的 介子 都 消失 以 后 ， 中 微 子 和 
反 中 微 子 从 其 它 粒 子 退 耦 ， 留 下 e+, y 和 少量 核子 处 于 热 平 
衡 中 ,并 有 T CR 《电子 型 中 微 子 与 其 它 粒子 保持 热平衡 
可 能 比 & 介子 型 中 微 子 长 久 一 点 ,但 这 没什么 影响 , ) 

CD) 在 温度 降 到 10"°K Ce ~ 0.01 秒 ) 以 下 时 ,中 子 -质子 
质量 关于 始 使 少 基 核子 混合 物 萌 闭 较 多 的 质 于 和 较 少 的 中 子 
的 状态 推移 . 

CE) 在 温度 降 到 5 x 10° KF Ce & 4sec) 时 ,电子 - 正 
电子 对 开始 亚 灭 ， 字 宙 中 余下 的 主要 成 分 只 有 实际 上 处 于 自 
由 及 胀 中 的 光子 ,中 微 子 和 反 中 微 子 ,这 里 光子 温度 比 中 微 子 
温度 高 10.1%.。 同时 , 中 微 子 和 反 中 微 子 的 冷却 以 及 电子 和 
正 电子 的 消失 使 得 中 子 -质子 比 冻结 在 1:5 附近 . 

CF) 当 温 度 约 为 10°°K (z & 180sec) 时 ， 中 子 很 快 开 始 
与 质子 一 起 聚变 成 较 重 的 核 , 余下 由 所 和 He4( 按 重量 计 约 含 
27% BW ARMER d, He 和 其 它 元 素 组 成 的 电离 气体 . 

(G 光子 、 中 微 子 和 反 中 微 子 的 自由 膨胀 继续 进行 ， 并 
有 T, 一 1401T, cR”, 电离 气 体 的 温度 保持 和 光子 温度 一 
致 ,一 直到 T ~ 4000°K HANSA MIE, 

CH) Æ 10°°K 和 105K 之 间 的 某 个 温度 处 ,光子 .中 微 子 
和 反 中 微 子 的 能 量 密度 下 降 到 氨 和 人 氨 的 静 质 量 密度 以 下 ， 从 
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面 开始 进入 物质 为 主 时 斯， 
为 了 补充 说 明 这 个 历史 的 细节 ,比较 方便 的 做 法 是 ,在 本 
节 中 集中 论述 早期 宇宙 主要 成 分 (光子 和 轻 子 ) 的 热 演化 ,而 
把 关于 核 合 成 的 讨论 推迟 到 下 一 节 去 ， 
首先 ,让 我 们 考察 决定 早期 宇宙 膨胀 的 时 间 尺 度 的 方程 
这 比 在 物质 为 主 时 期 的 更 简单 一 些 ， 原 因 是 可 以 忽略 空间 
曲率 。 对 于 k= +1, Einstein HR (15.1.20) 的 右 端 取 由 
(15.2.5) 和 (15.2.6) 给 出 的 现在 的 值 : 
8xGpoRo _ 24 
3 12g — 1| 
在 15.2 节 中 我 们 看 到 go 可 能 大 于 0.014, 所 以 现在 的 
3rGoR?/3 大 于 0.03。 在 物质 为 主 时 期 中 ,这 个 量 按 1/R eT 
变化 ,所 以 , 当 T, 为 1000?K 时 它 大 于 10, 而 在 更 早 时 期 它 其 
BRA. 因此 ,在 宇宙 的 整个 早期 历史 中 , Rae (15. 1.20) 
的 右 端 小 得 多 ,于 是 这 个 方程 简化 为 
Rea 8xGoR? . 
3 


(15.6.2) 


也 就 是 说 ,空间 是 开放 还 是 封闭 ,对 于 早期 宇宙 的 讨论 没有 影 
Hal 

NEREZ BIS EH AGRE. EE—A 
定时 刻 ,我 们 可 以 期 望 发 现 一 些 粒 子 互 相处 于 热平衡 , 另 一 些 
处 于 自由 腾 胀 中 ， 也 许 还 有 些 正在 从 一 种 条 件 过 渡 到 另 一 种 
条 件 . 在 理想 气体 近似 下 , 在 热平衡 中 的 、 动 量 在 ?和 4? + dq 
之 间 的 第 i 种 粒子 的 数 密度 mn.(q)ag 由 Fermi BY Bose 分 布 
Ree, 


(a) = 4nh gorda | exp( ELD Hi -1 
ni(q) = Arh °9;q’dq | p( iT )+ 1| (15.6.3) 
AH EU) = Cm? + 9) 是 粒子 的 能 量 ,4 是 化 学 势 ,符号 
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+1 对 于 Fermi 子 为 十 1 而 对 于 Boe 子 为 一 1, 9; 是 自 旋 态 数 
A, 对 于 中 微 子 和 反 中 微 子 9 一 1, APTI. 
核子 和 它们 的 反 粒 子 9 = 2. 

化 学 势必 须 著 虑 到 各 种 可 能 反应 所 服从 的 守恒 定律 来 确 
定 ， 基 本 规则 在 于 : 必 在 一 切 反 应 中 是 可 加 性 守恒 量 鸣 . 具 
体 地 讲 是 : 

(A) 光子 在 任 一 反应 中 能 以 任何 数目 被 发 射 或 吸收 ， 
th py =0. [Um A (15.6.3) 化 为 Planck 分 布 (15.5.9), 
其 中 n, = p,/hv H q= E = hv. ] 

(B) 粒子 - 反 粒 子 对 可 以 尊 灭 成 光子 ， 所 以 粒子 及 其 反 
粒子 的 化 学 势 数值 相等 而 符号 相反 . 

O) 电子 和 必 介 子 可 以 通过 互相 碰撞 或 与 核子 碰 擅 转 
化 为 与 它们 相 联 系 的 中 微 子 wx 和 wu， 例如 这 样 的 反应 : 

e + p >rt Du e tpv, tn pot poy, ta 
等 等 。 所 以 ,化 学 势 之 间 有 下 面 的 关系 

Bem — Ho, = Bpo Bey ™ Un hp (15.6.4) 

正好 共有 4 MAW ERAR TR: 电荷 , 重子 数 (核子 
和 超 子 数 减 去 反 核 子 和 反超 子 数 ), FBR Cem 和 »。 数 
减 去 et M D, BOM /二 介子 - 轻 子 数 吧 Coo lv, BORE u 和 
3.2). 因此， 正好 有 4 个 独立 的 化 学 势 ， 可 记 为 jp, uos 
Uys pt。 这 4 个 独立 的 化 学 势 是 由 电荷 密度 No, ETRA 
度 Ns, 电子 - 轻 子 数 密度 Ns 和 4 上 介子 - 轻 子 数 密度 Nw 的 数 
值 所 确定 的 ,所 有 这 些 数值 都 简单 地 按 RO aL, Al, A 
了 确定 化 学 势 我 们 必须 回答 如 下 问题 : 这 4 SBE No, Ns， 
Ne 和 Ny 的 数值 是 多 少 ? 

我 们 知道 , 平均 电荷 密度 No RS, 或 者 至 少 是 很 小 *. 
我 们 也 知道 ,重子 数 密度 Ns 比 光子 数 密度 N, 小 得 多 ,这 是 因 
为 现在 的 Na =n, +n, — ng — n 比 n, 小 8 到 10 个 数量 
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级 , 可 是 在 更 早 时 期 NeRs: 是 严格 的 常数 而 ,Ri oc (TRY 是 
近似 的 常数 ， 可 惜 关 于 现在 的 中 微 子 数 密度 我 们 知道 其 少 ， 
所 以 无 法 估计 Ny =n + ny, — net — ny, 或 Nu 一 zi 十 
ny, 一 wait 一 zz。 的 数值 ， 不 过 ,由 于 Ns 比 mm 小 8 到 10 个 
数量 级 ,所 以 认为 Ns 和 Nu 也 比 mr 小 得 多 , 这 至 少 是 一 个 合 
理 的 推测 。 如 果 是 这 样 的 话 , 则 令 所 有 守恒 的 量子 数 都 等 于 
零 ,将 是 很 好 的 近似 ; 
No = Ns = Ng = Ny =0 (15.6.5) 
当然 , Vs 实际 上 不 是 零 , 因 此 , 当 我 们 在 下 节 考 虑 元 素 合成 时 
就 必须 把 重子 放 回 到 计算 中 去 ,但 是 ,在 计算 早期 宇宙 粗略 的 
热 历史 时 ，Ns 可 以 忽略 不 计 ， 关 于 Ns 和 Ny 是 否 也 可 忽略 
的 问题 将 在 本 节 末 讨论 ， 
确定 化 学 势 的 问题 现在 就 很 容易 了 .粒子 和 反 榨 子 的 化 
学 势 数值 相等 而 符号 相反 。 所 以 4 个 密度 Wo, Ns, Ne 和 Ny 
是 4 个 独立 化 学 势 x,，p.-，pws 和 po, RPA A 
(15.6.5) 决定 的 wz 的 数值 就 是 
i; = 0 (15.6.6) 
我 们 可 以 用 这 个 近似 很 方便 地 处 理 能 量 守 恒 ， 处 于 热 平 
衡 的 所 有 粒子 的 总 能 量 密度 和 压强 现在 显然 只 是 温度 的 函 


or(T) = D> | Ei(g)ni(g; T)dq (15.6.7) 


ilea) 


Pal T) = pa (G ;) ni(qg:; T)dq (15.6.8) 


[ 见 式 (2.10.21) 和 (2.10.22). ] 按 热 力学 第 二 定律 ,在 体积 了 
内 温度 为 工时 处 于 平衡 的 粒子 的 箭 是 一 全 函数 SCV，T), 满 
足 关系 

ASO , T) = {dp TV) + Pea T)AV} (15.6.9) 
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因此 ， 


OS(V, T) V dp.T) 
OT T dT 


TAE BERERA ERRA 


40g T) 
ƏT TE {pcaCT) + pC7)}| = OV a dT | 
或 者 , 稍 加 整理 后 得 
2 太一 点 fav(T) + Pa TI 《15.6107 


[这 也 可 直接 从 式 (15.6.7) #1 (15.6.8) 推出 ]， 只 要 处 于 热 平 
衡 的 粒子 仅 有 彼此 之 间 的 作用 ， 则 它们 的 总 能 量 和 压强 必 有 
独立 地 满足 能 量 守恒 方程 14.2.197: 


R? Ipea n 4 [R {peg + Peat ] (15.6.11) 
dt dt - 


现在 应 用 15.6.10)。 可 把 上 式 写 为 | 
d |R? — 
| {pa TY + palT] 一。 (15.612 
这 个 守恒 定律 可 以 用 病 来 作 一 简单 解释 。 把 (15.6.10) 代入 
(15.6.9) 中 得 
dS(V, T) 一 4 dl OegT) + pe TYV] 
~— m ae + Peg T )} dT 
所 以 ， 的 个 可 月 的 可 TOUR: 
SCV, T) = E {oe T) + peg TI (15.6.13) 
这 样 一 来 ,方程 (15.6.12》 就 是 说 ， 体 积 RG) 中 的 米 是 一 恒 
a: 
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s= SRT) = È {oralT) 十 pa(7) 《15.6.13) 


特别 当 所 有 处 于 平衡 的 粒子 都 是 高 度 相 对 论 性 的 时 候 ， 
我 们 可 在 (15.6.7) 和 (15.6.8) HS E = q, 所 以 


p(T) = palT) (15.6.15) 


于 是 由 (15.6.10) 得 出 
Peg T) © T* (15.6.16) 
这 里 的 比例 “常数 ”依赖 于 在 这 些 温度 下 人 处 于 平 稀 时 是 哪 种 粒 
子 较为 丰富 [这 个 结果 也 可 直接 从 《15.6.7) 和 (15.6.8) 得 
H]. 把 (15.6.15) 和 (15.6.16) {RA (15.6.12) 就 得 出 温度 下 
降 的 规律 
1 
Tœ z (15.6.17) 
我 们 将 看 到 , 此 式 在 字 宙 早期 历史 中 的 绝 大 部 分 (但 非 全 部 ) 
是 成 立 的 . 
我 们 下 面 的 任务 是 确定 在 各 个 时 期 中 哪些 粒子 处 于 热 平 
衡 。 由 于 忽略 化 学 势 而 带 来 的 一 种 简化 是 ， 只 有 那些 质量 
m 二 KT 的 粒子 才能 以 显著 的 数 密度 (15.6.3) 存在 于 热平衡 
h, 当 AT <m BUT <1.5 x 10K 时 ,这些 粒子 是 pt, 
e*, Vus Bus Ves Ve 和 Y. 《这 里 忽略 了 引力 子 ,其 理由 在 15.11 
节 中 讨论 .) 在 宇宙 的 整个 早期 历史 中 , 粒子 对 的 产生 和 漂 灭 
过 程 以 及 Compton 散射 使 得 所 有 存在 的 带电 粒子 同 光子 保持 
热平衡 。 因 此 光子 由 Planck 定律 C15.5.9) 描述 ,而 et 入 
由 化 学 势 为 零 的 Femi 分 布 所 描述 : 


2 一 
ne-(q dq = net(q9)dg = xh gdq [e(t + 1| 


(15.6.18) 
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n,-(g)dq = n,+(q)dq 一 8139209 [exp (‘tem + 1] 
(15.6.19) 
中 微 子 和 反 中 微 子 的 情况 又 怎样 昵 ? 我 们 知道 它们 可 以 
在 如 下 的 反应 中 被 产生 、 消 灭 和 散射 
e + pt<—y», + Pu et + pod, + vy, 
Vet uT v, te D, + uter, + et 
Vat pir, tet 5, 4+ <5, + eT (15.6.20) 
只 要 RT < mu， 所 有 这 些 反应 的 截面 都 粗略 地 为 
Ong © Iph CTY (15.6.21) 
式 中 9w = 1.4 X 10 Perge ERBA A E AMAIN FP 
FREVE woe t v. + 0, HERBAL 在 这 些 温 度 下 ， 
所 有 粒子 速度 的 数量 级 均 为 1， 而 由 (15.6.18) Al (15.6.19) 
得 出 带电 轻 子 o 和 p* 的 密度 是 
a, (47) (15.6.22) 


因此 ， 单 个 中 微 子 被 散射 的 速率 和 每 个 带电 轻 子 产生 中 微 子 
的 速率 数量 级 都 是 


urni © Pgh (RTY (15.6.23) 
总 能 量 密度 的 量 级 近似 的 为 , 
p~ ti 人 人) (15.6.24) 


所 以 按 (15.6.2), 脱 胀 速率 的 数量 级 是 。 

= Š x (Go)? ~ GAART Y (15.6.25) 
因此 ,只 要 kT > m, Bll T> 10K, 反应 速率 on 与 脱 胀 束 
RHREEEGLH c. gs HAHN 


Oni ~ GA e g (RTP ~ ( T 
H KT?) 


10°°K 


) C15.6.26) 


-e 622。 


但 是 ，(15.6.20) 中 所 有 的 反应 或 者 是 异 求 存在 一 个 扫 或 
U, 或 者 是 要 求 有 足够 的 能 量 来 产生 一 个 上 娘 或 扩 . BAT < 
ms 时 ,上 介子 的 数 密度 及 能 量 E> m, OH ON THRE 
都 减少 约 exp(—m,/kT) 倍 , 结 果 , 反 应 速率 与 膨胀 速率 的 比 
值 约 为 


ot (Te (— PEE 15.6.27 
H \qorK) oP z) § ) 


当 这 个 比值 降 到 1 以下, 即 在 T ~ 1.3 x 10"°K 时 , 中 微 子 
MRR hE SHER FHA. . 
实际 上 , ve 和 5 保持 在 热平衡 中 可 能 比 vy 和 5 稍 久 一 
m. REENE", 弱 相 互 作用 来 源 于 一 种 “ 弱 流 ”同月 
身 的 耦合 ,或 者 是 直接 进行 , 或 者 是 通过 一 种 带电 的 自 旋 为 1 
的 粒子 (“中 间 矢 量 介子 ”) 的 作用 来 进行 ， 如果 是 这 样 , 则 还 
存在 着 另外 一 些 包 含 ». 和 5 的 反应 : 
eo + etern, + D, etto, et Hva 
ct +5, ct + 5, (15.6.28) 
“RT > me 时 ,其 截面 数量 级 为 (15.6.21)? 这 些 反应 不 包含 
pa， 所以, 当 kT >m, 即 温度 降 到 T ~ 5 Xx 10°°K 以 前 , ve 
和 5 的 反应 速率 与 膨胀 速率 刀 的 比值 由 式 〈15.6.26) RE. 
因此 ,在 T ~ 10K 即 比值 (15.6.26) 降 到 1 以 前 , 反应 
(15.6.28) #8» 和 元 与 Y 和 e+ 保持 热平衡 。 RENT v, 
和 元 ,这 个 结论 也 可 能 同样 成 立 上 3 . 
现在 可 以 来 讲 清 早期 宇宙 的 热 历史 了 。 让 我 们 从 103°K 
和 1.3 X 104?K 之 间 的 某 一 温度 出 发 , 那 时 p+ 和 7 相当 稀 
少 以 至 它们 对 oea 和 pea 的 贡献 可 以 忽略 , 但 仍然 丰富 得 足以 
保持 中 微 子 和 反 中 微 子 同 其 它 粒 子 处 于 热平衡 中 。 因此 , F 
宙 的 重要 成 分 是 et, Y, Ves Pes Va M Pu 它们 全 都 处 于 热 平 
gH, FE Planck 分 布 , e+ 有 Fermi 分 布 (15.6.18), 而 
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中 微 子 和 反 中 微 子 有 Fermi 分 布 
n, (q)dq = ns [qdq = n, „Cq)dq = no,(q)dq 


= 4xh 3qg204 [ee 总) + il" C15.6.29) 


因为 所 有 这 些 粒子 都 是 高 度 相对 论 性 的 , 所 以 温度 按 式 
(15.6.17) “FRE, 即 Toc R 4 TAZ 1.3 x 104°K kf, 
v, 和 元 《可 能 还 有 ve 和 云 ) 从 平衡 中 的 粒子 退 耦 出 来 而 开 
始 自由 膨胀 。 但 是 ,这 种 退 未 对 任何 分 布防 数 都 没有 影响 . 留 
在 平衡 中 的 粒子 仍然 构成 高 度 相对 论 性 的 气体 ， 所 以 它们 的 
温度 继续 按 1/R 下 降 。 此 外 , 自由 中 微 子 和 反 中 微 子 的 粒子 
数 密度 按 1/R FRE, 而 其 动量 被 红 移 了 1/R 倍 ( 正 如 光子 那 
样 ), 所 以 分 布 (15.6.29) 的 形式 被 保留 ,而 其 中 的 温度 是 正比 
于 1/R 的 中 微 子 温 度 7。。 因为 在 退 帮 以 前 Ts $F T, 而 在 
此 以 后 T, RT MABE 1/R 降低 ， 故 中 微 子 和 反 中 微 子 继续 
由 了 .一 了 时 的 Fermi 分 布 C15.6.29) 描述 ,就 好 像 它 们 仍然 
保持 与 其 它 粒 子 处 于 热平衡 一 样 。 在 了 全 10K 时 还 可 能 
有 一 次 和 元 的 退 耦 ,但 是 ,只 要 ve 和 5 的 绝 大 多 数 都 是 在 
e+ 仍 为 相对 论 性 时 退 耦 出 来 的 , 它 急 然 不 影响 中 微 子 和 反 中 
微 子 的 分 布 函 数 . 这 样 一 来 ,在 整个 10"°K > T > 5 X 10K 
的 阶段 ， 中 微 子 和 有 反 中 微 子 的 行为 如 同 它们 处 于 热平衡 中 一 
样 ， 而 所 有 粒子 Y, e*s, Vas Dus Ve 和 De 都 由 按 1/R TERA 
一 温度 工 的 Planck 分 布 或 Fermi 分 布 描述 。 由 此 得 到 中 微 
子 和 反 中 微 子 的 能 量 密度 是 

Pv, = Pr, = Px, = ps, = ps (15.6.30) 


= onan gdq [ee 总) 十 J 


(AT ) 一 at (15.6.31) 


式 中 


一 SO 


* 624. 


此 外 , 当 kT > m, 时 ,et 是 相对 论 性 的 ,所 以 
p = pet = 2p, = Z aT“ (15.6.32) 


《由 于 ce- 和 ct SAW AEA KBE pc* 是 ps RTE. 
此 ,从 了 二 102oK 到 了 ~ 10°°K 的 阶段 中 ,宇宙 的 总 能 量 密 
度 是 


9 
P= Px + Po, + Pop + Prp + pen + pet + 0, = = aT" 


(15.6.33) 

以 下 的 情况 变 得 稍为 复杂 一 些 . 在 10”K 以 下 , 留 在 热 

平衡 中 的 重要 粒子 上 只 有 e+ 和 yx。 它们 在 体积 R 中 的 炳 由 
(15.6.14), (15.6.7), (15.6.8) 和 (15.6.18) 给 出 : 


3 
4 一 地 for + pet + pr Epe t pet + Pr} (15.6.34) 


当 T>5 x 10K 时 ， 电 子 和 质子 是 相对 论 性 的 ， 所 以 用 
(15.6.15) 和 《15.6.32) 后 ， 由 (15.6.34) 得 


3 
5 一 E {o + pet + py} 一 x aCRTY (15.6.35) 


47 BIS X 10°K 以 下 时 ，e” Be 源 灭 、 最 后 只 剩 下 光 
子 ,我 们 有 
=i ota 3 . 
:一 (RT) (15.6.36) 
但 * 是 恒 量 ,因此 e 和 et 消失 的 效应 就 是 RT 增加 一 个 因 
Fla 


CRT )7<10°?k ¢ ne 
一 一 一 一 一 (一 15.6.37 
CRT rsx’? 4 C ) 


中 微 子 和 反 中 微 子 并 不 由 于 电子 - 正 电 子 谭 灭 而 变 热 ,所 以 它 

们 的 温度 仍 继续 按 Ro FE. 因此 , 当 7 <5 Xx 10°°K 时 ， 

我 们 必须 把 中 微 子 和 反 中 微 子 的 温度 T,， 辐 光子 和 任何 留存 
,625 。 


的 带电 粒子 的 温度 了 工 区别 开 来 . 因 RT, 是 常数 而 RT 有 
(11/4)? SARR, 所 以 最 后 光子 温度 正好 比 中 微 子 温度 高 


如 下 倍数 
EADE 地) = 1.401 (15.6.38) 


为 了 确定 在 5 X 10K 与 10”K ZE RT 或 T/T, 的 行为 ， 
我 们 必须 用 表达 式 (15.6.34), 或 


s= £ a(RT YS (e) (15.6.39) 


式 中 
ya =i+ thf yay [JP y+ 
Rat Jo 


| 
IVP + y 

x [exp (x? + y>) + 1] (15.6.40) 
在 (15.6.35) 中 用 T, RE T, MER" 可 由 人 恒 量 RT, 来 表 


达 , 因 此 
T, = (y T [ P (全 中 (15.6.41) 


BS 的 数值 计算 9 表明 , 当 温 度 降 到 3 x 10°°K bt T/T, 
只 上 升 到 1.001, MET MARES] 10°K 以 下 时 T/T, 小 于 
1.4. 《 见 表 15.4) 

Z T <10°K 时 ,与 光子 处 于 热平衡 的 粒子 只 是 在 所 有 
eet NHR GR TOD RATT. 7, 和 7 了 都 继续 按 
1/R 下降, 其 比例 固定 在 数值 (15.6.37)， 我 们 在 上 一 节 中 看 
到 , 当 了 降 到 低 于 4000°K 以 后 , 光子 温度 T, 开始 不 同 于 物 
质 温度 了 ,但 在 此 以 后 光子 温度 继续 按 1/R FRR, 这 样 一 
来 ,目前 应 存在 由 式 (15.6.29) 描述 的 宇宙 “ 轧 体 ”中 微 子 和 反 
中 微 子 背景 ,其 温度 为 

4 \¥3 


T = (+) Tm = 1.9°K 
wv il T0 


表 15.4 从 Ap 对 天 灭 到 物质 和 辐射 退 耦 前 字 宙 的 热 历史 " 


t(sec) 


TCK) 


10” 1.9X10-? 1.000 0 
6x10" 3.2x107'2 1.000 1.94 x10~* 
3x10" 6.4xX 1072 1.000 1.129x 107° 
2x10" 9.6 x107? 1.000 2.61 x10- 

10" 1.9x10-7" 1.000 1.078 x 10-* 
6X10! 3.2x10-" 1.000 3.01 X10-? 
3x10" 6.4X10-1 1.001 0.1209 
2x10!° 9.6X10-"" 1.002 0.273 

Lore 1.9x10-1° 1.008 1.103 
6 X10? 3.110718 1.022 3.14 
3x10’ 5.9X10-10 1.081 13.83 
2x10’ 8.3 x 107° 1.159 35.2 

10° 2.6X10-? 1.346 1.82 X10 
3x10 9.0 x107 1.401 2.08 X10 

10! 2.7107! 1.401 1.92 x 10* 

10° 2.71077 1.401 1.92 x106 

105 2.7X10-¢ 1.401 1.92 X10 

10° 2.7X1075 1.401 1.92 X10 

10* 2.7X10-* 1.401 1.92 X10 
4x10? 6.3X10% 7 1.401 1.20 10"? 


a. RIR, 的 值 是 假设 现在 的 辐射 温度 Tv = 2.7°K 推出 的 .最 后 几 个 上 值 是 在 
物质 的 能 量 密度 和 光子 及 中 微 子 的 相 比 还 可 忽略 的 假设 下 推出 的 ， 了 >> 
10°°K 时 的 T/T, fl t REAP. J. E. Peebles, Ap. J., 146, 542 (1966), 


KAT = 10°°K 的 时 候 开 始 直到 现在 , 光子 、 中 微 子 和 反 中 微 
子 的 能 量 密度 是 
Pr = Pr + Py, + Pr, + Pv, + 05, 


=aT,i+ ~ aT, 
4 


7 4 4/3 
= | 十 pi (5) | aT = 1.45aT,' (15.6.42) 


这 可 同 非 相 对 论 性 物质 的 能 量 密度 ”xwzx 相 比 拟 ,后 者 同 RO 
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或 TY? 成 比例 : 


zz 
T,, 


因此 , 当 myns 等 于 pr 时 的 临界 温度 T. 为 


T, = Nvo 4200°K | TENT NO | 15.6.43) 
1.45a T% 1079 /cm 


当 mynyo 处 在 2 X 107% g/em? Æ 3 X 107% g/cm? 范围 中 时 ,这 
个 温度 在 84,000°K 至 1200°K 的 范围 内 ， 可 以 指出 , BRA 
复合 时 的 温度 Te ~ 4000°K 就 落 在 这 个 范围 内 , 因此 , 我 们 
不 能 肯定 , 当 物 质 的 辐射 失去 热 接触 的 时 刻 ,辐射 的 能 量 密度 
究竟 是 大 于 还 是 小 于 物质 的 能 量 密度 。 这 个 不 确定 性 并 不 影 
响 上 节 中 我 们 关于 微波 背景 的 讨论 ; 这 里 的 关键 在 于 光子 数 
密度 现在 和 过 去 都 比重 子 数 密度 大 得 多 . 

所 有 这 一 切 经 历 了 多 长 时 间 呢 。 当 温度 约 在 10" ° 与 
5 X 10° °K 之 间 以 及 降 到 约 10° CK 以 下 之 后 ,大 量 存 在 的 粒 
子 都 是 高 度 相 对 论 性 的 , A p = p/3， 按 (15.1.23), AER 
密度 e 的 变化 为 


ny 一 nm ( 


px R 
在 这 些 时 期 中 ,动力 学 方程 (15.6.2) 可 写 为 
ô 4R _ _, (8xGp\" 
P R ‘( 3 ) 
其 解 是 
= 3 1/2 _ 
(sac) 十 EE (15.6.44) 


Æ 104 °K > T>5 x 10°°K 的 时 期 ,能 量 密度 由 (15.6.33) 
得 出 ,所 以 (用 c. g. s. 制 单位 ) 
c? 1/2 Ic 
= (<=) + ER 


一 1.09 sec | i. +E 


10“ °K. 
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AES MA T = 107 °K 出 发 , 降 到 10 OK 需要 0.0107 sec, 再 降 
到 10” °K 又 需要 1.07 sec, 
在 10 °K> T> T, 的 时 期 ,能 量 密度 由 (15.6.42) 给 


出 ,所 以 
c? 1/2 
= 人 + EE 


= T, 一 r=Y 
一 1.92 sec | 元 =| + EE 


故 温 度 从 10° °K 降 到 10° °K 所 需 的 时 间 约 为 5.3 小 时 . 如 果 
一 直到 氮 在 了 一 4000°K 复合 以 前 辐射 持续 地 超过 物质 ， 则 
在 复合 时 的 宇宙 年 龄 是 4 x 10’ 年 。 

可 惜 ， 若 我 们 要 描述 宇宙 的 整个 早期 历史 中 了 4) 和 
RG) 的 变化 ， 就 必须 进行 数值 计算 来 通过 电子 - 正 电子 谭 灭 
时 期 . ASAT ARR, 我 们 利用 这 样 一 个 事实 , 即 (15.6.39) 
从 了 二 103°K 直到 现在 都 是 常数 ,不 过 当 工 降 到 4000 °K 以 
后 应 当 以 T, RET. 这样 一 来 ， 


s= + a RoT ro)? (15.6.45) 
所 以 ; (15.6.39) 可 写 为 
R_( TN g-an (me 
z (4) F (z) (15.6.46) 


能 量 密度 2 是 了 的 函数 ， 当 了 工 小 于 102 “KK 并 大 于 了 .和 
4000°K 时 , 它 可 以 写 为 - 
p = p, + pr T ps, + Pv, + 05, T pet + pe 


= aT’ + Z aT, + l6nA-3 人 Be(47)4209 
0 
X [exp (ELD) + |" 
kT 
对 T, H (15.6.41), 得 
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p= aTe G) (15.6.47) 


Ap 


(x) =1+ 了 (2) Sx) 


| 30 | ve | y? ydy[ exp CV x? i y?) + 1]-! 
m 0 
(15.6.48) 


可 将 式 (15.6.46) 和 (15.6.47) 代入 动力 学 方程 (15.6.2)， 
8rGo -2 dR 
4 -( 3 ) R 
从 而 我 们 求 出 时 间作 为 温度 函数 的 公式 : 
/gr ome mV/ dr AL (mkT) 
= ie Get a (2s) (4 + 32 
(15.6.49) 


t, R/R Ñ T/T, PEAT ARUP TR 15.4 中 . 

到 现在 为 止 ， 唯 一 真正 任意 的 假设 是 ， 猜 想 既 子 数 密度 
Ns 和 Ny 为 零 或 至 少 比 wy MES. 让 我 们 现在 来 考虑 放弃 
这 个 假设 以 后 有 什么 影响 ， 一 且 温 度 降 到 103°K 以 下 , 较 丰 
富 的 带电 柱子 就 只 有 电子 和 正 电 子 ， 所 以 电 中 性 要 求 No 一 
nt 一 ne- 一 0。 因此 电子 的 化 学 势必 须 为 零 ， 故 这 时 可 能 具 
有 非 零 化 学 势 的 粒子 就 只 有 中 微 子 和 反 中 微 子 了 ， 当 了 > 
1.3X10" °K 时 , 这 些 粒 子 与 Y,e* Ale” 共处 于 热平衡 由 ,所 
以 它们 由 Fermi 分 布 所 描述 : 


Eve 


q 一 ! 
ty (q dq 一 4ah~*q*dq [ex( iT ) + | (15.6.50) 


flo, 


+ 一 
ms.(q dq 一 4xh gdg [ee 人 iF ) + 1| (15.6.51) 
对 和 5 WAAR. BEREAN 
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Ne -| [n».C9) 一 ns.C9)]4d4 一 4x (FY) +(e) 
(15.6.52) 


Nu =| [nCg) — nsa) ldg = 4x Ga) WG 
(15.6.53) 
式 中 


Mz) 一 MESE —x«x)+1]7 


— [expCy +x) + 1] 7}ydy (15.6.54) 
AA WS-BFRA HDF RGEUANE FE", KR 
FEN, 和 Nu 必须 总 是 按 ROB. 但是， 我们 已 看 到 ， 在 
10? °K > T >5 Xx 10°°K 的 时 期 中 ,了 TT 按 1/R 变化 , 所以， 
Mut 5 的 潭 灭 一 直到 中 微 子 与 反 中 微 子 的 退 耦 ，poe/AT 
和 wy, / RT 必须 为 常数 . 

中 微 子 和 反 中 微 子 在 退 耦 以 后 就 自 击 膨胀 ， 其 粒子 数 密 
度 按 1/R 变化 而 动量 被 红 移 了 1/R 倍 . 这 种 自由 膨胀 保持 
着 分 布 (15.6.50) 和 (15.6.51) 的 形式 ， 但 把 温度 和 化 学 势 红 
RT 1/R 倍 . 

Fb, MT << 107 °K 直到 现在 的 整个 时 期 中 ,中 微 子 分 
布 决定 于 


9 Hye 
n,.(q)dq = Anvhq%dq exp( kT (15.6.55) 


9 . 
nCq)dg 一 4xh qdq ep 人 (人 一 (15.6.57) 


| )+ 

ns,(q)dq 一 Anh q?dq [= 人 wA) + |” (15.6.56) 
eere) 
| Jaf” (15.658) 


2 十 
Ny.C4)dqg 一 xh 24204 exp( kT 
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式 中 Tr My, 和 jp。 都 按 1/R AC, AAT MIE FB 
以 前 有 T, 一 T, ete 通 灭 不 受 中 微 子 和 反 中 微 子 分 布 的 影 
响 ， 所 以 ， 前 面 作为 T 的 函数 的 T, 和 的 一 切 结果 仍 可 应 
用 . 

若 Ns 和 Ny 远 小 于 光子 数 密度 n, 之 (KT/4》， 则 由 
(15.6.52) 和 (15.6.53) 得 到 

linl KAT, el KRT, (15.6.59) 
而 分 布 (15.6.55) 一 (15.6.58) 全 都 化 为 前 面 采 用 过 的 分 布 
(15.6.29), 

另 一 方面 , 若 Ns 或 Ny 可 以 同 n, 相 比 拟 或 者 大 于 x,, 则 
常数 | ey / RTL) 或 |p,/RT,| 的 数量 级 为 1 或 者 更 大 ,而 分 布 
函数 (15.6.55) 一 (15.6.58) 就 显著 地 不 同 于 (15.6.29). 在 ( 比 
方 说 ) me/AT,。 交 1 这 样 的 极限 情况 下 ,分 布 函数 (15.6.55) 
或 (15.6.56) 变 为 

4xh dg q < My, 

n,{q)dq ~ | 0 1> te, 

ny(q)dq = 0 (15.6.61) 

KELL PATA HI. 当然 , 若 un/kT < 一 1, 则 中 

微 子 和 反 中 微 子 的 地 位 在 (15.6.60) 和 (15.6.61) MAI K, 

于 是 我 们 有 完全 反 中 微 子 简 并 。 完 全 中 微 子 简 并 的 可 能 性 是 

在 微波 背景 发 现 前 几 年 提出 的 89， 那 时 看 来 有 理由 假设 宇宙 
经 常 冷 得 足以 使 KT, < |, 

部 分 或 完全 简 并 对 于 本 节 计算 的 唯一 影响 ， 在 于 它 会 使 
时 间 尺 度 缩短 .中 微 子 和 有 反 中 微 子 的 总 能 量 密度 决定 于 


pras = | Lanla) + naka) + mC) + m5,C9)]gag 


(15.6.60) 


= 4267. |F (Gt) + F E| (15-662) 
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Ap. 
F (x) = i {Lexp(y—x) +1] + Lexp(y tr) +L} y'dy 


它 总 是 大 于 零 化 学 势 时 的 能 量 密度 《7/4)a7,[ 见 (15.6.30) 
和 《15.6.31)],， 所 以 简 并 侠 脱 胀 速率 《15.6.2) 增加 。 在 
lite, RT| 1 或 lto kT: > 1 或 同时 满足 这 两 个 条 件 的 
极限 情形 中 ,我 们 有 

P © Peis, > ah (eh, + pl (15.6.63) 
因此 , 简 并 中 微 子 或 反 中 微 子 决定 着 能 量 密 度 和 膨胀 速率 . 

我 们 能 否 探 测 中 微 子 和 反 中 微 子 宇宙 缘 景 的 问题 是 很 有 
趣味 的 。 | zz 和 | ml 的 最 严格 的 上 限 来 源 于 减速 参数 qo 
的 测量 。 因 为 Y 并 不 比 1 大 很 多 , 所 以 总 能 量 密度 不 可 能 比 
10”g/cm 大 很 多 ( 见 15.2 节 ), 从 而 根据 (15.6.63) 有 

[oo + 19,0)''S0.0075eV (15.6.64) 
如 我 们 已 看 到 的 ， 现 在 的 中 微 子 温度 Tr AA 19°K, A 
ATw 一 1.7 X 10V, 所 以 化 学 势 的 上 限 可 写 为 

TA | Hoy | 

kT, P9 让 
因而 , go 的 测量 不 能 排除 近乎 完全 的 简 并 . 

我 们 也 可 设法 直接 测量 化 学 势 .在 容许 的 f° 衰变 中 , 如 
HoH +e 十 元 我 们 通常 期 竺 电子 能 量 在 E. ME, + 
4dE,。 之 间 的 事例 数目 由 如 下 的 Fermi 函数 决定 

NEC Ee)dE, = apeE LW, — E,YFCE. dE, 
式 中 a 是 常数 , pe 是 电子 动量 , Wo CRATER, FCE.) 
是 对 终 态 里 Coulomb 相互 作用 作 修 正 的 已 知 阔 数 . 但 是 , 当 
HER PATER (15.6.56) 时 ，Pauli 不 相 容 原理 使 得 8 衰 
变速 率 碱 小 一 个 因子 , 这 个 因子 等 所 在 能 量 W 一 E 处 未 占 
满 的 反 中 微 子 态 的 部 分 : 


-545 (15.6.65) 
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Wry Wo — E.) 


RA BA So HS BO”, 


| NEME, 


Ec 一 Wot trao \ J- 
AT n )| 

X ape EWo— E,)*FCE.)dE, (15.6.66) 
因为 对 于 所 有 已 知 的 8 衰变 , Wo BLE luso! 和 Tw KRS, 
所 以 这 个 改正 对 于 电子 谱 的 绝 大 部 分 影响 甚 微 。 但 是 , 如 果 
Lo < kT», EAR NCE) 在 W> E,2W, 一 lwol 的 范 
围 里 会 呈现 一 种 反常 的 降低 ， 仿 佛 反 中 微 子 具有 质量 |ual 
一 样 , 如 果 po > 0, 则 对 于 比 Wo 小 的 E. 没有 显著 的 降低 ， 
”但 是 , 由 于 在 一 些 反 应 (如 v 十 He + He) 中 字 宙 中 微 
子 的 吸收 , 将 产生 E> W, 的 事例 . 这些 事 例 的 速率 由 与 反 
中 微 子 发 射 相同 的 公式 (15.6.66) REO, 不 过 现在 pw。 是 用 
一 wa REPRE E>, 因此 ， 对 于 a> kT, 
PF” 谱 将 越过 终点 WW 一 直上 升 到 能 量 WW, + 2,0, 给 出 能 量 守 
恒 破坏 的 表现 , 

6 衰变 中 终点 附近 电子 谱 迄 今 最 好 的 资料 来 自 低能 衰变 
H> He’ + e + 5. (其 终点 W, = 18.7keV) 的 研究 ， 在 一 
个 新 近 的 实验 3 中 ,在 终点 以 下 于 约 60eV 的 范围 没有 发 现 反 
常 降低 ,并 且 在 终点 以 上 大 于 约 60eV 的 地 方 没有 发 现 反 常事 
例 ， 我 们 可 以 断言 ,对 于 两 种 符号 的 化 学 势 有 

| tt»,0| SE0eV (15.6.67) 

从 剩余 的 宇宙 线 质 子 也 可 以 获得 关于 宇宙 中 微 子 和 反 中 
油 子 背景 的 间接 信息 .一 个 能 量 为 4 的 中 微 子 或 反 中 微 子 受 
到 一 个 能 量 为 rm, 的 相对 论 性 质子 成 角度 9 的 撞击 , 在 质子 
静止 参考 系 中 看 来 它 将 具有 能 量 

E = yq(1 — cos6) 当 yy >i 


NCE, dE. = lı + exp( 
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对 于 在 “实验 室 * 能 量 E 的 pv 或 p5 反应 的 总 截面 近似 为 
o(E) = AE? 
式 中 ,4 以 c. g.s. 单位 制 表示 为 


A~ Bok x 10-*em?/eV? 
ict 


因此 ,在 简 并 的 ve( 或 5.) 背景 415.6.60) p, AER ym, 的 一 
个 相对 论 性 质子 的 反应 速率 是 
r= 人 0C7d[1 — cos0l1h gdg sin @ dOd 

或 用 c g os 单位 制 写 为 

7 4277A | prol? 

T 15 Abc? 
WTRF v, 或 元 结果 是 类 似 的 。 Bernstein, Ruderman 和 
Feinberg’! 已 说 明 过 ,由 于 观测 到 的 y > 10 的 字 宙 线 质 子 肯 
定 已 经 飞行 了 10 秒 以 上 ,|vwl 和 lesol 二 者 必须 小 于 
103eV。Cowsik，Pal, 和 Tandon”! 假设 ; 7 = 10 的 质子 在 量 
级 为 5 X 107 年 的 飞行 时 间 中 不 能 被 散射 约 14 次 以 上 , 从 而 
得 出 结论 ，| ol 和 loo] 二 者 都 小 于 约 2eV. 

我 们 也 可 在 各 种 vp 或 op RIV PUSS BR At 
谱 的 扭 折 . 例如 ,反应 p 十 on 十 et 的 阅 是 在 ms 十 m,— 
mp 一 1.8MeV 处 ,所 以 ， 若 pv 小 于 一 kTw, 则 在 宇宙 线 质子 
谱 中 应 有 一 个 向 下 的 扭 折 位 于 

~x 1.8MeV 
| tival 

Konstantinov, Kocharov 和 Starbunov'%1 注意 到 在 y = 2 X 108 
处 存在 一 个 扭 折 ， 并 认为 这 可 能 是 由 于 简 并 反 中 微 子 背景 所 
引起 的 ,这 个 背景 有 


~ 3 X 10y] ey oCeV) | sec! (15.6.68) 


(15.6.69) 


lso = 一 0.8eV (15.6.70) 
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就 绝对 值 而 言 ， 这 个 估计 比 g 测量 所 允许 的 上 限 《〈15.6.647 
大 很 多 . 


7. 氮 合成 


自从 上 一 世纪 Frank Wigglesworth Clarke” 的 先驱 工作 
以 来 ， 地 质 学 家 和 天 文学 家 已 仔细 研究 过 化 学 元 素 的 相对 丰 
E, 这 些 研究 逐步 揭示 出 “宇宙 的 ” 丰 度 分 布 ", 最 为 丰富 的 
元 素 是 所 ,其 次 是 氨 , 随 后 是 C 一 N 一 O 一 Ne 族 ,而 Li 一 Be 一 B 
族 和 所 有 比 镍 更 重 的 元 素 都 很 稀少 。 解释 这 些 丰 度 的 问题 
长 期 以 来 被 认为 是 理论 天 体 物 理学 面临 的 一 个 极 重 要 的 任 
务 . . 
一 种 可 能 的 解释 是 依据 给 恒星 提供 能 量 的 核反应 
Rutherford 在 实验 室 中 对 核 嫩 变 的 证 明 启发 Eddington 在 
1920 年 提出 : 太阳 可 以 通过 电气 到 氨 的 聚变 而 获得 能 量 . 如 
果 是 这 样 的 话 , 则 恒星 (或 者 至 少 是 第 一 代 恒 星 ) 也 许 是 以 纯 
氨 形 成 的 、 后 来 作为 它们 内 部 火焰 的 灰 熔 而 逐渐 产生 了 馆 和 
更 重 的 元 素 。 1939 年 ，Hans Bethe iih TEERAA 
成 氨 的 具体 反应 ， 五 十 年 代 中 ，Salpeternol，E.，M- Burbidge, 
G. R. Burbidge, Fowler 和 Hoyle, Cameron! 等 人 的 一 
RAXBRM TARERRRCKRO ARR. 最 近 ， 
Clayton 和 Arnett 强调 了 作为 核 合成 的 一 种 动因 的 恒星 爆 
人 炸 的 重要 性 . 

四 十 年 代 末 ，G. Gamow 及 其 合作 者 9 中 研究 出 另 一 种 与 
之 竞争 的 核 合 成 理论 。 Gamow 解释 说 : RARER 
热 而 密集 的 早期 比 恒星 寿 命 短 得 多 ， 但 那 时 存在 着 大 量 的 自 
HOS, Ait. + pdt y 开始 ,接连 不 断 的 中 子 俘 获 
可 迅速 构成 重 元 素 。 所 以 , 元 素 的 丰 度 与 它们 的 中 子 保 获 截 


* 636。 


TARSAR A. 我 们 在 15.5 节 中 已 经 指出 ,在 这 
个 理论 中 为 了 避免 产生 太 多 的 氨 必 须要 求 存在 黑体 辐射 ， 其 
现在 的 温度 估计 2 为 5°K. 

核 合成 的 恒星 理论 和 宇宙 学 理论 都 有 其 各 自 的 局 限 性 . 
ATEA 一 5 或 4 一 8 的 稳定 核 是 不 存在 的 ,所 以 ,通过 p-e, 
n-a, Kova 碰撞 很 难 构成 比 氨 重 的 元 素 。 在 那些 其 核心 中 
全 部 的 氨 都 转化 为 氮 的 恒星 里 ,可 能 通过 a-e 碰撞 产生 少量 
的 不 稳定 核 Bez, 接着 在 -Bes 磋 撞 中 产生 C? 而 弥补 在 4 一 5 
和 4 = 8 处 的 空缺 cm, 但 是 ,膨胀 宇宙 在 温度 了 ~ 10° °K 时 
的 密度 太 低 而 不 允许 发 生 大 量 的 氧 炊 湛 ， 故 目前 普遍 认为 所 
有 比 氨 重 的 元 素 都 是 在 恒星 中 合成 的 ， 

男 一 方面 , 有 些 作者 cm 已 指出 ， 氨 的 宇宙 丰 度 大 得 难以 
用 恒星 内 的 核 合成 来 说 明 . 银河 系 的 光度 -质量 比值 L/M 约 
为 太阳 比值 Lo/Mo 的 十 分 之 一 , 即 0.2erg/gsec。 如 果 银河 
系 的 光度 在 过 去 的 10 年 中 不 变 。 则 每 个 核子 已 经 产生 约 
0.06MeV 的 能 量 ， 相反 ,和 氨 到 氨 的 紊 变 中 每 个 核子 约 释放 
OMeV, 因此 , 在 银河 系 中 只 有 大 约 不 超过 1% 的 核子 可 由 通 
常 的 恒星 过 程 来 变 为 氮 ( 或 者 更 重 的 核 )， 正 如 我 们 将 看 到 的 
那样 ,对 于 目前 氮 丰 度 的 估计 尚 无 定论 ,但 广泛 同意 按 质 量 表 
示 的 宇宙 氨 丰 度 显著 地 大 于 1%, 当然， 氮 可 能 在 银河 系 的 
更 早 \ 更 明亮 的 阶段 中 就 已 经 合成 ; 如 15.5 节 已 说 过 的 那样 
所 释放 出 的 能 量 如 果 都 化 为 热 , 则 可 解释 现在 的 2.7 °K 微波 
ER. 但 是 ， 更 有 兴趣 和 更 自然 的 是 假设 高 的 宇宙 氨 丰 度 
是 产生 于 字 宙 早期 ， 大 部 分 的 聚变 能 都 消耗 在 随后 的 红 移 之 
rh, 

现在 让 我 们 来 计算 宇宙 学 起 源 的 氢 丰 度 。 把 这 个 计算 分 
为 两 部 分 是 很 方便 的 。 首 先 ,我 们 计算 作为 时 间 函 数 的 中 子 - 
质子 丰 度 比 ,其 中 只 考 虚弱 作 用 过 程 
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n + pept ec atet< pti Wim>p 十 ce 十 六 5 
(15.7.1) 
《这 里 > 表示 ve). 然后 ， 我 们 加 进 那 些 导致 氨 合 成 的 核 反 
DA 
这 里 , >，5, et, a 的 粒子 数 密度 由 Fermi 分 布 (15.6.3》 
给 出 , 取 化 学 势 为 零 , AMF e+ Ay) he Ms ARR 
ETR T,: 
n(p)dp = Net(p)dp = Beh" p'dp| exp (EY) 十 J 


rip = mie) dp = taptap [exp( EXP) a 1| 


式 中 

E) = CP t m)” Ep) =p 
(15.7.1) PARRE h SALE WY “V—a” Bhp 
Eo", Ait, Pauli 不 相 容 原理 要 使 这 些 速率 减 小 一 个 因子 ， 
这 个 因子 等 于 所 有 未 被 充填 的 态 所 占 的 比例 ; 


e) -iG 
1 fool Es) -E 


所 以 ,过 程 (15.7.1) (对 于 每 个 核子 ) 的 速率 是 
Aln t r —>p t e) 


=A | veEtpidp le T» + 1L 4 EAT (15.7.2) 
(n 十 et > p +5) | 

=A | Expldpel s/t ALL 十 elt 15.7.3) 
Mn pte +5) | 

= 4 | BE2aps[L + HMI HTT (15.7.4) 
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Mp tet > n+) 
=A | ExpidpeleFeA 4- LIL BP (15.7.5) 
Mp + o> 2 + et) 
=A | veEpidp,l ee No 十 1] 开 [1 十 er] 一 (15.7.6) 
Mp + eT 十 五 一 7 
一 af v Fipidp, eke 4 JLB 十 1]- (15.7.7) 
式 中 4 是 常数 


_ 9 + 39% 
A= sr (15.7.8) 
而 9) 和 94 是 核子 的 矢量 耦合 常数 和 轴 矢 量 耦 合 常数 , 此 处 


所 取 的 数值 为 
9v = 1.418 X 10-4erg em? ga = 1.189, (15.7.9) 
此 外 , E. Ñ E, 的 关系 是 
E,— E, =Q 对 于 n+ vepe (15.7.10) 
E,— E, =Q 对 于 n + etapp (15.7.11) 
E,+£,=0 对 于 nep e7 +5 (15.7.12) 


式 中 

O = m, — m, = 1.293MeV . (15.7.13) 
积分 (15.7.2) —(15.7.7) 是 对 于 这 些 关系 所 容许 的 by Al pe BY 
正 值 进行 的 .用 一 个 积分 变量 4 写 出 所 有 积分 是 很 方便 的 ,在 
式 (15.7.2), (15.7.4) 和 (15.7.5) Hg 取 为 En 在 式 (15.7.3)， 
(15.7.6) 和 (15.7.7) Ha 取 为 一 B,。 用 B2dE, 代替 pèdpa 
则 x 一 了 和 一 的 总 转化 速率 是 

Mn p) = Aa +v —> p + e) + at etp 
+5) + Mn->pt+e7~+35) 
mê 1/2 22 
=a fU = "(0 + iaa 
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X CL 十 éxp(g/kT NO +exp(—(94+9)/kT) Y! 
(15.7.14) 
和 和 , 
p> n) = pt a> ntv) t pta nt e*) 
Hp + e ticn) 
X C1 十 exp(—g/RT,))! 
x (1 二 exp((2 +g)/kKT) 《15.7.15) 
忽略 从 一 2 一 me 到 一 8 + m 的 空隙 ,这 些 积 分 是 从 一 OR 
到 十 oo。 中 子 同 所 有 核子 的 比值 X, 满足 微分 方程 : 


一 = Mn p)X, — Ap >a) — X,) (15.7.16) 


Peebles!) 已 算出 这 个 方程 的 解 ,这 里 列 在 表 15.5, R 
然 XO 的 定量 变化 只 能 由 数值 积分 得 到 ， 但 通过 一 些 定性 
考察 可 以 了 解 这 个 解 的 主要 性 质 : 

CA) 对 于 kT > O, RITTER (15.7.14) 和 (15.7.15) 
中 令 T =T, 并 使 2 和 me 等于零 .转化 速率 就 是 
Mn—> p) = Up —> n) 


m AN” gtag(t + exp(—a/AT YAU + exp Ca/k T) 


oo 
一 co 


7 4 5 -一 sec! T 5 
mg AAT) 0.361 sec (+. =x) (15.7.17) 
这 可 以 同 式 〈15,6.44) 和 《15.6.33) 给 出 的 “年 龄 ”z 进行 比 
较 : 
T 一 2 
t= 1.09 sec (Fs) (15.7.18) 


我 们 看 到 , 当 了 之 3 .x 10° °K WFR Ae KT 10, 所 以 ,在 这 
些 温 度 下 ,中 子 比 例 X, 应 由 方程 (15.7.167 的 平衡 解 得 出 ,这 


。640。 


K155 ”路 去 复杂 核 的 形成 时 ， 


作为 温度 或 时 间 函 数 的 中 子 比 例 Xn 值 * 


T(°K) #(sec) Xn 
10! 0 0.496 
3x10" 0.001129 0.488 
19" 0.01078 | 0.462 
3x10" 0.1209 0.380 
19" 1.103 0.241 
3X10? 13.83 0.170 
1.3x10? 98* 0.150 
1.2X10， 119* 0.147 
1.1x10° 146* 0.143 
1.0 X10? 182.0 0.137 
9x10! 226* 0.131 
8x10! 290* 0,123 
7x108 383* 0.112 
3x10 2080 - 0.021 

10! 18700 10-8 


a. ÉREK P. J. E. Peebles, Astron. J., 146, 542 (1966) 的 计算 ， 只 有 附 
SSM Peebles 值 内 插 出 来 的 。 T>1.0 x 10°K 时 的 Xe 值 是 由 
Peebles 上 述 文章 中 的 表 4 取出 的 , T<10°K 时 的 Xe ERR Xs 自由 中 


子 衰变 速率 (1013 HD) Hee RTM 10°°K 的 值 算出 的 。 


就 是 
~ ap >n) 
x, = Mp —> a) + Mn > p) 

ERY TE 3 X 10° OK 附近 时 , 式 15.7.7) 在 定量 上 是 不 
正确 的 ， 因 为 这 时 kT 并 不 比 8 大 很 多 。 但 是 ， 即使 速率 
ACp > n) 和 ACn > p) 可 能 与 式 《15.7.17) 有 某 些 差异 而 且 
彼此 也 有 差异 , 但 它们 在 T 之 3 X 10°°K 时 仍然 是 够 大 以 至 
有 理由 应 用 平衡 解 (15.7.19). 

(B) 只 要 T,=T (ER T> 10°), WER (15.7.14) 
A (15.7.15) 的 比值 等 于 7 


(15.7.19) 
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alpn) exp(- 7o 15.7.20) 


Mn p) kT / 
因此 , 由 式 (15.7.19) 得 出 了 之 3 x 10°°K 时 的 中 子 丰 度 为 
X, ~ [1 + exp(O/kT) 17 (15.7.21) 


中 子 丰 度 从 很 早期 的 X, 之 = 开始 , 随 着 温度 下 降 而 慢 慢 减 


小 , 4 T = 3 X 10°°K 时 达到 X, 之 0.38, 一 个 有 深远 意义 
的 事实 是 , 方程 《15.7.16) 的 初始 条 件 不 能 任意 选 定 , 也 不 依 
赖 于 其 早期 宇宙 的 任何 具体 模型 ， 而 是 由 + -> 0 时 速率 1 的 
奇异 行为 直接 得 到 的 Po”1. 
(C) 当 工 大 约 降 到 1.3 x 10° °K 时 , 二 体 和 三 体 反 应 
n + vep + e, n+ ept DpH e on E 
得 可 以 忽略 不 计 。 唯一 剩 下 的 反应 是 是 “一 体 ” WH x 一 十 
e 十 上 5， 这 个 过 程 在 这 样 低 的 温度 下 是 以 自由 中 子 衰变 的 速 
率 进行 的 ,这 里 把 这 个 速率 取 为 Peebles!) 所 用 的 值 : 
Nin 一 > p + eT + v) = 1013 sec (15.7.22) 
因此 , 以 T 之 1.3 x 10 °K 的 时 刻 到 核 合 成 开始 ,中 子 丰 度 
为 
tÀ sec 
X,() = N exp |— Heo] (15.7.23) 


在 氨 合 成 理论 中 ,唯一 的 真正 需要 作 详 细 数 值 计算 的 部 分 ,就 
RRNA. 在 实行 这 个 计算 时 ， 方 便 的 做 法 是 首先 
略 去 中 子 衰变 和 核 合成 ， 在 这 种 情况 下 ， 中 子 丰 度 是 一 个 当 
t ~> ORT A Hh PRAY BS BR XC), 《这 是 Peebles 的 
Be LARA X, 的 量 。 Peebles th WE TU p+ e 十 
Bon, XPWELEERZRWETRE PE A By) 
直到 : = 20 sec 以 前 ,中 子 衰 变 的 效应 可 以 忽略 , 而 在 这 个 时 
刻 以 后 温度 低 于 3 X 10° ?K, 所 以 速率 ACp 一 2) 同 2(z > p) 
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相 比 可 以 忽略 ， 轻 子 简 并 对 于 中 子 误 变 逐 率 没有 什么 影响 . 
由 此 得 到 中 子 衰 变 的 总 效应 是 XPO 乘 以 一 个 指数 衰减 因 
F: 


X = XOXA exp |- Heo] (15.7.24) 


Peebles”?! 求 出 , 当 z — co ij, XO 趋 于 数值 0.1640, M, E 
较 (15.7.23) -5 (15.7.24), 我 们 得 
N x XX æ) = 0.1640 (15.7.25) 
现在 可 以 进行 我 们 的 第 二 部 分 计算 ， 并 把 那些 导致 合成 
复杂 核 的 核反应 加 进去 .在 了 六 108“K 的 早期 ,各 种 核 处 于 
热平衡 , 第 i 种 核 的 粒子 数 密度 n 由 式 (15.6.3) RE. AA 
在 我 们 这 里 讨论 的 整个 时 期 中 ， 这 些 核 都 是 高 度 非 相对 论 性 
的 和 非 简 并 的 ， 所 以 ,我们 可 以 用 式 (15.6.3) 的 Maxwell- 
Boltzmann 近似 ,而 把 第 i 种 粒子 的 总 的 数 密度 写 为 


oo 2 
ny = 409 ;h—ex (et | "dg e \- 7 } 
i x p kT o 21 XP 2mikT 


= 9, (22AT xp {emt (15.7.26) 
当然 ,我 们 并 不 知道 化 学 势 us 但 我 们 知道 它们 在 所 有 反应 
中 是 守恒 的 。 因此 ， 如 果 通 过 核反应 能 够 迅速 地 由 2; 个 质 
FM 4; 一 Z; 个 中 于 合成 一 个 i 类 核 , 则 ;是 

pi = Zi, + (4; — Zn, (15.7.27) 
把 (15.7.26) 写成 第 i 种 核 ,自由 中 子 和 自由 质子 按 重 量 的 比 
例 


n;A, —n — ^p 
X, = 2 x, =” 
nn By nN 


之 间 的 关系 是 很 方便 的 ,其 中 wx 是 无 论 束 缚 还 是 自由 的 总 核 
子 数 密度 : 


X; = 
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人 
FA (15.7.27), 近似 地 取 m, = m, = my FÆ (15.7.26) 的 3/2 
KEPER m = Am, 则 我 们 有 
X; = > XXi ig A Pett op( Ft) (15.7.28) 


式 中 B; 是 结 ate 
—B; = = m; 一 Zim, 一 (A; 一 Zim, (15.7.29) 
而 8 是 无 量 纲 数 i 


e= + Hay (QamykT)~%? 


= 1.61 x io ( Orvo ME ) ( T y” 
: 1073 g/cm? 10-”R, 10” °K 


| (15.7.30) 
因为 e 在 所 研究 的 时 期 中 非常 小 ， 所 以 直到 工 降 到 如 下 数值 
-了 ;以 前 ,给 定 的 第 i 种 复杂 核 的 丰 度 将 是 很 小 的 : 


B; 
一 一 ~- 15.7.31 
iA; = 1)linel (13.7.31) 


对 于 各 种 核 以 及 现在 密度 pv 的 各 种 数值 , 相应 的 T 值 列 在 
表 15.6 中 ， 注 意 T: 只 是 很 田地 依赖 于 现在 的 密度 om 这 是 
因为 pw 只 包含 在 量 jne| 中 ， 而 这 个 量 在 所 研究 的 温度 和 窗 
度 的 整个 范围 内 取 亿 在 25 到 35 之 间 , 

如 果 一 直到 10° °K 量 级 的 温度 , 核 丰 度 真是 都 由 热平衡 
条 件 所 控制 , 则 按 表 15.6, 我 们 就 应 预期 , 首先 出 现 的 是 He 
和 更 重 的 核 , 随后 是 He HH, 最 后 是 Hi。 但 实际 情况 完全 
不 是 如 此 ， 因 为 热平衡 并 不 是 一 直 保 持 到 10 <K。 除 了 最 早 
期 以外 ,所 有 阶段 的 粒子 数 密度 都 太 低 , 以 至 不 能 直接 通过 多 
体 碰撞 (如 2n -+ 2p—>He') 合成 核 。 相 反 , 复杂 核 必须 通过 

一 连 串 的 二 体 反应 来 合成 ,如 
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A 
t 


p 十 2< 一 >d 十 了 

d + d<—>He + nH + p 

H? + de> He + n 

”等 等 (15.7.32) 


15.6 对 于 各 种 核 和 现在 密度 ono 的 各 种 数值 ， 
Hast (15.7.30) 定义 的 温度 T: 的 数值 * 


B T;C10°°K) 
kA = 1) 
H pno=10- | pwo =10-* | ono = 10-™ 
(10°°K) g/cm? g/cm’ g/cm? 
H? 25.8 0.83 0.77 0.72 
H’ 49.3 1.6 1.5 1.4 
He} 44.6 1.4 1.3 1.2 
Het 等 109 3.9 3.6 3.3 


a RERS Het 有 大 约 相等 的 五 值 ， 在 热平衡 下 , T; 是 使 第 i 种 核能 够 是 
丰富 的 极 大 温度 . 


第 一 步 没 有 问题 ; 按 每 个 自由 中 子 计算 的 所 产生 率 是 
| ka = [4.55 X 107*%cm3/sec]n, 


— R \3 o 
= 27.4 sec i) (2) x 15.7.33 
107°R,/ \10-g/cem3/° ? C ) 


这 比 膨胀 速率 1 [ 见 式 5.7.19] 快 得 很 多 ,以致 岳 会 以 平 
WERE (15.7.28) 出 现 : 
Ba 

Xs = 7 pXnE oo( Ze) : (15.7.34) 
但 是 ， 除 非 这 个 平衡 的 策 丰 度 高 得 足以 允许 以 适当 速率 进行 
d-d, d-p, 或 d-n 有 反 NV. 5 就 不 能 形成 显著 数量 的 H’, Hë, He! 
或 更 重 的 核 ， 按 表 15.6, 当 工大 于 约 0.8 x 10° ?K 时 ,平衡 气 
丰 度 (15.7.34) 很 小 ， 因 此 ,所 的 低 结合 能 起 着 一 种 “阻碍 ” 作 
用 , 它 延 迟 着 复杂 核 的 形成 ,直到 了 降 到 约 0.8 x 10° °K (在 
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重子 数 密度 较 高 的 模型 中 则 稍 早 一 点 ). 

一 有 旦 开始 核 合 成 , 它 就 进行 得 很 快 , 因为 按 表 15.6, 任何 
小 于 1.2 x 10° °K 的 温度 都 低 得 足以 允许 比 气 更 重 的 核 有 高 
的 平衡 浓度 ， 但 是 , 事实 上 不 可 能 产生 显著 数量 的 比 氨 重 的 
元 素 , 这 是 因为 正如 前 面 扣 到 的 , 4 = 5 或 4 二 8 的 稳定 核 的 
不 存在 阻碍 着 通过 n-a, p-a, a-e RETIRER ME 
反应 He + H’-—>Li? + y 和 He' 十 He 一 >Be 十 y 中 的 
Coulomb 势 垒 使 它们 不 能 有 效 地 同 p + 于- 一 >He' 十 7 或 
n + He 一 >Het + y 相对 抗 ， 因 此 , 核反应 (15.7.32) 的 效 
果 是 很 快 地 把 所 有 可 用 的 中 子 邦 结 合 到 Het 核 中 去 ， 在 所 有 
4 二 5 的 核 中 这 种 核 的 结合 能 是 最 高 的 . 

只 有 对 许多 速率 方程 作 数 值 积分 ， 才 能 详细 了 解 这 些 核 
SRE. Peebles! 已 对 反应 (15.7.32) 做 了 这 种 工作 , 而 
Wagoner, Fowler 和 Hoyle! 除 反 应 (15.7.32) 外 还 加 上 辐射 
过 程 

ptd< -He+y atd<-H+y 

p + H¥<->He' + y n + He’ <—>He' + y 

d + d<—>He! + y (15.7.35) 
并 加 上 许多 逐渐 形成 (几率 极 小 ) & Mg* 这 样 重 的 核 的 其 它 
过 程 .幸好 这 些 复 杂 性 都 与 我 们 了 解 氨 丰 度 的 基本 问题 无 关 . 
所 有 强 相互 作用 和 电磁 相互 作用 过 程 ,例如 反应 (15.7.32) 和 
(15.7.35), 都 使 质子 和 中 子 的 总 数 不 变 . 核 合成 对 于 中 子 - 质 
子 比 的 唯一 效应 是 :” 它 通过 “ 关 掉 "自由 中 子 衰变 , 使 这 个 比 
值 冻结 在 刚刚 开始 核 合成 前 的 水 平 。 在 核 合成 开始 以 前 , 中 
子 同 全 部 核子 的 比率 简单 地 等 于 式 (15.7.23) 中 的 X. BE 
成 完毕 以 后 ,我 们 实质 上 只 留 下 自由 质子 和 Het, 所 以 中 子 
在 全 部 核子 中 的 比例 等 于 束缚 在 氨 中 的 核子 在 全 部 核子 中 比 
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例 的 一 半 , 或 者 说 是 按 重量 计 的 所 丰 度 的 一 半 . 因此 ,宇宙 学 - 
起 源 的 氨 丰 度 按 重量 计 就 是 
Y = XHet( 核 合成 以 后 ) 一 2X,( 刚 好 在 核 合成 以 前 

. (15.7.36) 

4% Peebles 的 详细 计算 , A pw = 7 X 10%g/cem’, AK 
然 开 始 于 温度 0.9 x 10°°K, Æ pwo = 1.8 X 107% ¢/em3, W 
开始 于 1.1 x 10°°K, EPA Res BM HA te 
况 差 不 多 . 我 们 可 以 用 式 5.7.36) M (15.7.23) 或 表 15.5 Æ 
出 : 对 于 现在 密度 的 这 两 个 数值 , 按 重量 计 的 氨 丰 度 分 别 是 
26.2% 或 28.6%。 《在 这 两 种 情况 下 ，Peebles3 实际 给 出 
25.8% 和 28.2%， 这 个 小 的 偏差 只 是 由 核 合成 的 短暂 期 间 里 
衰变 的 少数 自由 中 子 所 造成 的 .) 可 以 有 把 握 地 说 , 在 这 里 考 
虑 的 这 种 宇宙 模型 中 ,对 于 现在 密度 的 任何 合理 数值 ,宇宙 学 
起 源 的 氨 丰 度 按 重量 计 约 为 27%. 氮 丰 度 对 于 重子 数 密度 
如 此 不 敏感 的 原因 在 于 : ”在 核 合成 以 前 的 中 于 -质子 比率 决 
定 于 核子 与 大 量 轻 子 的 相互 作用 ， 而 不 是 决定 于 它们 彼此 之 
间 的 相互 作用 ， 而 核 合 成 的 开始 实质 上 决定 于 温度 而 不 是 核 
TER. 

Wagoner, Fowler 和 Hoyle! 不 仅 对 和 氨 和 和 氧 的 同位 素 而 

AX Li? 和 更 重 元 素 计算 了 宇内 学 起 源 的 不 庶 。 他 们 的 结果 
列 于 表 15.7， 注 意 除 H 和 He 以 外 所 有 核 的 丰 度 都 极 小 , 所 
以 这 些 核 在 恒星 中 的 产生 或 消失 能 够 对 它们 观测 到 的 “宇宙 ” 
丰 度 有 重大 影响 . 由 于 这 个 原因 , 能 用 来 检验 早期 宇宙 模型 
的 ,主要 是 He PERE. OÆ, Geiss 和 Reeves!) 争 闪 
说 太阳 系 中 观测 到 的 HP 和 He? 确实 是 在 早期 字 宙 中 产生 的 . 
如 果 这 是 正确 的 话 ， 则 宇宙 密度 必须 相当 低 ， 其 现在 值 应 为 
3 X 10-?g/ems 的 量 级 ， 以 使 H 和 He 合成 Het 的 核反应 不 
， 能 进行 到 底 .) | 
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可 以 用 许多 不 同 的 方法 来 测量 字 宙 中 不 同 部 分 的 氨 丰 


表 15.7 对 应 于 现 密度 oo 不 同 值 的 各 种 核 素 的 宇宙 学 起 源 丰 度 
( 按 重 量 计 ) 
pno (g/cm’) 
10-34 3.1X10-3 10-3 3.1% 10-39 
H! 0.763 0.748 0.737 0.728 
H? 0.2x10-* 8.9X10-5 2.3107 2.7 10-7 
He? 6.3xX 107 3.81075 2.1%10-> 9.9X10-§ 
Het 0.236 0.252 0.263 0.272 
Li’ 5.2X%10-%9 2.1X10-"° 4.4x%10-° 2.1x10-* 
其 它 <10-!# <10-% <10-12 <10-1 


ono (/em?) 


10-8 .1 x10- 10-78 3.1% 10-78 


H, 0.719 .709 0.701 0.691 
H, | 25x102 <10-" <10-# <10-# 
He? 5.6X10° 4.4X10-* 3.5x10-* 2.4x10-* 
He! 0.281 0.291 0.299 0.309 
Li? 4.3X10-8 1.1X10-" 2.9x10- | 68x107 
其 它 <10-# 6X10-# 1.0x10- | 1.9x10-° 


现在 的 黑体 辐射 温度 假定 为 3*K 
这 些 数 信 取 自 OR. V. Wagoner, W, A. Fowler, F. Hoyle, Ap, Jy 


148, 3(1967) 中 的 表 3A 及 3B, 
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(A) 恒星 的 质量 和 光度 。 只 要 我 们 知道 了 一 里 恒星 的 
质量 M 和 初始 化 学 成 分 , 原则 上 (而 且 其 至 在 实际 上 ) 就 可 以 
用 恒星 结构 和 演化 理 沦 计算 出 它 的 光度 工作 为 时 间 的 渔 
数 ， 化 学 成 分 通常 用 三 个 数字 X,Y 和 2 表示 , 分 别 定 义 为 
H', Het 和 所 有 其 它 物 质 按 质量 的 比例 ,并 且 

X+Y+Z=1 
〈 重 元 素 丰 度 Z 虽然 通常 很 小 ,但 它 对 于 任何 处 于 辐射 平衡 中 
的 恒星 一 一 例如 太阳 一 一 是 一 个 重要 的 参量 ， 因 为 它 决定 着 
恒星 在 一 定 密度 和 温度 下 的 不 透明 度 , AFE YEAHH, 
因为 它 制 约 着 理想 气体 定律 中 出 现 的 平均 分 子 量 . ) 如 果 我 们 
能 推测 一 给 定 恒星 的 Z 和 年 龄 ， 那 么 把 理论 同 M 和 蕊 的 测量 
值 比 较 就 可 以 算出 Y， 

研究 得 最 请 楚 的 便 星 自然 是 太阳 . 它 的 质量 和 光度 定 得 
很 准 , 人 们 认为 它 的 年 龄 同 地 球 接近 , 即 约 4.5 x 10? 年 ， 从 
氨 和 重 元 素 的 吸收 线 已 佰 计 出 上 2， 在 太阳 光 球 中 Z/X 均 为 
0.026 到 0.027， 可 是 更 新 的 研究 上 aa 给 出 Z/X ~ 0.019. Cay 
模 氨 线 太 弦 , 不 能 用 此 法 在 太阳 中 测 出 Y/X. ) 太阳 演化 计算 
通常 是 对 0.01 到 0.04 范围 内 的 Z 值 而 进行 的 ,在 发 现 宇宙 微 
波 辐 射 的 时 候 ， 取 Z = 0.02 用 最 好 的 太阳 模型 u1 得 到 初始 
AER Y = 0.27 CR Z = 0.04 则 有 了 = 0.32), 所 以 , 由 
7 全 3"K 得 出 原始 氮 丰 度 Y ~ 0.27 被 看 作 是 “大 爆炸 ” 字 
宙 论 的 一 个 伟大 的 胜利 . 

可 异 这 种 乐观 户 面 只 延续 到 中 微 子 天 文学 的 出 现 为 止 . 
用 来 计算 Y 的 同样 太阳 模型 也 能 用 来 预言 来 自 太 阳 内 部 各 种 
核反应 的 中 微 子 流 ， 太阳 从 质子 -质子 循环 中 由 氮 到 氨 的 聚 
变 获 得 能 量 , 开 始 是 如 下 反应 

H! 十 H'—>H? + et +v (E, = 0.263MeV) 
H! + 下 + e-—>H? +» (E, = 1.4MeV) 
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H 十 H'—>He + y 
然后 ,这 个 循环 可 以 中 止 于 “PP I” 分支 
He? 十 He’——>He’ + 2H! 


也 可 以 由 反应 
He 十 He' 一 一 >Be7 十 y 

产生 Be’. 在 后 一 种 情况 下 ,通过 “PP OU” 分支 

Be? + er—>L?+» (E, = 0.80MeV) 

Li’ + 了 一 一 He + He 
或 者 “PP III” 分 支 

Be? 十 H'——>B' + y 

B’—>Be® + et + (CE, = 7.2MeV) 

Be®——>2He* 
可 使 一 个 .Be 核 和 一 个 质子 转化 为 两 个 He 核 .〈 平 均 中 微 子 
能 量 列 于 括号 内 .) Pontecorvo"! 和 Alvarez" 提出 , 通过 吸 
热 反 应 

v + Cl 一 一 >e- + Ar” (15.7.37) 
可 以 在 CP PR MS) HPF, Ar” 以 35 天 的 适宜 半衰期 通 
过 电子 俘获 而 衰变 ， 所 以 能 够 由 它 在 化 学 分 离 以 后 的 放射 性 
探测 出 来 ， 如 Bahcal™ 所 指出 的 , 由 B 的 8 衰变 产生 的 高 
能 中 微 子 在 反应 (15.7.37) 中 特别 有 效 ,这 是 因为 它们 能 够 诱 
发 达到 Ar” 激发 态 的 超 容 许 跃迁 。 Alt, 虽然 PPII 分 支 比 
PPI 分 支 次 要 得 多 , 但 可 以 预期 , Cl? He) 90% 的 中 微 子 吸 


收 事例 应 归 因 于 Bait, RAH 10% BRA Be HRS. 


Bahcall"7) 用 Y = 0.27 的 现存 太阳 模型 1 算出 地 球 上 的 中 微 
子 俘获 率 是 每 个 Cl 原子 (4 + 2) x 10-3/ 秒 ,而 Davis! 在 
EA Dakota 州 Lead 地 方 的 Homestake 金 矿 中 用 了 十 万 加 仓 的 
过 氧 乙烯 (CCL) [一 种 普通 的 洗涤 液 ] 来 测量 这 个 俘获 率 . 
1968 年 Davis 等 人 "宣布 他 们 没有 探测 到 任何 太阳 中 微 子 ， 
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并 可 以 对 每 个 C8 原子 的 吸收 率 建 立 一 个 0.3 x 10sec 的 
上 限 , 这 约 比 原 来 预期 的 要 小 一 个 数量 级 ! 在 直接 探测 太阳 
内 部 的 这 个 最 初 实验 中 ， 理 论 和 观测 之 间 的 这 一 偏离 已 经 动 
摇 了 人 们 对 已 接受 的 太阳 模型 以 及 从 它们 得 出 的 太阳 初始 氢 
丰 度 值 的 普遍 信任 。 不 用 说 , 已 有 大 量 工作 致力 于 用 改 进 的 
不 透明 度 值 和 各 种 核反应 率 来 重新 计算 预期 的 中 微 子 流 . 在 
和 Davis 等 人 上 ?的 信件 同期 发 表 的 姊妹 论文 中 ，Bahcall 等 c20 
取 Z = 0.015 估计 吸收 率 为 每 个 CP” A F (0.75 + 0.3) x. 
10-%sec 1， 仍然 比 观测 上 限 大 了 两 倍 ， 用 Berkeley 恒星 结构 
数据 算出 稍 大 的 吸收 率 "229。 Ibenta 指出 过 ，Y 和 中 微 子 吸 
KRAE ZAKAR, FZ 一 0 和 Y ~ 0.17 得 到 的 可 能 最 
小 的 吸收 率 正 好 约 等 于 Davis 等 人 的 上 限 。 Bahcall 和 
Uhlrich™™ 最 近 算 出 的 计数 率 是 每 个 C 原子 (0.9 土 0.5) x 
107*sec, i 
同时 ，Davis 小 组 继续 他 们 的 观测 ， 最 近 发 表 的 计数 率 
Fao) 每 个 CP” 原子 《0.15 + 0.1) X 10-%ec-:， 约 比 预 期 的 
小 6 倍 。 考虑 到 这 个 偏离 , 目前 必须 认为 太阳 初始 氨 丰 度 的 
问题 尚未 解决 
对 于 一 些 邻 近 的 正好 又 属于 双星 系统 的 星 族 工 的 恒星 ， 
质量 和 光度 都 是 知道 的 。 把 这 些 M 和 工 的 值 同 依赖 于 了 的 理 
论 上 的 M-L 关系 对 比 , 可 得 出 这 些 恒星 的 了 值 "3 一 般 是 从 
0.25 到 0.35。 对 星 族 I 的 恒星 进行 这 种 分 析 将 是 很 有 趣 的 ， 
这 是 因为 它们 代表 着 更 早 的 恒星 世代 ， 也 是 因为 Davis 的 中 
微 子 实验 已 经 动摇 了 我 们 对 星 族 工 恒 星 理论 的 信念 。 可 惜 太 
阳 附 近 的 星 族 工人 恒星 很 少 , 其 中 有 一 个 《 仙 后 座 & 星 的 A 于 
星 ) 属 于 双星 系统 , VOB ARIE ASAE, 
对 于 任何 Y 值 ,得 到 的 质量 数值 及 工种 Z/X 的 观测 值 都 同 理 ” 
RAR, 但 与 了 S 0.05 的 低 馆 丰 度 氢 合 得 最 好 。 然 而 ,这 
» 651， 


种 质量 测定 的 可 靠 性 自 那 时 以 来 就 有 疑义 2. 

(B) 直接 的 太阳 测量 。 估计 目前 太 限 氨 丰 度 的 方法 中 ， 
有 许多 并 不 基于 太阳 结构 和 演化 的 任何 具体 理论 . 太 阻 字 宙 
线 中 比值 Y/Z 的 测量 "3 和 上 述 太 阳光 球 中 Z/X 的 分 光 测 
定 表 示 毛 直 度 (37 为 Y ~ 0.20 到 0.26。 在 宁静 太阳 时 期 ， 太 
MAER HeVH 比值 要 求 了 的 数值 ga 约 等 于 0.15, 但 是 在 磁 
暴 m9 时 太阳 风 的 氨 含 量 大 约 要 加 一 倍 , 可 惜 太阳 表面 的 温度 
低 得 不 能 进行 了 的 分 光 测定 ， 但 从 日 焉 cm 的 观测 可 得 数值 
Y = 0.38, 

: (C) 球状 星团 ;理论 , 如 15.3 节 已 经 提 到 的 ,把 球状 星团 
的 H-R 图 中 不 同 部 分 的 恒星 数目 同 理论 比较 ,可 以 得 出 这 些 
星团 的 年 龄 和 初始 和 氨 丰 度 这 两 个 结果 . Ibe 推出 Y 值 为 
0.24 到 0.33， 对 应 于 年 龄 18 x 10? 年 到 9 x 10 年 ， 把 
Christy"? 的 星体 脉动 理论 同 球状 星团 M3，M15，M92 的 
HR 图 中 变星 的 位 置 作 比较 ， 得 出 这 些 星团 的 Y = 0.26 到 
0.32( 见 [133])。 应 当 给 这 些 研究 以 特别 的 权重 ， 因 为 球状 
星团 被 认为 是 从 原始 氢 和 氨 的 气体 中 凝聚 出 来 的 最 初 天 体 . 

(D) 恒星 光谱 。 在 两 个 星 族 的 大 量 热 星 的 光 球 内 可 看 
RAR. 一 般 说 来 氨 丰 度 显 得 较 高 ，Y/X 的 量 级 为 0.4, 有 
些 星 看 来 所 特别 丰富 ,有 几 类 老 星 的 氨 线 显得 非常 弱 , 如 球状 
BAH H-R 图 中 水 平分 支 上 的 蓝 色 星 族 I 星 就 是 这 样 ， 
有 一 颗 特 殊 的 恒星 (六 人 马 座 3A) BEBE, HEA 
大 部 分 是 同位 素 He) 行星 状 星云 "5 和 新 星 09 一 般 都 呈现 出 
非常 丰富 的 氨 .， 

(Œ) 星际 物质 的 光谱 分 析 : 由 来 自 银河 系 HI 区 的 光学 
频率 的 发 射线 得 出 氨 - 氢 原子 数 比 率 529 一 致 为 0.10 一 0.14， 
”相应 的 按 重量 计 的 氨 丰 度 为 Y ~ 0.27 一 0.36， 也 可 以 观测 电 
离 氨 在 射电 频率 29 的 复合 ; Ent lon 跃迁 中 发 出 的 辐射 
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米 量 级 的 波长 ， 从 星际 物质 的 射电 观测 得 出 的 氨 - 氢 原子 数 
tho) 0.06 到 0.16, 相应 于 了 之 0.14 到 了 ~ 0.40. 
CF) 河 外 测量 。 在 本 星系 群 以 内 和 以 外 的 星系 的 HI 

区 中 观测 到 的 33 氮 发 射线 ,表明 毛 丰 度 与 银河 系 H II 区 的 相 
E. 另 一 方面 ,类 星 射 电源 呈现 出 非常 弱 的 氨 线 ” 
- ”显然 有 不 少 证 据 表 明 按 质量 计 的 字 宙 氨 丰 度 与 预期 值 
27% 差异 不 太 大 . 可 惜 也 有 许多 迹象 表明 氨 丰 魔 小 得 多 . 并 
明 这 个 问题 对 于 宇宙 学 有 极 大 的 重要 性 ， 因 为 字 宙 学 起 源 的 
AGER 2.7°K 辐射 背景 ) 也 许 是 能 够 作为 宇宙 早期 历史 线索 
PA Ra KREIRA RA. 

为 了 不 致 对 早期 字 宙 中 元 素 合成 的 看 法 形成 框框 ， 考 不 
物理 或 天 体 物 理 理论 中 能 够 影响 氨 产 生 的 可 能 的 修正 ， 是 有 
-益处 的 : l 

CA) SRE, 如果 证 明 观 测 到 的 微波 背景 并 不 是 早期 
宇宙 遗留 下 来 的 黑体 辐射 ， 我 们 就 不 得 不 面临 着 这 样 一 种 可 
能 性 , 即 现在 的 真正 黑体 温度 7,。 大 大 低 于 2.7%K， 在 这 种 情 . 
况 下 ， 处 于 任何 给 定 过 去 温度 的 重子 数 密 度 可 能 比 上 面 假设 
的 数值 大 很 多 ， 并 由 此 而 造成 核反应 速率 以 及 早期 宇宙 中 产 
生 的 复杂 核 丰 度 的 增加 。 Kink, 正 是 这 类 冷 模 型 产生 的 高 
氨 丰 度 导致 Gamow RHA A MEH ABA RO, 

Œ) RARES, 许多 机 制 可 以 增 大 或 碱 小 膨胀 速率 . 

”特别 是 , 如 果 宇 宙 包 含 其 它 的 热 分 布匹 质量 量子 《如 引力 于 、 
Brans-Dicke 标量 粒子 或 新 类 型 的 中 微 子 ), 则 在 一 给 定 温度 下 
的 能 量 密度 就 会 更 大 ， 因 此 ， 由 式 (15.6.44) 可 知 。 达 到 该 
温度 所 需 的 时 间 会 更 短 . 按 每 个 自由 中 子 计 的 氛 核 产 生 率 
(15.7.33) 通常 比 T = 10°°K 时 的 膨胀 速 府 大 10 倍 至 .103 倍 
《相应 的 现在 密度 值 为 10'g/cm 至 10-*%g/cm*), ATA, RE 
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”时 间 标 度 适当 缩短 , 仍然 会 有 充分 时 间 在 了 一 10”K RAB 
合成 。 在 这 种 情况 下 , 较 快 膨胀 的 唯一 效应 是 缩减 中 子 转化 
为 质子 所 需 的 时 间 ， 所 以 在 10°°K 时 中 子 的 比例 会 接近 于 它 
的 初始 值 1/2, 并 且 会 产生 更 多 的 氨 . 但 是 ， 若 时 间 标 度 极 
短 , 则 在 密度 (对 形成 He 和 Het 还 有 温度 ) 下 降 得 太 低 之 前 ， 
ARAN REAR. Peebles”) 的 详细 计算 表明 : 者 
Tyo = 3°K, 现在 的 密度 为 7X10-3g/cmna 到 1.8X10-23g/cmz， 
Het 的 丰 度 随 着 时 间 标 度 的 缩短 而 增加 ， 直 到 时 间 标 度 缩短 
10 一 至 107 倍 时 达到 极 大 值 60% E80% GREE), 然后 
再 减 小 .所 核 丰 度 随 着 时 间 标 度 的 缩短 不 断 增加 , 直到 时 间 
标 度 缩短 3 x 107° B 3 x 107* 倍 时 达到 极 大 值 约 为 9%〈( 按 
Be), 然后 再 减 小 。 另 一 方面 , 如 果 脱 胀 时 间 标 度 由 茶 种 原 
因而 变 长 , 则 唯一 的 效应 是 : 在 核 合成 发 生 之 前 ， 有 更 多 中 子 
会 误 变 成 质子 ,因此 会 产生 较 少 的 氨 . 

O) 中 微 子 ~ 电子 相互 作用 。 在 上 一 节 中 ,假设 e+e Hi 
RFRA, BBP YH PPR BRATS chee 7 等 
离子 体 脱离 了 热 接 触 , 从 而 得 出 了 早期 宇宙 的 热 历史 。 如 果 
中 微 子 -电子 散射 是 由 具有 与 核 6- 衰变 或 4 介 于 衰变 中 相同 
强度 的 通常 Fermi 弱 作 用 产生 的 , 则 上 面 这 个 假设 成 立 。 但 
是 , 中 微 子 -电子 相互 作用 尚未 在 实验 上 测量 出 来 , 它 可 能 比 
预期 的 稍 强 一 些 P， 在 这 种 情况 下 , ve 和 元 《可 能 还 有 和 和 
By) 能 够 与 e+-c--y 等 离子 体 保 持 热平衡 一 直到 几乎 全 部 
et- MRM, 在 任何 给 定 的 温度 下 ， 这 个 效应 都 是 使 能 
量 密度 增加 ,同时 也 使 速率 Cn > p) A 1 一 2) 中 了 ,和 了 
的 差别 消失 ， 详细 计算 9 表明 :， 如果 一 直到 灸 合成 为 止 电 
子 型 中 微 子 都 保持 在 热平衡 中 ， 则 字 宙 FRIAS A 
约 为 29% 而 不 是 27%. l 


D PRIFARPRAP RA, Be oh DESSE 
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度 的 影响 也 是 有 趣 的 .一 个 效应 是 密度 增加 使 膨胀 变 快 . 此 
外 ， 中 微 子 与 反 中 微 子 之 间 的 不 平衡 会 影响 质子 和 中 子 的 相 
WEE. 热平衡 时 中 子 和 质子 化 学 势 之 间 的 差异 由 式 
(15.6.4) 决定 : 

Ha — Bp = Be — Hv, - 
我 们 在 上 一 节 看 到 ,在 我 们 感 兴趣 的 阶段 ， 要 求 忽略 ae- 以 保 
持 电 中 人 性 ,而 .py./RT 是 一 个 常数 y (]»| S45); 

uo >O py, ~ vkT 

于 是 由 《15.7.19) 得 出 平衡 的 中 子 百分比 为 


“t+ 


KH 0 三 mm, XEK, 若 » 是 大 的 正 数 ， 则 中 子 百 
分 比 一 开始 就 很 小 ， 并 保持 很 小 的 值 ， 所 以 很 少 有 核 合 成 发 
Æ. 若 > 是 一 个 适中 的 负 值 , 例如 > ~ 一 1, 则 初始 中 子 百 分 
比 会 相当 高 ,所 以 , 某 些 中 子 转化 为 质子 以 后 , 在 核 合 成 开始 
时 的 中 子 百分比 可 以 接近 最 佳 值 50%, 而 实质 上 所 有 宇宙 物 
质 都 可 转化 为 氮 ， 若 >” 是 大 的 负 值 , 则 初始 中 子 丰 度 极 高 ,并 
且 直 到 某 些 中 子 能 够 误 变 成 质子 以 前 ,都 不 可 能 发 生 核 合成 ， 
而 在 这 些 中 子 转化 为 质子 的 时 候 ， 核 子 密度 又 会 低 得 不 容许 
合成 很 多 复杂 核 。 Wagoner，Fowler 和 Hoyle”! 考虑 到 中 微 
子 或 反 中 微 子 简 并 对 速率 (15.7.2) 一 (15.7.7) 的 影响 ,详细 计 
算 了 H, He, He 和 Li 的 丰 度 作为 ”的 函数 ， 这些 计算 表 
HA: 如 果 “ 失 去 的 质量 "是 由 |>| = 30 的 简 并 中 微 子 或 反 中 微 
THR, 则 宇宙 学 起 源 的 氨 丰 度 ( 按 重 量 ) 会 显著 地 低 于 1%. 
另 一 方面 ,如 果 宇宙 的 轻 子 数 密度 Ns 与 重子 数 密度 Ns 同 数 
量 级 , 则 (15.6.52) 表明 |r| MERA 1/0, B2% 10., [0 
A (15.5.15). ] 在 这 种 情况 下 ， 中 微 子 或 反 中 微 子 稍稍 过 剩 对 
于 氨 合 成 没有 显著 的 影响 。 
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” ”一 个 最 后 的 警告 。 即便 肯定 了 宇宙 气 丰 度 很 高 ,也 不 一 
定 能 得 出 这 些 氨 是 在 早期 宇宙 中 形成 的 结论 . Geoffrey Bur- 
iidgee 特别 强调 如 下 的 可 能 性 , 即 迄 可 能 是 在 银河 系 历史 中 
的 一 个 较 早 、 较 亮 的 时 期 一 一 也 许 是 在 大 质量 的 河内 天 体 中 
合成 的 . 本 章 讨论 的 大 部 分 计算 也 可 应 用 于 大 质量 恒星 "二 
缩 中 的 核 合成 ， 
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我 们 在 前 两 节 中 考虑 了 目前 字 生 的 两 种 成 分 一 一 氢 和 微 
波 背 景 ,它们 可 能 是 宇宙 历史 的 早期 阶段 的 遗迹 。 售 望 夜空 ， 
我 们 看 到 另外 一 种 可 能 的 遗迹 一 一 由 恒星 聚集 成 的 星团 、 星 
承 科 星系 团 。 很 自然 的 是 把 这 种 聚集 解释 为 作用 在 原始 均匀 
弥漫 物质 上 的 引力 效应 ,就 像 最 初 Newton 在 写 给 Dr Richard 
Bentley 的 著名 信件 ae 中 所 提出 的 那样 ， 可 惜 ,我 们 仍然 连 一 
个 关于 星系 形成 的 试探 性 〈 那 怕 在 完善 和 合理 方面 多 少 近 于 
我 们 关于 宇宙 氨 丰 度 或 微 玻 背景 起 源 理论 那样 的 ) 定量 理论 
也 没有 . 


Ate), J. Jeans 提出 了 星系 形成 的 第 一 个 重要 理 


P, Jeans 假设 字 宙 充满 一 种 非 相 对 论 性 流体 ,质量 密度 为 
p FERN p, BEA v, 引力 场 为 g, 满足 连续 性 方程 ， 
2e +a + (pv) =0 (15.8.1) 


Euler 方程 


Viw-vw=—lypte (15.8.2) 
~ OB. P 


.以 及 引力 场 方程 
Vxg=0 | (15.8.3) 
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UY e g = —4aCo (15.8.4) 
在 未 受 扩 的 “ 解 " 中 忽略 掉 引 力 效应 ， 对 于 静态 均匀 流体 取 
p= EE p= HEE v=0 
若 我 们 加 上 微 扰 os Po Vis gs MERS —N BN, HE 
(15.8.1) 一 (15.8.4) 变 为 


ao 4. og sy, =0 


Ot 

2 
OW th oo 4g, 
Oz p 
7 xg =l 
V+ g = —4rGp 


AH "为 声速 ， 


awe Pi (OP. 
. ” Pı G Jan 
现在 把 所 有 不 带 下 标 “1” 的 量 都 理解 为 属于 未 受 扰 的 “ 解 ” 
把 这 些 方程 联 立 起 来 ,得 到 pi 的 微分 方程 为 


| Se 一 02V p + 4rGpp 
解 的 形式 为 
pr © exp {ik - x — jor} (15.8.5) 
Hp ogi k WEF ERKA”: i 
ot 一 kzoz — 4xGp (15.8.6) 
一 结果 与 等 离子 体内 纵 静 电 振 荡 的 色散 关系 9 
wo? 一 ky? + -Ae Annee! (15.8.7) 


非常 相似 , 式 中 c, me 和 a 是 电子 的 (未 有 理化 的 ) 电 荷 .质量 
和 数 密 度 。(15.8.6) 和 (15.8.7) 之 间 的 差别 在 于 :在 (15.8.6) 
Hs me 换 成 了 粒子 数 密度 p/m，m。 换 成 了 m，e? 换 成 了 
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Newton “HAHA Gm*, 而 播 进 一 个 负 号 是 考虑 到 引力 的 吸 
引 性 质 ， 由 于 (15.8.6) 中 的 负 号 ,“ 静 重力 ” 波 呈 现 一 种 等 离 
子 体 波 所 没有 的 不 稳定 性 : 如 果 波 数 小 于 临界 值 

k = (ce) (15.8.8) 


Vs 


TR) oo TER, 故 c 可 以 指数 增长 (或 衰减 ), 并 具有 如 下 e- 倍 
HR: ` ' 
Imo = vk? — b 当 k<k? (15.8.9) 
可 惜 Jeans 理论 不 能 应 用 于 脱 胀 宇宙 中 的 星系 形成 ， 因 
为 Jeans 假定 介质 处 于 静态 ,而 在 我 们 感 兴趣 的 所 有 情况 下 ， 
由 (15.1.20) 得 到 宇宙 彩 胀 速率 为 


1/2 1/2 ， 


这 与 增长 率 (15.8.9) 的 极 大 值 数 量 级 相同 。 1946 年 Lif- 
shiz 提出 了 关于 膨胀 宇宙 中 不 稳定 性 的 第 一 个 满意 理论 、 
”他 证 明了 波 数 低 于 的 扰动 不 是 按 指数 而 是 按 * 或 RG) 的 
TEYK. 下 面 将 详细 推导 和 讨论 这 个 结果 ,同时 用 到 
Bonner“) 于 1957 年 提出 的 非 相对 论 性 方法 (第 15.9 节 ) 和 
Lifshite, 相对 论 性 理论 的 一 种 简单 情况 (第 15.10 节 )。 

虽然 我 们 目前 还 不 能 确定 扰动 实际 增长 的 速率 。 但 要 决 
定 哪 些 扰动 能 够 增长 ,哪些 扰动 不 能 增长 则 是 相当 容易 的 , 当 
波 数 充分 大 时 ，Jeans 理论 据 述 的 波 变 为 普通 声波 , 且 有 

wo 一 kv? (15.8.11) 
这 个 简单 色散 关系 成 立 的 条 件 是 什么 呢 。 如 果 一 个 半径 为 
|k| 一 的 球 的 引力 能 远 远 小 于 其 热能 : 
SETE « pu lk 

则 引力 可 以 忽略 不 计 ， 同 样 ,如 果 膨 胀 速率 远 远 小 于 频率 
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V Gp < lul 
则 字 宙 膨胀 的 效应 可 以 忽略 。 如 同 在 Jeans AERE, AE 
波 数 满足 条 件 
lk] >> ky 

则 这 两 个 条 件 都 被 关系 《15.8.11) FMRE. XER, AS 
虑 到 宇宙 脱 胀 ， 我 们 亦 可 预期 存在 一 个 量 级 为 的 临界 波 
数 ,在 这 个 临界 波 数 以 上 的 扰动 不 能 增长 ,而 只 是 像 声波 那样 
Seay. 

AAT RPK k & 1/R 那样 减 小 , 所 以 用 一 个 恒 量 
来 表征 扰动 是 方便 的 ， 这 就 是 半径 为 2n/|k| HORAN BI 
量 : . 

= Seru GE (15.8.12) 

AH n 是 毛 原 子 数 密度 。 按 上 面 的 分 析 , 增长 扰动 的 波 数 必 
SNF ky 从 而 其 质量 M 必须 大 于 Jeans 质量 


M= a 4unmy (22) = 4unmy ( nv? ) 5.8.13) 
3 kj 3 Glo + pl 


《可 以 证 明 这 里 用 # + p RE 2 是 方便 的 ;之 所 以 能 这 样 做 是 
因为 M; 只 用 于 数量 级 的 论证 ,而 了 从 不 大 于 0/3.) 我们 可 
以 追 滴 由 宇宙 彤 上 胀 引起 的 Mj 的 变化 来 了 解 原始 星系 涨 落 的 
历史 ( 见 图 15.6). 

从 “一 ERAT Bi CT 之 10” °K) 让 到 所 复合 的 时 
Bik CT = 4000"K)， 一 个 很 好 的 近似 是 把 宇宙 的 成 分 看 成 
非 相 对 论 性 电离 气 加 上 黑体 电磁 辐射 ， 两 者 在 温度 了 处 于 热 
Ft. LETÉT ok 非常 大 , 我 们 可 略 去 物质 的 压强 、 热 
REALM. BTL, 总 能 量 密度 、 FRSA ORE IB DT 
以 外 ) 是 


p = nma 十 aT’ (15.8.14) 
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A B om 
不 稳定 声学 ”不 稳定 


10° 108 107105105104 103 10? 10 1 
T, (K) 


图 15.6 作为 辐射 温度 的 函数 的 Jeans 质量 实 
线 相 当 于 0 = 0.8X10', 对 应 Tro = 2.7°K, po 一 
3X10-:”g/cm3， 碟 线 相当 于 0 二 2.4X10 ， 对 应 
Ty = 2.7°K, po = 10-3?0g/cms。 复合 时 Jeans 质 
量 的 下 降 比 这 里 表示 的 要 平缓 一 些 . 


p= at" (15.8.15) 
s= Sor (15.8.16) 
n 


在 绝热 扰动 中 o BBR ee RT? ABIL Pr 
8p = [3nman + 4aT*] a 


* 660 > T 


因此 ,声速 为 | 
v? = (P 1( kTo _ 
s 2), 3 (— = rz) (15.8.17) 
而 Jeans 质量 《15.8.13) 等 于 , 
i —— wke 
MI 9m AGC + oRT [may (15.8.18) 
或 考 以 太阳 质量 表示 为 
M; = 9.06M oo (1 + ary (15.8.19) 


ESAE Tr ~ 4000°K 时 复合 , 则 辐射 压 失效 , Ms 
方程 变 为 7 一 5/3 的 单 原子 理想 气体 的 物 态 方程 : 


p = nmu + + akT (15.8.20) 
p= kT (15.8.21) 
这 里 声速 是 熟知 的 值 
pia 2 AT (15.8.22) 
3 my 


而 Jeans 质量 (15.8.13) 等 于 
Mj = "eai (7 nima? (15.8.23) 


刚 复合 后 的 物质 温度 7 与 辐射 温度 相同 ， 所 以 可 用 ”= 和 光子 
oe (15.8.16) 来 表示 T; 由 此 得 
2 Ro 一 102M oa? (15.8.24) 
94 my 2G3/2 

只 要 没有 另外 的 热 进 入 气体 ， 它 的 温度 就 会 按 R 二 下降 [ 见 式 
(15.5.16)], 又 因为 4 按 R FE, ik Jeans 质量 (15.8.23) 将 
按 R puh. 


M)= 
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”我 们 现在 可 以 看 到 黑体 辐射 对 涨 落 的 增长 有 多 么 深刻 的 
影响 了 M1， 如 15.5 节 所 强调 的 ,现在 的 微波 温度 2.7*K 表明 
xz 很 大 , 其 数量 级 为 10* 10, Aut, Jeans 质量 (15.8.19) 
在 T = 10°K 时 从 很 低 的 值 103M6o/o ( 量 级 为 Mo 至 
104Me) 出 发 ,然后 按 TO 那样 增 大 , 一 直到 了 达到 温度 mn/ 
ko ( 量 级 为 10; °K 至 10 "5K); 然 后 保持 很 高 数值 的 水 平 
902M 。( 量 级 为 107M。 Z 10M.) HISWA, KJA M; 
急剧 地 下 降 到 数值 (15.8.24)( 量 级 为 10:M。 至 3 X 105Me)， 
在 这 以 后 它 按 R-2 继续 下 降 ， 如 果 注 意 一 个 特殊 的 涨 落 , 其 
质量 M 等 于 一 个 典型 大 小 的 目前 星系 的 质量 Me < 10"Mo, 

则 我 们 可 以 把 它 的 增长 分 为 三 个 不 同 的 阶段 : 
CA) 在 温度 下 降 到 如 下 数值 以 前 

T,= (ie) ae ~ 10K (15.8.25) 
Jeans 质量 (15.8.19) 都 小 于 星系 质量 ， 在 这 个 时 期 中 , 涨 落 
的 幅度 有 机 会 在 它 的 自 引力 影响 下 增长 。 因 为 在 这 个 早期 阶 
. 段 中 总 能 量 密度 的 辐射 为 主 ,所 以 这 是 一 个 相对 论 性 问题 , 因 
而 增长 速率 必须 用 广义 相对 论 的 方法 计算 ，15.10 节 表 明 , 增 
长 最 快 的 简 正 模式 的 密度 反差 5p/p 按 :那样 增长 . 

(B) 从 T 降 到 数值 (15.8.25) 以 王 的 时 刻 直到 在 T 
4000°K RMSE, Jeans 质量 将 大 于 星系 质量 ， 所 以 原始 星 
系 扰动 的 行为 类 似 于 通常 声波 的 波 包 ， 在 这 个 阶段 中 不 可 能 
有 显著 的 增长 。 若 现在 的 密度 取得 比较 高 ， 例 如 约 3 x 
10-3g/cm:。 则 在 复合 之 前 有 很 长 一 段 时 期 有 OT <m 故 
总 能 量 密度 以 氨 的 静 质 量 为 主 ， 从 而 原始 星系 的 声波 可 用 
Newton 力学 来 处 理 ( 见 15.9 节 )， 若 现在 的 密度 取得 比较 依 ， 
例如 约 10-*g/cm:， 则 灾 际 上 在 整个 阶段 B 中 我 们 都 有 
okT > my, 所 以 需要 作 相对 论 性 的 处 理 ( 见 15.10 节 ). 
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《C) 从 复合 时 刻 一 直到 现在 ，Jeans 质量 都 比 星系 质量 
小 得 多 ,所 以 语 落 振幅 能 够 再 度 增加 。 在 这 个 阶段 中 , 总 能 量 
密度 以 氧 的 静 质 量 为 主 所 以 这 是 一 个 非 相对 论 性 问题 ,因而 
增长 速率 可 用 Newton 方法 计算 .15.9 节 表 了 明 密 度 反差 50/0 
粗略 地 按 27° 增长. 

这 个 一 般 图 景 有 一 个 令 人 失望 之 处 到 现在 为 止 还 没有 
找到 任何 线索 来 说 明 观 测 到 的 星系 质量 分 布 的 原因 . 《刚刚 
复合 之 前 的 Jeans 质量 比 任何 星系 的 质量 都 大 很 多 ， 而 刚刚 
-复合 之 后 的 Jas 质量 看 来 与 球状 星团 "492 而 不 是 与 星系 的 
质量 有 关 .) 这 样 的 线索 最 近 在 原始 星系 阻尼 的 计算 中 9 名 出 
现 了 .在 阶段 8 中 当 原 始 星 系 涨 落 实质 上 经 历 着 声学 振荡 时 
将 会 产生 阻尼 ， 只 要 某 些 粒子 的 平均 自由 时 间 长 得 不 能 维持 
完全 的 热平衡 , 耗 散 作用 将 是 重要 的 , 对 于 光子 , 阶段 BH 
主要 碰撞 机 制 是 受 非 相 对 论 狂 电子 散射 这 里 的 平均 自由 时 
间 是 . 


T, = 


t (15.8.26) 
nor 
Sth or 是 Thomson 截面 


r= 8xe* 
r= 
3m? 


作为 对 比 ， 电 子 或 质子 的 平均 自由 时 间 (只 考虑 Coulomb Bt 
MAN 
i ~fa kT V2 ef Jot 
ad E an 


这 比 r, 约 短 CAT /m,) k. 因此 ,在 阶段 中 主要 的 耗 散 效 
应 是 由 于 物质 和 辐射 之 间 缺 乏 完全 的 热平衡 ， 而 不 是 由 于 物 
质 本 身 中 的 任何 耗 散 , 此 外 ,对 于 现在 重子 数 密度 的 任何 合理 
值 ,实际 上 在 整个 阶段 8 内 , 一 个 质量 为 10"M。 的 涨 落 将 具 . 
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= 0.6652 X 107%cm? 


有 比 光 子平 均 自 由 程 * 大 得 多 的 半径 2x/ |k|， 所 以 物质 与 
辐射 之 间 的 相互 作用 可 以 作为 r, 的 一 阶 量 处 理 。 在 这 一 近 
似 下 ， 由 质子 、 电 子 和 光子 组 成 的 介质 的 运动 同 非 理 想 流体 
COL 2.11 节 ) 一 样 ， 其 切 向 粘 灌 系数 、 体积 粘 灌 系数 和 热传导 
ARAM 7 


= alt, (15.8.27) 
1 Op\ |? 
= 4aT't E 一 (22) | 15.8.28 
° "L3 Oo /n C . ) 
X= = aTr, (15.8.29) 


一 般 说 来 , 非 理 想 流 体内 的 声波 阻尼 的 速率 是 el 


4 ap \"! Op 
r { +4 a( 22.) | 十 — 27 (22) 
brant Mar), er? OT/n 


+ vT (22), 一 5 (22. It (15.8.30) 
把 式 (15.8.14), (15.8.15) 和 (15.8.26)—C15.8.29) 代入 
(15.8.30) 中 , 得 出 这 个 阻尼 速率 为 
= k?aT* 16 n?m? 
i 6nor [amy +4 ez| lis H aT* [mi + 5 可 


” 2(p+p) 


(15.8.31) 
ES A ARR RS Se, [体积 
粘 灌 性 C15.8.28) 在 此 消失 ， 因 为 忽略 物质 压强 和 热能 以 后 ， 
(0p/O0), 正 是 113.] 因 kc M-%。 原 始 星系 声波 的 振幅 将 
具有 如 下 形式 的 阻尼 因子 


D= exp \- {ras} = exp |- (Ce (15.8.32) 


AH M。 是 某 个 临界 质量 (下 标 R 表 示 氮 复合 的 时 刻 )， 着 现 
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在 的 密度 比较 高 ， 则 在 复合 之 前 有 很 长 一 段 时 期 能 量 密度 以 
ANG AE Ar 
t= (6xamyG) 

k? 


T x -一 一 cc 2% 


A (15.8.32) 中 的 临界 质量 是 


4 f 3/2 
Me ~ 328 (La 626)" agra) (15.8.33) 
3 1007 


例如 ， 若 现在 的 质量 密度 为 3 x 10-%g/cm*, AME Æ 
5 x 102Me， 若 现在 的 质量 密度 比较 低 , 则 在 整个 阶段 了 内 
的 能 量 密度 实际 上 以 辐射 (包括 中 微 子 ) 为 主 ,所 以 
t œ (15 5ra TG) 
~le 
150,7 


A (15.8.32) 中 的 临界 质量 是 


4 3/2 
M, ~ 32E (47) (15.5xa TG) ngm"? (15.8.34) 
3 \45e7 . 


例如 ， 若 现在 质量 密度 为 10~*g/cow?, 临界 质量 就 是 2 X 
10“Mo. 如 果 式 《15.8.32) 中 的 指数 (M./M) 约 大 于 10, 
则 涨 落 也 许 不 能 避免 在 阶段 8B 中 被 阻尼 的 命运 ， 所 以 我 们 
可 以 作出 结论 ， 在 复合 时 刻 留存 的 涨 落 的 最 小 质量 在 
1.6 X 104Me 和 6 X 10°Mo 之 间 , 正 好 约 为 一 个 大 星系 的 质 


量 


oe pa 


至 此 ,我 们 已 经 知道 ,质量 约 在 10"M > M 10"M. ZERI 
任何 小 涨 落 会 在 阶段 4 中 增长 ,在 阶段 8 中 经 受阻 尼 振 荡 , 但 
在 阶段 C 中 将 存留 下 来 并 触发 新 的 增长 。 有 人 可 能 还 要 问 ， 


为 什么 星系 质量 有 一 个 量 级 为 102Me 到 108Me 的 非常 确定 


的 上 限 ， 而 不 是 从 10+M。 到 大 得 多 的 值 的 光滑 的 质量 分 布 。 
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. 一 种 可 能 的 答案 在 于 非 线性 效应 的 熟知 性 质 "3 一 一 能 量 从 
长 波 转移 到 可 以 避免 耗 散 效应 的 最 短波 长 ， HRN R 
论 对 星系 增长 问题 的 应 用 只 不 过 刚刚 才 开 始 呈 "， 
星系 起 源 理 论 不 只 是 有 理论 上 的 意义 ， 因 为 复合 时 刻 的 
密度 的 相对 变化 值 n/n) 在 不 久 的 将 来 可 能 会 观测 到 5 . 
对 于 近似 绝热 的 涨 落 , 粒子 数 密度 正比 于 温度 的 立方 , 所 以 ， 
在 复合 开始 时 的 温度 涨 落 决 定 于 
(Ghia) 05839 
如 果 在 这 个 时 刻 以 后 宇宙 继续 保持 光学 稀薄 ， 则 这 些 涨 落 会 
在 微波 背景 里 作为 观测 到 的 宇宙 辐射 温度 随和 角度 的 涨 落 显示 
出 来 。〈 但 要 注意 Thomson 散射 可 以 抹 挤 这 种 不 均匀 性 1 
而 并 不 影响 分 布 函数 的 Planck 形式 ; 见 15.4 节 .) 根 据 式 
(15.5.35) 一 (15.5.37) 和 (15.8.12), 质量 为 M 的 一 个 涨 落 会 
表现 出 具有 和 角 尺 度 a 


9/2 = a t (iki ) = ae + en) (= aa) 


- 或 者 ， 由 于 n € R”, 


6/2 ~ atts (2M) | (15.8.36) 


例如 , 车 n= >> t= 13 X 10 年 , 以 及 现在 的 密度 


rummy 二 1.1 X 10-3g/cm?， 则 质量 为 10"Me 的 一 个 新 生 星系 
的 涨 落 所 对 应 的 角 尺 度 6 一 30”. 如 15.5 书 已 指出 的 那样 ， 


”即使 测量 角 尺 度 这 样 小 的 涨 落 ， 也 完全 在 目前 技术 能 力 范 围 


ZA. 所 以 , 计算 在 复合 时 刻 一 个 涨 落 必 须 有 多 强 才 能 在 现 
在 增长 为 一 个 星系 , 这 是 相当 重要 的 事情 ， 这 个 问题 将 在 下 
.一 节 中 论述 ,. 
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9. 微小 涨 落 的 Newton 理论 


这 里 ,我 们 用 Newton 方程 (15.8.1) 一 (15.8.4) 计算 微小 
涨 落 的 行为 , 但 现在 要 考虑 到 宇宙 膨胀 ， 如 15.1 节 末 所 指出 
的 那样 ,对 于 这 样 一 些 天 文 问 题 我 们 可 以 稳妥 地 使 用 Newton 
力学 , 在 这 些 天 文 问题 中 , 能 量 密度 以 非 相对 论 性 粒子 为 主 ， 
Mill p K p, 并 且 所 涉及 的 线 度 比 宇宙 的 特征 尺度 小 33 

如 15.1 节 所 表明 的 那样 ， 方 程 (15.8.1) 一 (15.8.4) 有 一 
个 简单 的 空间 均匀 解 , 即 


p= po Fal (15.9.1) 
_ [RD | 
v=r Kal (15.9.2) 
g 一 一 r [ee] (15.9.3) 
这 里 RG) WUE POR ER REE | 
| R+k= ce (15.9.4) 
或 等 价 地 有 i 
` R = 4r Gp i 
= m Se (15.9.5) 


现在 我 们 来 求 一 个 微 扰 解 ， 在 “ 零 级 ” 解 (15.9.1) 一 
(15.9.3) 上 加 微 扰 ww 和 ge 则 准确 到 这 些微 扰 的 第 一 
级 ,流体 力学 方程 (15.8.1) 一 (15.8.4) 变 为 

br + 3 Éa + Eq. Voa +t eV: vu =0 (15.9.6) 


v + F + z (r . vv = 一 Tve 十 g: (15.9.7) 
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Vxg=0 (15.9.8) 
V:2@= —4nGop, (15.9.9) 
此 外 ,由 于 现在 暂时 假定 这 些 都 是 绝热 张 落 , 所 以 压强 微 
扰 决 定 于 
Pı = vem (15.9.10) 
其 中 o 是 声速 。[ 这 里 和 以 下 的 ?是 指 无 扰 解 中 的 质量 密度 
(15.9.1)1] 
方程 (15.9.6) 一 (15.9.10) 是 空间 均匀 的 ， 所 以 我 们 期 望 
求 出 平面 波 解 。 实 际 上 , 由 空间 依赖 关系 
PCr, 2) = pke) be (015.9.11) 
以 及 对 w 和 g 的 关 似 表达 式 , 就 可 以 把 这 些 解 求 出 来 ，( 指 
数 中 出 现 因子 1/R 表示 这 些 模式 的 波长 被 宇宙 膨胀 所 扩大 ， 
如 上 节 已 预言 的 那样 . ) 现 在 方程 (15.9.6) 一 (15.9.10) 变 为 联 . 
立 的 常 微分 方程 : 
oot 3K g + iR-ipq “人 一 0 (15.9.12) 


证 — Be ap + g: (15.9.13) 
aX g=0 . (15.9.14) 
iq: g, = —4rGRp ` (15.9.15) 
“ 场 方程 ” 《5 9. 14) 和 (15.9.15) REBRE 
= CoRg (15.9.16) 
q . 


为 了 解 运动 方程 , 把 w 分 解 为 重 直 于 和 平行 于 q 的 两 部 分 是 
方便 的 ， | 

f Vi(#) = v, (z) + igelez) 15.9.17) 
式 中 


qd'Vvui=0 
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iq: Vi 
q? 
用 密度 的 相对 变化 3 来 表示 o 也 是 方便 的 : 
pice) = DD = oo |B] ote) (15.9.18) 


e= — 


RC) 
所 以 。(15.9.13) 分 裂 为 两 个 独立 的 方程， 
wut Ža =0 (15.9.19) 
。 R ` _ of 4xGoR | 
e+e. ( + GOR )s (15.9.20) 
而 (15.9.12) 简化 为 
i= Ee (45.9.21) 


对 方程 (15.9.19) 一 (15.9.21) 的 考察 表明 ,这 里 的 简 正 模 
式 有 两 种 很 不 相同 的 类 型 . 由 viu 描写 的 旋转 模式 简单 地 按 
1/R 衰减 : 
¥,,(2) oc RCE) (15.9.22) 
另 一 方面 ， 由 8 Me 描写 的 压缩 模式 对 于 时 间 的 关系 更 有 意 
X. 用 方程 C15.9.21) 消去 (15.9.20) 中 的 e, 我 们 得 到 


5 Rt (E ico) a = 0 (15.9.23) 


注意 ， 如 果 我 们 令 为 常数 并 把 波 数 k 定义 为 q/R; 则 此 式 
过 渡 到 Jeans 色散 关系 (15.8.6)， 方 程 (15.9.23) 是 控制 膨胀 
宇宙 中 引力 比 又 的 增长 或 衰减 的 基本 微分 方程 ， 

当 辐 射 的 能 量 密度 降 到 静 质 量 密度 以 下 从 而 物质 为 主 时 
期 开始 时 ， 上 述 的 Newton 理论 就 可 以 应 用 了 。 TEREN 
E (15.9.23) 太 复杂 了 一 点 ,以 至 找 不 到 一 个 严密 形式 的 解 能 
在 整个 物质 为 主 时 期 者 成立， 但 是 ,在 一 些 特殊 情况 下 ,我 们 
可 以 解 出 方程 C15.9.23) 来 回答 关于 6) 行为 的 一 些 最 有 趣 “ 
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的 问题 . 


(A) 零 压 解 
| 根据 上 一 节 概 述 过 的 一 般 图 景 ， 假 定 星系 是 从 拨 复 合 时 
存在 的 微小 涨 落 中 生长 出 来 的 ， 而 这 些 涨 落 又 是 前 一 阶段 的 
阻尼 声学 振荡 的 遗留 物 ， 摆 在 我 们 面前 的 最 重要 的 问题 是: 
从 复合 时 刻 到 现在 ,这 样 一 个 原始 星系 涨 落 能 够 增长 多 少 倍 . 
或 者 联系 到 观测 来 谈 这 个 问题 就 是 : 在 复合 时 刻 , 一 个 涨 落 
必须 有 多 大 才能 有 机 会 在 且 前 时 刻 成 长 为 一 个 星系 2? 

为 了 回答 这 些 问题 ， 我 们 可 以 略 去 压强 项 v2qx/R? 来 简 
化 方程 《15.9.237。 如 果 波 数 jk] = lq|/R 比 Jeans 波 数 
(15.8.8) 小 得 多 ; 或 者 等 价 地 说 ， 如 果 涨 落 的 质量 (15.8.12) 
比 Jeans 质量 (15.8.13) 大 得 多 ， 则 这 一 项 比 起 引力 项 4=Ge 
来 可 以 忽略 .我 们 在 上 一 节 中 已 经 看 到 , 刚刚 复合 以 后 Jens 
质量 的 量 级 为 104Moe 到 3 X 106M。， 此 后 按 RO? FE, W 
以 , 一 旦 所 复合 完毕 , 一 个 约 为 10"M。 的 星系 质量 就 肯定 比 
Jeans 质量 大 得 多 . 

为 了 把 方程 (15.9.23) 的 解 延 伸 到 现在 时 刻 , 必须 用 15.3 
节 推 出 的 关于 RO MO 的 参数 公式 。 HTE, Faft 
率 ,它们 是 

k= +ł. 


RO) L 962g) 一 TD-KL — co0s0) 
Ro oo 
Hot = qo(2qo 一 1) 0 — sin 0) 


3H?(2q, — 1)? 
4nGqy7(1 一 cos@)3 


= 
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o = (62G?)“ 


RO) = 9(1 — 2q) (cosh ¥ — 1) 


Hot = qoll 一 2q)” C sinh ¥ — w) 
= 3H 一 240)? 
4nGq( cosh ¥ — 1)° 
略 去 压强 项 ,微分 方程 《15.9.23) 现在 取 下 列 形式 
k= +1 


dE, . p 46 B 
(1 一 cos 0) a + sin0— — 38 = 0 (15.9.24) 
2 


5+4- 20m0 (15.9.25) 
34 32 


(cosh — 1) 59 + sinh yo —38—= 0 (15.9.26) 


在 每 一 种 情况 下 ,有 两 个 独立 解 ,我 们 称 为 5, 和 6-: 
及 一 +1 . 
38 sin 8 5 + cos 


6, X 一 -一 一 一 一 一 十 一 一 -15.9.27 
* (1 一 cos6) 1— cosO € ) 
8-00 eras (15.9.28) 
《=0 
84 © 1226 (15.9.29) 
8_ ci! (15.9.30) 
k=] 
3W sinh ¥ 5 + cosh W 


g, oœ — 5mm L p (15.9.31 
7 (cosh ¥ — 1)? cosh ¥ — 1 C ) 
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sioh WD. : 
boc a y (15.9.32) 
在 所 有 三 种 情况 下 ,对 于 RD < Ro 解 4 和 5- 分 别 过渡 到 
POR, 因此, 如果 在 复合 时 一 个 扰动 对 于 54 模式 和 5- 模 
式 开始 有 互相 可 比拟 的 幅度 ， 则 不 久 以 后 会 几乎 纯粹 地 处 于 
54 模式 ， 所 以 从 现在 起 ,我 们 集中 讨 沦 5 模式 . 
这 里 假定 扰动 在 时 刻 交 开始 ,对 应 于 大 红 移 
L RC)  4000°K 
o RGD 2. 27° K | 
所 以 对 于 大 二 +1, k=0 或 一 一 1, BRO MU 
始 值 是 


1 士 x =~ 1500 


6, ~ 2 [20 一 seat) 
i 1 十 ZR 


fr = t(1 +z a 


T, ~ [ee = DI" 
因此 ， BERE BIRR KE E 
A= LU) S i (15.9.33) 
它 决定 于 如 到 式 
Gate {—36) sin @ + (1 — cos&)(5 +cos 6,)} 
| oe he 41) 
Ay = (C1 + ze) (k=0) 


Ce {3 sinh Wy + Ceosh Vs — 1) 
二 


x (cosh Vo 十 5)} (k = —1) 
(15.9.34) 
利用 《15.3.107 R (15.3.19), 参数 和 可 以 由 gq 表 出 ,于 
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是 我 们 发 现 ,对 于 g> 0, Ao 是 qo 的 单调 增 函数 ,从 qo K 1/2 
时 的 Ao = 54 人 1 + zr) 增加 到 qo = 1/2 时 的 A = 1 + zg 
再 增加 到 一 1 时 的 A = 1.450 + zd 4 a> 1 
NT EA Ao = 5C1 + z). %4 g Æ 0.014 和 2 之 间 并 且 
1 十 zg = 1500 时 ， 一 个 微小 张 落 从 所 复合 时 刻 到 现在 可 能 
增长 的 倍数 4 处 在 100 和 3000 之 间 . 

在 目前 宇宙 中 观测 到 的 凝 来 不 能 认为 是 “ 微 扰 ”"。 例如 ， 
在 一 个 典型 的 星系 办 里 质量 密度 的 量 级 为 10-ag/cms， 比 整 
个 宇宙 可 能 的 最 大 密度 要 大 一 个 数量 级 ， 而 在 一 个 星系 内 的 
质量 密度 自然 更 大 ,所 以 ,上 述 简单 的 线性 不 稳定 性 理论 不 能 
应 用 于 到 目前 为 止 的 不 均匀 性 的 整个 历史 。 但 是 , 假定 现在 
的 强 凝 聚 产 生 于 微 扰 似乎 是 合理 的 ,因此 ,形成 它们 的 一 个 必 
要 (即使 也 许 并 不 充分 ) 的 条 件 在 于 , 线性 稳定 性 理论 中 计算 
的 扰动 5.4) 应 当 在 现在 以 前 的 某 个 时 刻 数 量 级 已 变 为 1， 
由 此 定 出 在 复合 时 刻 初 始 扰动 值 的 下 限 是 | 


lace A 


所 以 ,154(Ca)| 应 当 约 大 于 10 天 到 3 X 10-4, 《取决 于 do 值 ) 
为 了 说 出 大 多 少 ， 必 须知 道 扰动 到 达 非 线性 机 制 开始 ( 即 
Ja COl ~ 1) 的 时 刻 ， 根 据 Weymannc50， 观 测 到 的 星系 结 
合 能 表明 这 必然 发 生 在 量 级 为 7 x 107 年 的 时 刻 以 后 ; 车 8, 
这 样 早 就 达到 1, 则 到 复合 时 刻 它 必 然 已 经 很 大 了 .。 另 一 方 
面 ,如 果 关 星体 红 移 在 z ~ 2 附近 的 集中 标志 着 星系 形成 的 
开始 , 则 (15.9.35) 提供 了 [8.Cee)| 实际 数值 的 一 个 相当 好 的 
估计 . 如 上 节 末 说 过 的 ,倘若 在 复合 时 或 在 复合 后 的 Thomson 
散射 没有 把 张 落 抹 掉 4*!, 则 复合 时 的 原始 星系 涨 落 会 产生 观 
测 到 的 微波 背景 温度 的 相对 涨 落 ， 它 在 约 30” 的 角度 中 等 于 
134Czg) 1/3, 即使 非 线 性 机 制 在 不 久 前 才 达 到 , AT,/7, 也 会 
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有 3 x 107° Bl 1 的 量 级 ,这 应 当 是 可 以 观测 到 的 . 


(By Fik 


如 果 不 略 去 压强 项 oP /R? kA E (15.9.23) 解 的 

行为 也 是 有 趣 的 。 为 了 定 出 稳定 涨 落 和 不 稳定 涨 蒂 之 间 的 精 

确 分 界 ,尤其 需要 如 此 .为 了 得 到 严格 解 ,现在 必须 把 我 们 的 

` 注 意 力 限制 在 早期 , 那 时 RO < Ro, 所 以 方程 (15.9.4) 中 的 

R 项 和 8xGpR?/3 项 比 1 大 得 多 ,即使 当 k= t1 时 我 们 也 

能 用 & 一 0 时 的 R 和 2 的 公式 : 

R cc p (15.9.36) 

, p = (6x62) (15.9.37) 

《这 并 不 是 什么 大 的 限制 ,因为 对 于 这 些 公式 可 能 不 成 立 的 新 

近 时 刻 ，Jeans 质量 是 如 此 地 小 以 至 它 的 精确 数值 没有 多 大 意 
义 .) 对 于 一 般 的 比 热 比 7, 压强 像 cr 那样 变化 ,而 声速 是 


1/2 
， 一 (22) oc gA» oc tr (15.9.38) 
因此 ,方程 X15.9.23) 在 这 里 变 为 
b+ S54 (4- Z)s=0 (15.9.39) 
Rp A? BARK 
l = (15.9.40) ， 
对 于 y > 4/3, 方程 (15.9.39) 的 解 是 
By CIM nse (AO) (15.9.41) 
AH J AL Bessel 函数 , 且 
yey t >0 (15.9.42) 


当 # AV WY Bessel RRRA r D AY? INRA TT Hn 
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Ba 06 NE (15.9.43) 
利用 (15.9.37) Fo (15.9.40), 6, 模式 的 增长 条 件 :> AY? 可 
写 为 , | 

Zi > gx 

a” © rGp 


这 实质 上 和 Jeans 条 件 vik? > 4xGp 是 一 样 的 . o, 

解 (15.9.41) 用 于 复合 以 后 , 取 y = 5/3。 此 外 , 若 现在 
的 密度 取 比 较 高 的 值 ， 则 在 复合 以 前 有 相当 长 一 段 时 期 总 能 
量 密度 以 氧 的 静 质 量 为 主 而 压强 以 辐射 为 主 ， 所 以 宇宙 介质 
的 行为 像 r= 4/3 的 非 相 对 论 性 流体 ， 故 方程 (15.9.39) 变 


4. 
b+ 5 b+ [4 一 2] 2 =0 (15.9.44) 
式 中 
p= Pec vq (15.9.45) 
R? 6xGpR? 
方程 (15.9.44) 的 解 是 很 简单 的 : 
EET a=- 4 (Z a)" (159.46) 


当 4 > 5/6 时 两 个 解 都 经 历 缓和 的 阻尼 振荡 ,而 当 5/6> 
A> 2/3 时 它们 都 守 二 ,但 当 A < /2/3 时 a, 增长 而 5- 
BM. Alb, 5, 模式 增长 的 条 件 是 


vig? < 2 ~ 
-6nGpR* ~ 3 


这 与 Jeans 条 件 vn Jk? < 4xGp 完全 相同 . 

在 这 个 表述 中 , KHER RMA REE. 这 里 最 有 趣 
的 情况 ,是 在 “阶段 B” 的 物质 为 主 部 分 由 于 光子 的 有 限 平均 
自由 程 引 起 的 阻尼 ， 这 个 时 期 也 就 是 复合 以 前 当 辐 射 密度 
aT KARER omy 小 得 多 而 Jeans 质量 比 一 个 星系 质量 大 
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得 多 的 时 期 ， 按照 (15.8.27) 一 (15:8.30)， 这 里 的 粘 滞 效 应 园 
热传导 效应 相 比 可 以 忽略 ， 因 此 ， 可 以 采用 如 下 方式 来 计 及 
ACK, 利用 物 态 方程 以 温度 微 扰 T 和 质量 密度 微 扰 
p 把 (15.9.7) 中 的 压强 微 扰 p 表示 出 来 ,并 给 方程 组 
(15.9.6) 一 C15.9.9) 加 上 通常 的 非 相 对 论 性 辐射 热 转移 方程 ， 
这 里 我 们 无 需 更 深入 一 步 了 ， 因 为 热传导 和 粘 沾 性 都 将 纳入 
下 一 节 要 论述 的 广义 相对 论 性 理论 中 去 . | 


10， 微小 涨 落 的 广义 相对 论 性 理论 


上 一 节 表 达 的 非 相对 论 性 分 析 适 用 于 研究 ? < 2 的 物质 
为 主 的 时 期 中 的 压缩 微 扰 和 旋转 微 扰 .但 是 , 当 讨 论 ?与 量 
级 相同 的 辐射 为 主 时 期 或 轻 子 为 主 时 期 ， 或 在 任何 时 期 中 处 
理 引力 经 射 的 传播 时 ,就 需要 相对 论 性 的 处 理 方法 了 . 

在 一 个 脱 肥 宇宙 中 微 扰 的 相对 论 性 理论 是 颇 复 杂 的 ， 所 
以 ,这 里 陈述 的 理论 只 涉及 无 扰 Robertson-Walker 度 规 的 曲率 
一 0 时 的 最 简单 情况 。 这 并 不 是 一 个 太 苛刻 的 限制 ,因为 
只 要 我 们 仅 考虑 R > |k] 的 早期 宇宙 ,并 且 仅 考虑 波长 远 远 
NF RABE UST k= 十 1 ka 一 1， 结 果 基本 .上 与 
一 0 时 根 同 。 无 论 如 何 ,这 些 情 况 都 是 最 有 趣 的 ,特别 是 因 
为 过 去 不 久 前 凝聚 的 增长 (对 于 任何 值 ) 都 可 以 用 上 节 的 非 
-相对 性 理论 来 处 理 。 

可 以 证 明 ， 在 这 里 把 耗 散 效应 一 开始 就 包括 进去 是 方便 
”的 。 介质 将 由 切 向 粘 灌 系数 7 和 热传导 系数 xX 来 表征 ; 如 
15.8 节 曾 提 到 的 ， 一 旦 物质 的 压强 和 动能 密度 降 到 辐射 的 压 
强 和 动能 密度 以 下 时 ,体积 粘 汪 性 “就 可 以 忽略 。 只 要 在 能 
量 - 动 量 张 量 中 附加 适当 的 项 ， 就 可 以 把 耗 散 效 应 考虑 进去 . 
对 于 没有 引力 时 的 相对 论 性 非 理 想 流体 , 这 些 项 在 2.11 节 中 
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BART: 存在 引力 时 正确 的 能 量 -动量 张 量 可 以 通过 把 
(2.11.21) 写 为 广义 协 变 的 形式 而 直接 得 到 : 
T? = pg + (p + p)U*U? — nH“ HW po 
— X(H”U” + H”U®)Q, (15.10.1) 


式 中 - 
Ws = Ups + Unip — Z 9,,Ut,, (15.10.2) 
Qa =T; + TU pU” (15.10.3) 
Hy» = Gy + UU, (15.10.4) 


容易 验证 ,对 于 (具有 任何 的 》Robertson-Walker BEML, 
Te 中 的 耗 散 项 为 零 ， 所 以 Friedmann 解 仍然 为 我 们 提供 了 
出 发 点 。 特 别 是 ,对 于 一 0，Einstein 方程 有 熟知 的 无 扰 解 


Gy = 一 gsi = 0 9; = R(t) S; (15.10.5) 
Ui=1 U=0 - (15.10.6) 

式 中 xi(i = 1, 2,3) 是 一 组 伪 -Euclid 共 动 坐标 , 且 
pe eGR (15.10.7) 


因此 ,由 式 (15.1.3) —(15.1.5) 得 出 无 扰 联 络 的 所 有 独立 的 非 
FIRN. l 


Ti; = RRO; T} = = õi (15.10.8) 


我 们 来 考虑 一 个 扰动 , 其 中 度 规 是 gu 十 hus M hs 很 
小 。 在 写 出 关于 ke 的 场 方程 以 前 , 回顾 一 下 10.9 节 的 说 明 
是 有 用 的 , 即 ， 作 一 个 坐标 变换 (10.9.6), 我 们 可 把 解 h, 变 
为 一 个 等 价 解 . 
AR, = hur F uo F Enga 
e, 是 一 个 任意 的 微小 矢量 场 。 利用 (15.10.8) 可 将 这 个 新 解 
写 为 如 下 形式 
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让 一 局 十 si ÎE RRS; (15.10.9) 
Oxi Ox? 


de, | ðe È 
AE = hy, + LE 4+ 28 2B, (95.10.10 
oe : Of Ox! R ( ) 
AY = hu + 2 ĈE (15.10.11) 
Or 
最 方便 的 是 选取 e, 使 得 
Ak = hk = 0 


这 样 一 来 , 就 在 最 大 可 能 的 限度 内 保持 了 无 扰 度 规 5.10.5) 
的 形式 ， 只 要 按 下 列 规定 构造 ev 就 能 实现 这 一 点 ; 


一 一 工 
E, 一 | hudt 
es = R | [iu 28] Ra 
. x 
取消 星 号 ,从 现在 起 我 们 不 仿 假 设 坐标 系 已 经 选择 得 使 
hu = hy 0 (15.10:12) 


微 扰 39 一 hs 在 仿 射 联络 中 产生 微 扰 (10.9.1), 其 分 
量 是 
BT 多 一 a 上 + higsi 一 hixrsi] 


=l [2i 4. Shas, 一 Bha) (15.10.13) 


2R? L Ox* Oxi Oxi 
oT, = 一 > Lhi T hii hizel 
1 Ohi, 
= 一 15.10.14) 
2 Of ( 


. 1 
6Ts; = oR? [hing 十 hisi — Ayal 


1 [OA 2R | 
= —_ thd 5 Hs 一 一 一 万， . . 
2R? OF R (15.10.15) 
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STi = ôT}, = aTh, = 0 (15.10.16) 
缩 并 后 ,我 们 也 可 求 得 


x 


重复 的 拉丁 指标 意味 着 按 数值 1, 2, 3 RM, FR Ricci KB 
中 的 徽 扰 决定 于 
6Rj = (6T;),; — (6TH); a 
OOF; OTH, _ OTi 


Oxi Ox* Or 
一 RR6;5T, — E ar, + RRESTi + 6Ti:] 


R; 一 (57,),; 一 CETE) x 
_ 06T oor]; R R 


t On Rr Ear 
Ox? Oxi R R > 
HR, 一 (aT) i+ 一 (OTH): x 


oor, 2R 、 
= LL + 2R sri 
Oz R ’ 
或 者 ,更 明显 地 写 为 l 
1 | Oh, Oh; a, | 
8R; = — | Vh 一 — 一 一 一 从 十 一 下 
1 2R Y aj OxiDx* Ox! Ox* Ox! Ox! 
1 h; R |; 
— — H+ = [h,, — 8h 
2 of + 2R hi T Sž] 
R? 
+ Ri [— 2h; + OR] (15.10.18) 


R, = L Es (Gx — al (15.10.19) 
£ 


2 0 Ox! Oxt 


1 
Ru 一 ZRI [Eu 2 R Ang + 2 £ KA ha] (15.10.20) 
根据 (15.10.1)，Einstein 场 方程 右 端的 源 项 是 
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Sy» = T 村 gu „Th = È Co — PIa + (p+ p)U U, 


wo 
— nH uH W” 一 X(H aU, + HypU a) O° 
(15.10.21) 


为 了 保持 速度 口 的 规 一 化 ,我 们 必须 有 
0 = 5(9,,U*U*) = —2U;! 


所 以 微 扰 hijs Uijs Pis Pis 和 T: 在 Sup Hp Pe AE EE 

l ` 2 一 

ôS 一 + Ce 一 p)hi + z ulo — pi) — qR'o Ww” 
(15.10.22) 
BSa = —R{ p + pIUs — ATH, 十 XRDOL (15.10.23) 
654 = > Co + 3p.) —2XTOH, - (15.10.24) 
A | , 
ôH; = — RU 8H, = 0 (15.10.25) 


Wi = R? ie + Ui 2 3.9 。 u| 
Oxi Ox! 3 


+ RO Are [a -+ oral} (15.10.26) 
A ! 


;~ pa (Ol 2 yi 

597 = R (2 2472 (RU, >) (15.10.27) 

Fa Desi Einstein 方程 在 这 里 取 如 下 形式 . 
OR yy = — 8r GES yy (15.10.28) 


#2 (15.10.18)—(15.10.20) # (15.10. 22)— as. 10.28) 诸 式 结 
合 起 来 ,我 们 得 到 l 

aa Deer + Dre — Phi 
RR Ay — bahr] + 2 —2hiy + bhr] 
= 一 8rG(o — p)R’'hy — BnGR'8; Co — p.) 


VG = 
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十 16xGnR! (ue + SU 2 ) 


Bo 

6 fi 1 

+ 16rCoR y li g 一 3 bahal} 
(15.10.29) 


2 {2 [Mas — u) = 16 GRX o 十 站 Dr 
dr (RIL ðr Ox "CRCp + p)U, 


一 16xGXT RU 一 16xGx {OTs +T (RU) ) 
Ox! Or 


. (15.10.30) 
Bap 一 a +2 E — £) hrk = —82rG(p; + 3p,)R? 
. (15.10.31) 
流体 的 运动 方程 既 可 以 从 守恒 方程 T”, = 0 得 出 th 
可 以 直接 从 场 方 程 得 出 。 把 算 符 .6/8z 和 8/8! 十 3R/R 
作用 到 方程 (15.10.29) #1 (15.10.30), AA (15.10.30), 
(15.10.31) Al (15.10.29) RR RT 寺 果 ， 则 我 们 获得 动量 
守恒 方程 | 


[2 + L6xn] [Ru {o +p wn a 


— XR? {25 +T 2 CR 


= -R 2b +R? {uy + 12v . U, 
yi Ox? . 
42.8 (RS 外 ” (15.10.32) 
3.02 \ Ox! : 


《矢量 U, 的 分 量 是 Ui 而 不 是 Uu.) 此 外 ， 取 方 程 (15.10.30) 
的 散 度 并 利用 方程 C15.10.31) 和 《15,10.29) 的 迹 ， 我 们 获得 
能 量 守恒 方程 

*。681， 


at 22 + 2) = +9) {2 (As) +9-U} 


-Lar +52 ry. 
+2x{tv- utv +E a EY UD} 
(15.10.33) 
BEGEN, 我 们 也 必须 利用 粒子 流 wnU* 的 守恒 


律 : 


0 一 (nU*), , = yn ĉr 十 nU“, u 


(严格 地 说 ，>” 应 取 为 重子 数 密度 或 轻 子 数 密度 )。 对 于 未 扰 
解 ,上 式 给 出 熟知 的 结果 


no R= 
而 准确 到 油 扰 m, U, 和 好 的 一 级 量 时 ， 我 们 有 
0 一 Z Om 十 SÈ p + aly: U, + 8T7,} 


和 Ot 
或 者 ， 和 用 (15.10.17) 后 ,得 

2 (a) =-y-U,— 2 (ds) (15.10.34) 
(15.10.29)— (15.10.34) 提供 了 一 组 方便 的 基本 方程 , 但 是 应 
当 记 住 这 些 方程 并 不 是 完全 独立 的 ， 它 们 的 推导 过 程 就 表明 
了 这 一 点 . 

可 直接 求 出 这 些 方程 的 一 个 解 : 

: p3 of; (x Of(x 

Aa D = HO [o + hi) | 

pr=p =U, =2,—T,=—0 (15.10.35) 
f 为 位 置 的 任意 函数 ，[ 为 了 验证 方程 (15.10.29)。 要 用 
《15.1.20)。 ] 但 是 ， 对 式 〈15.10.9) 一 (15.10.117 的 考察 表明 : 
这 不 是 一 个 物理 扰动 ， 而 是 表示 一 个 形 为 : (10. 9.6) 的 无 穷 小 
坐标 变换 
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xe —> r" — erle) 
e= 0 e(x, 2) = R*(O£fCx) (15.10.36) 
的 效应 , 这 一 变换 的 结构 是 使 得 4, M he RAS. 我 们 只 
对 物理 扰动 感 兴 趣 ,它们 的 形式 必须 不 同 于 《15.10.35). 
方程 (15.10.29) 一 (15.10.34) 的 明显 的 空间 均匀 性 允许 
我 们 求 得 具有 如 下 空间 关系 的 解 
hijs Pts Pis Uis ms T, OC exp (iq - x) as. 10.37) 


”其 中 q 是 一 个 恒定 波 数 。 正如 非 相 对 论 性 情形 一 样 , 把 一 般 


解 分 解 为 简 正 模式 是 方便 的 ， 现 在 有 三 种 不 同类 型 的 模式 : 


辐射 模式 
有 这 样 一 组 简单 解 : 
， 0 = hy = qij = = pS Uy =m = T, (15.10.38) 
方程 (15.10.30) 一 (15.10.34) 在 此 显然 被 满足 而 由 方程 
(15.10.29) fi (15.1.20) 得 
2R _ en / 


M R . 2 . 
hig + |- 去 十 or] hij + [£ 一 去 hy 0 
(15.10.39) 


对 于 很 大 的 波 数 ,我 们 可 求 得 一 个 一 般 的 二 级 WKB 解 


gc Rewo{ || 25 al 一 szGy| de} (15.10.40) 


当 R 和 7 变化 缓慢 时 ,把 ha RAR AAF 1/R?, 就 可 以 将 上 
述 结果 从 共 动 空间 坐标 系 换 到 近似 的 Minkowski 系 ， 因 此 ， 
(15.10.40) 对 应 于 形式 为 《10.2.1) 的 平面 引力 波 , 并 且 


gerbes nat} 
buy CC 一 —8xG \ nde 
Ro 7 


k= 


% |a 
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根据 (10.3.7), 这 些 引 力 波 的 能 量 密度 路 拨 如 下 形式 减 小 
19 oc R‘exp {—16rG | nae} (15.10.41) 


因子 R” 正 是 我 们 对 于 任何 代表 无 质量 粒子 的 波 的 自由 膨胀 
所 应 当期 待 的 。 [比较 式 (15.1.23).] (15.10.41) 中 的 额外 因 
子 告诉 我 们 , 炸 滞 介质 中 的 引力 波 被 吸收 的 速率 为 59 

T, = l6xGy (15.10.42) 
一 般 说 来 ，7 的 数量 级 是 热能 密度 乘 以 某 个 典型 的 平均 自由 
时 间 r, 所 以 Te 至 多 为 记 r/R? 的 量 级 ， 因 此 ,只 要 碰撞 速率 
TLE R/R 大 得 多 . 则 阻尼 速率 T, 比 脱 胀 速率 R/R 
小 得 多 , 故 粘 混 性 对 波 传播 的 影响 不 大 ， 略 去 粘 灌 性 ,并 假设 
RG) 对 时 间 的 依赖 关系 为 


R(t) x 2” | (15.10.43) 
则 我 们 可 求 出 对 所 有 波 数 都 成 立 的 方程 (15.10.39) 的 解 
, 1/2 aH lal: 
hij oc 0% tal DR (15.10.44) 
AH Jis 为 通常 的 tv 阶 Bessel 函数 , 且 
_ 3n-—- 1 l 
v=, (15.10.45) 


《在 物质 为 主 时 期 或 辐射 为 主 时 期 , 式 (15.10.43) 分 别 对 
应 于 ”= 2/3 或 + 一 1/2,) 和 等 离子 体内 的 电磁 波 不 一 样 ， 
这 里 不 存在 引力 波 能 够 传播 的 频率 的 明确 下 限 ， 而 这 些 解 起 
I jale < R 时 的 行为 是 

hy oc W et ` (15.10.46) 
然后 当 lalt > R 了 时 逐渐 过 渡 到 类 波 解 (15.10.40》。 


旋转 模式 
还 有 一 组 简单 解 是 
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0~h,=a°U=9= p=, T, (15.10.47) 

这 里 方程 (15.10.31), (15.10.33) 和 (15.10.34) 是 显然 满足 
的 ,而 方程 (15.10.32) 变 为 U, 的 横向 部 分 的 方程 

|2 + 1éxGn| [Ro + p — XT}U,] = —nR'qQU, 

“ - (15.10.48) 

因此 ,方程 (15.10.29) A (15.10.30) 控制 着 由 U 表示 的 旋转 

所 产生 的 引力 场 ;这 些 场 方程 自动 地 与 (15.10.48) 一 致 ,这 是 

因为 推出 As. 10.48) 的 运动 方程 本 身 也 是 从 这 些 场 方程 所 推 

eas, MEER, 方程 C15.10.48) 就 告诉 我 们 ，U， AB 

比 于 Rp +p) OR RBA: 


U, œ -一 一 一 一 15.10.49 
Re +p) (15.10.49) 


这 可 作为 Newton 结果 〈15.9.22) (在 共 动 坐标 中 ) 的 相对 论 
性 推广 . 


压缩 模式 

和 上 和 节 一 样 ,压缩 模式 表现 出 最 复杂 的 时 间 依 赖 关 系 ,在 

这 种 模式 中 ， 并 不 限定 hir: q: Ui, pi, fr Tin AB. 方 

#2(15.10.31), (15.10. 33), (15.10.34) 以 及 方程 (15.10.32) 
的 散 度 在 这 里 提供 了 这 些 量 的 一 一 组 联 立 方程 : 


© p 2R R? 
AK 一 R hr +2 (= 一 r) her = Be Rp, + 3p.) 
(15.10.50) 
. , 3R h ; 
页 + R Car + A) = 一 (p 十 p) [2 (2) + rq. u} 


ha. iT 8 . q 
i (15.10.51) 
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ð (#5) = —iq U, ~b (外 (15.10.52) 


Ot \n Ot MR? 
2 + 16x6q| [ia UR {0 + p — XT} 
; 


+ xR far, 一 ; 2 (Rig - oj 

= Rgp 一 TRq [# a:U + Z 2 G3) 

| (15.10.53) 

如 果 我 们 利用 物 态 方程 把 户 和 pm 以 oy MT, 来 表示 - We 

式 子 可 以 作为 4 个 未 知 量 has a UL 和 7 的 4 个 方程 ， 

读者 可 以 验证 ,将 引力 和 宇宙 膨胀 可 以 略 去 时 , 由 这 些 方程 能 

得 出 波 数 比 Jeans 极限 大 得 多 的 涨 落 的 阻尼 速率 (15.8.30)， 

此 外 ,在 略 去 阻尼 的 非 相对 论 性 极限 中 ,这 些 方程 化 为 以 前 推 

出 的 Newton 方程 (15.9.20) 和 《15.9.21), 只 要 我 们 令 

1 _ . h 

g egiunea) 

关于 方程 《15.10.50) 一 (15.10.53) 所 描述 的 简 正 模式 的 严格 

讨论 ,读者 可 参阅 Field?” 的 评述 ， 就 我 们 现在 的 目的 而 言 ， 

只 考虑 波 数 很 小 的 极限 情况 就 够 了 。 在 Q 一 0 的 极限 中 ， 

所 有 的 耗 散 效应 都 消失 ; 实际 上 ， 消 去 方程 (15.10.51) 和 

(15.10.52) 中 的 hs 我 们 可 以 证 明 这 些微 扰 保 持 痛 不 变 , 所 
以 


pı = vp (15.10.54) 
此 外 ,可 以 方便 地 用 方程 (15.1.21) 把 (15.10.51) BH 
— 1 2 (Bs) =i {a -U+ De) 


2 0¢ \R -P +P P+P 
—_1 [a -LEDa 2 ( pı ) 
P+? e+P Of \e +P 
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对 及 /Ri 附加 一 个 不 依赖 于 时 间 的 项 只 对 应 于 形 如 (15.10.36) 
的 纯粹 坐标 变换 ,所 以 解 实 质 上 是 唯一 的 ， 

hgg = 一 2 及 2 (15.10.55) 
这 里 的 5 定义 为 

mm 一 (po 十 六 )8 (15.10.56) 
把 方程 《15.10.54) 一 (15.10.56) 代入 (15.10.50), 得 到 一 个 二 
阶 微分 方程 ; 
2R 
R 
现在 我 们 终于 能 够 计算 “阶段 A”[ 即 星期 当 Jeans 质量 很 小 ， 
而 且 能 量 密度 以 辐射 《和 中 微 子 ) 为 主 ] 中 的 增长 速率 了 . 在 
这 种 情况 下 ,我 们 有 


8+ 4E é — 4nG(o + PC + 30208 = 0 (15.10.57) 


3 p 


1/2 e 一 一 == 一 = 一 一 
Roce" p G7 PZ” S3 
HFE (5.10.57) 变 为 ， 
一 0 (15.10.58) 
7 . £ go . 
Eth TSAR 8, 和 一 个 衰减 解 5-: 
5,08 6.2 0c 77! (15.10:59) 
但 是 没有 指数 增长 oo: 
ll. HEM SH 


在 15.6 节 中 ， 字 宙 的 热 历史 已 追 滴 到 温度 约 为 103 °K 

的 时 期 。 在 这 样 的 早期 ,宇宙 充满 粒子 一 一 光子 、 轻 子 和 反 轻 

于 一 一 其 相互 作用 预期 足够 微弱 ， 以 至 可 以 把 这 种 介质 作为 

多 少 是 理想 的 气体 来 处 理 。 但 是 , 如 果 我 们 稍 进一步 追溯 到 

热 历史 的 最 初 0.0001 秒 ( 那 时 的 温度 在 102 “KK 以 上 ), 就 会 
- ，687 + 


遇 到 超出 现代 统计 力学 范围 的 困难 的 理论 问题 ， 在 这 种 温度 
下 ,存在 大 量 的 处 于 热平衡 中 的 强 作用 粒子 一 一 介子 ,重子 和 
反 重子 一 一 其 平均 粒子 间距 离 小 于 一 个 典型 的 Compton W 
长 。 这些 粒子 会 处 于 一 种 不 断 相互 作用 的 状态 中 , 故 没有 理 
由 指望 它们 会 服从 任何 简单 的 物 态 方程 。 

但 是 ， 试 图 建立 其 早期 宇宙 的 某 种 模型 的 诱惑 力 是 不 可 
阻挡 的 。 事实 上 ,有 两 种 极 不 相同 的 模型 近年 来 得 到 人 们 广 
泛 的 考虑 ， 它 们 反映 了 关于 强 相互 作用 粒子 柱 质 的 两 种 分 歧 
的 观点 . 虽然 没有 一 种 模型 能 够 在 细节 上 被 当真 看 待 , 但 是 
人 们 希望 : 其 中 有 一 种 可 以 充分 接近 实际 而 为 了 解 甚 早期 宇 
宙 带 来 益处 ， . oo | 

这 两 种 图 景 中 的 第 一 种 , 可 称 为 基本 粒子 模型 。 假设 所 
有 粒子 都 是 由 少数 的 基本 粒子 一 一 例如 光子 、 轻 子 、“ 奇 克 ” 及 
它们 的 反 和 粒子 一 一 所 组 成 。 这 里 进一步 假设 ,在 很 高 温度 下 ， 
把 基本 粒子 结合 起 来 的 力 变 得 可 以 忽略 。 正 如 在 高 于 所 的 列 
解 温 度 时 中 子 - 质 子 力 在 宇宙 学 上 变 得 不 重要 一 样 . 设 有 .人 
种 不 同 的 基本 粒子 , 自 旋 态 和 反 粒 子 分 别 计数 ，Fermi 子 算 作 
7/8 个 粒子 . CUA (5.6.32)。 例 如 ,如 果 我 们 只 包括 熟知 的 
光子 \ 轻 子 和 反 轻 子 , 加 上 3 BAK 1/2 的 夸克 和 反 寺 克 ， 我 
们 有 N = 23°_) 因此 当 kT 超过 最 重 的 基本 粒子 的 质量 时 ， 
宇宙 成 分 的 行为 就 好 像 它 们 是 由 1/2 个 不 同 种 类 的 黑体 辐 
射 所 组 成 的 那样 ,其 压强 \ 能 最 密度 和 比 粮 决定 于 


3 一 六 人 paT 5.11.1) 

o 3 ， 

omx LEP) 2aT Cag 17.2) 
ue agkT 3ngk 


D 原 书 为 .f 一 26. 这 是 一 个 Fermi 于 算 一 个 粒子 时 的 情形 ， 如 果 一 个 
Fermi FH 7/8 个 粒子 , 则 应 有 N 二 23 一 一 译 者 注 , 
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”其 中 ws 是 重子 数 减 去 反 重子 数 的 粒子 数 密度 . (这 里 引进 额 
外 因子 1/2 是 为 了 抵消 Stefan-Boltzmann 常数 中 由 于 光子 的 
两 种 极 化 态 而 产生 的 因子 2). 对 于 绝热 膨胀 。r BEE, 而 . 
由 于 现在 c 有 值 (15.5.18), 所 以 其 后期 宇宙 中 的 温度 决定 


于 
z = (uy = (2) (72) (15.113) 


能 量 密度 和 时 间 * 的 关系 在 这 里 与 (15.6.44) 相同 ,所 以 
a [32rGp\ 4 16nG. WaT N ` 
a =( 3 - ee ) = 3 ) an 


~ 32zGeT7 (4) RY EE 15.114 
( 4 (2 | (15.114) 


反之 ,在 复合 粒子 模型 中 ,假设 并 不 存在 真正 基本 的 强 相 
” 互 作用 粒子 , 所 有 这 样 的 “ 强 子 * 必 须 看 作 是 互相 合成 的 . A 
此 , 我 们 面临 一 个 原则 性 问题 。 在 进行 热力 学 计算 时 是 只 
SERRE, MAFA ARREA, det 
”包括 缓慢 衰变 的 强 子 如 中 于 和 * 介子 ， 或 是 也 许 包 括 全 部 强 
FHRA, 其 中 有 ?介子 和 “3-3”x-N 共振 这 类 迅速 衰变 的 
共振 态 。 如 果 把 所 有 共振 态 都 包括 在 我 们 的 热力 学 计算 中 ， 
则 在 一 级 近似 下 可 以 不 必 对 粒子 的 相互 作用 作 任 何 进一步 的 
考虑 。 这 是 一 个 吸引 人 的 推测 . 〈 见 11.9 节 ) 如 果 是 这 样 , 则 
早期 宇宙 的 成 分 可 以 看 作 是 由 许多 种 理想 气体 所 构成 的 ， 其 
中 在 质量 mw 和 m 十 dm 之 间 有 Wm) dm 种 类 型 . ; 但 函数 
Atm) Bit Allee 与 基本 粒子 模型 最 大 可 能 的 差别 将 出 现 
在 增长 得 尽 可 能 快 的 分 布 , 即 


Hm) 一 > Le 人 


a). 当 m => o (15.115) 


式 中 A, B 和 Tu 是 未 知 常数 ,热力 学 量 一 般 会 包含 N (mdm 
的 积分 , 其 权重 因子 当 m— co 时 的 行为 和 exp(—m/kT) — ` 
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FE, 因此 , 这 些 量 对 于 比 (15.11.5) 增长 更 快 的 分 布 沙 数 是 不 
会 收敛 的 , 而 且 即 便 是 对 (15.11.5), 当 T> Ty 时 也 不 会 收 
Kk. 因此 ,理想 气体 的 种 类 数 由 (15.11.5) 给 出 的 模型 可 用 一 
个 极 大 温度 Tw 来 表征 ， 能 量 极 高 的 反应 "3 中 次 极 粒子 发 射 
的 分 析 和 近来 强 子 相互 作用 的 Veneziano 模型 ”都 独立 地 建 
议 强 子 的 种 类 是 由 (15.11.5) 决定 的 ,其 中 B 约 为 2 到 4, Tw 
约 为 1.7 X 102 KK。 暂时 不 答 介子 、 轻 子 和 光子 总 能 量 密度 、 
压强 和 重子 数 密度 由 通常 的 Fermi 分 布 决定 


p= if A Cmdm | {exp (CE — /RT) +117 
+ [exp(CE + p)/kT) +1) Edp  (15.11.6) 
p= ZaD f AN Cmdm | {[exp CCB — w)/kT) + 1]™ 


+ Lexp(CE + p)/kT) + 117) Epp (15.11.7) 
n = h> | N (mdm | {[exp((E 一 /RT) +1)" 


— [exp (CE + /RT) + 1)" ap (15.11.8) 
AF ERATE P 十 oo)”, 是 与 重子 数 相 联系 的 化 学 
势 ， 平 均 每 个 重子 的 无 量 岗 炉 o 由 热力 学 第 二 定律 定义 为 全 


微分 
wo ellen) 
的 积分 ,直接 积分 可 得 加 
l s= teen) (5119) 


nkT 
在 绝热 膨胀 中 , p 和 ? 从 推测 是 无 穷 大 的 初始 值 降下 来 ,但 o 
必须 保持 常数 。 c 保持 不 变 而 p 和 ?能 趋 于 无 穷 大 的 唯一 途 
RÆ. 当 工 趋 于 一 个 小 于 Tw WARE T, 时 , & 变 为 无 穷 大 ， 
在 这 个 极限 中 ,积分 (15.11.6) 一 (15.11.8) H FHI 
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x fı + (5) (2 一 B a) 
+ (2420) (2 - : +) +0 (4) (15.11.10) 


po dewin n (E (3) 
© 15.11.11) 


pn 一 A'exp (u/kTu) W PRT, csc (22) 
x {r+ Eh) (eS) 
+ (te) (2 +) +0(4)} 5.1112) 


式 中 Al = (RT uPA, BRU RG 《15.11.9) 取 值 


Tuy. aT oo, 
o = (S) + x cot (=) (5.11.18) 
因为 = 很 大 ,所 以 初 给 温度 T 非常 接近 极 大 温度 Tu: 
Ti vj 1 1 
Jaish o(4) (15.11.14) 


在 一 个 有 限 的 初始 温度 下 ,与 重子 贡献 (15.11.10) 和 (15.11.11) 
比较 起 来 ,可 把 极限 .: 一 0 时 的 介子 、. 轻 子 和 光子 的 能 量 密度 
和 压强 忽略 不 计 ， 这 证 实 了 了 上面 的 计算 中 略 去 重子 以 外 的 所 
有 粒子 是 对 的 。 重子 数 密度 必须 像 RO 那样 变化 ， 所 以 当 
R 一 0 时 由 (15.11.12) 和 (15.11.10) 得 出 

> 3kTy {In| (15.11.15) 
和 
p> pn © R-|InR] (15.11.16) 
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At, Einstein 场 方程 有 一 个 ( 略 去 不 的 ) 解 ,其 形式 为 Ba 
R œ 2 Ine p'e (15.11.17) 

与 基本 粒子 模型 中 所 预期 的 变化 R o 2? 不 同 . 

我 们 怎样 才能 辨别 甚 早期 宇宙 的 各 种 模型 呢 ? 如 15.6 节 
所 指出 的 , 在 温度 高 于 .102 °K 时 ,. 字 宙 的 大 多 数 成 分 都 处 于 
热平衡 中 ,所 以 ,宇宙 现在 的 成 分 大 部 分 只 依赖 于 按 每 个 重子 
FHRA, Hic PRA RIS BBE SEER 
的 比 ， 为 了 对 温度 隆 到 102 °K 以 前 宇宙 的 演化 有 所 了 解 ,我 
们 需要 寻找 “化 石 ”, 即 那些 在 温度 降 到 低 于 10K 之 前 可 能 
就 已 经 脱离 了 热平衡 的 粒子 ， 

一 种 可 能 的 这 类 化 石 粒 子 是 夸克 ， 即 假设 的 强 相互 作用 
的 基础 粒子 . 在 我 们 这 里 称 之 为 基本 粒子 模型 的 基础 上 ， 
Zeldovich" 估计 : ”如 果 硅 克 确实 能 够 作为 自由 粒子 而 存在 ， 
则 在 早期 宇宙 中 没有 聚变 为 核子 的 剩余 夸克 的 密度 大 致 会 与 
现在 观测 到 的 金 原 子 的 密度 相同 。 迄今 为 止 , 在 自然 界 寻 找 
寺 克 的 努力 都 未 获 成 功 ， 由 此 可 以 作出 结论 : 要 么 自由 夸克 
不 存在 ,要 么 其 早期 宇宙 的 热 历史 与 (15.11.4) 很 不 相同 . 


另 一 个 较 少 假设 的 化 石 粒子 是 引力 子 。 如 (15.10.42) 所 
示 ， 在 具有 切 向 粘 滞 性 ?的 非 理想 流体 中 的 一 个 引力 子 有 平 
Aan 

t= (16rGn) 7 (15.11.18) 
如 果 rz 比 膨胀 时 间 * 大 不 了 很 多 ， 则 由 引力 子 进行 的 动量 转 
移 会 使 介质 具有 粘 滞 性 


na = alt, . (15.11.19) 


从 这 两 个 式 子 中 消去 ? 后 就 得 出 Bo 
r= (Ercan y” (15.11.20) 
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在 基本 粒子 模型 中 ,由 式 (15.11.20) 和 (15.11. 全 得 出 引力 子 
平均 自由 时 间 对 膨胀 时 间 的 比值 为 
: T E 4M. 1/2 - . 
| 于 = 人 1 ) | (15.11.21) 
WRN BAK, Wl ty 比 + 大 不 了 太 多 , Be, (15.11.19) 和 
(15.11.20) :近似 地 正确 ,从 而 当 : 一 0 时 Ty 会 像 : 那样 变 为 
零 ， 所 以 ， 在 基本 粒子 模型 中 ， 甚 早期 宝 宙 对 于 引力 辐射 的 


“ 光 深 ”| rr 当 + 一 0 时 会 对 数 发 散 ， 从 而 且 前 字 宙 应 包 
含 剩余 黑体 引力 辐射 ao, 其 温度 为 


= LTR) 09 一 = (全 7 15.11.22 
Tn Ro. 2 ) ro (15. ) 


例如 ;着 N = 26 和 Tn = 2.7°K, 则 现在 的 引力 辐射 背 景 湿 
度 约 为 0.9"K5。 反 之 ,在 互 合 粒 子 模型 中 , * -> 0 时 乘积 RT 
为 零 ， 所 以 ， 即 使 宇宙 对 于 引力 辐射 是 “光学 厚 的 ”, 现在 的 
引力 也 背景 温度 仍 比 由 (15.11.227 得 到 的 值 低 得 多 .: 这 样 一 
来 ,是 否 存在 温度 约 为 1°K 的 引力 辐射 背景 ,就 会 提供 甚 早 期 
宇宙 中 物质 性 状 的 明显 证 据 ， 可 惜 看 来 还 没有 直接 探测 引力 
辐射 背景 的 任何 方法 *"， 它 的 最 重要 的 效应 是 把 辐射 为 主 
时 期 的 膨胀 时 标 变 短 一 些 ， 这 只 能 使 宇宙 学 起 源 的 氮 稍 许 增 
加 一 点 ， 

微波 背景 中 巨大 的 重子 比 炉 所 代表 的 热 ， 可 能 提供 关于 
宇宙 其 早期 历史 的 最 有 用 的 线索 。 当然 , 这 些 热 也 可 能 是 在 
初始 奇 点 进入 的 ,在 这 种 情况 下 ,我 们 必须 把 o 当 作 一 个 无 量 
岗 的 基本 常数 ,如 同 精细 结构 常数 一 样 。 但 是 ,更 吸引 人 的 是 
假设 现在 的 重子 比 炳 是 在 早期 或 甚 早 期 宇宙 中 起 作用 的 物理 


1) 据 (15.11. 22) 算得 To, 应 约 为 1.1K， 仅 当 N = 54 时 To 才 等 于 
0.9°K “Fee 
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耗 散 过 程 产生 出 来 的 . 

体积 粘 滞 性 现象 提供 了 这 样 一 种 非 绝热 的 产 彤 机 制 .在 
“15.10 节 中 我 们 看 到 , 切 向 粘 灌 性 和 热传导 在 Robertson-Walker 
模型 中 不 能 起 作用 .在 均匀 各 向 同性 膨胀 情况 下 能 够 进入 能 
量 -动量 张 量 中 的 唯一 耗 获 效应 ， 就 是 《2.11.21) 中 正比 于 体 
积 粘 洁 性 “的 项 ,这 个 项 在 一 般 坐 标 中 取 如 下 形式 

AT” = —f(g" + UrU?)US,, 

式 中 ue 是 流体 的 速度 4 维 矢 量 。 在 Robertson-Walker i 型 
里 ,我 们 有 Ua 一 3 及 /R， 所 以 这 里 总 能 量 -动量 张 量 是 


T? = pUrU" + (p — 3% È) (9 + U*U?) 
FAC. KBR Ha HE EH ae PRA 
=p- 3k (15.11.23) 


所 以 在 用 p 表达 OR 的 公式 (15.1.20) 中 ， 体 积 粘 滞 性 没有 效 
应 .但 是 , 它 确 实 出 现在 能 量 守恒 方程 中 ,现在 这 个 守恒 方程 
取代 (15.1.21) 而 变 为 


(oR) = —3p*R? = —3pR? 十 9CRR (15.11.24) 
因为 ec R’, PRL — BK, ERNE EEN 


else 


= RAT [2 CoR?) + p — -所 CR| 
又 由 (15.11.24) 得 知 它 是 cgl 
i _ 9CR? a. 
ORT R? (15.11.25) 


例如 。 对 于 由 平均 自由 时 间 很 短 的 物质 粒子 和 平均 自由 时 间 
为 + 的 光子 所 构成 的 流体 而 言 ,体积 粘 滞 性 是 "9 
。694 。 


E= 4aT'r [+ - (3) J (15.11.26) 


而 由 方程 (15.11.25) (BLA He aR A 


的 conan 
(对 于 中 微 子 ， 只 消 乘 上 一 个 因子 7/8), BAUER | 
生理 解 为 由 于 这 样 的 事实 : 在 碰撞 之 间 一 个 自由 光子 的 频率 
按 1/R 变化 ,而 除非 (8p/6p), HUE 1/3, 物质 介质 的 温度 将 
不 按 1/R 变化 , 所 以 ,宇宙 膨胀 在 连续 不 断 地 使 物质 与 辐射 
彼此 脱离 热平衡 "中 ， 但 是 ,根据 基本 粒子 模型 ，(8p/6p), 在 
甚 早期 宇宙 中 会 接近 于 1/3， 而 按 复合 粒子 模型 , 光子 (或 中 
PF) ASHE Se Ah, 所 以 , (15.11.27) 中 最 后 的 
因子 是 很 小 的 。.6/z 的 估计 并 不 表示 现在 宇宙 的 高 粹 能 用 体 
PER Be), 

DS PLEO RERAT ADH, BAG HIE 
fe ee BOE HE BE ORAA 
传导 效应 所 产生 的 .实际 上 ,可 能 正 是 这 些 耗 散 过 程 导致 了 初 
始 非 各 向 同性 的 消除 ， 从 而 产生 了 在 宇宙 微波 辐射 背景 中 观 
测 到 的 高 度 各 向 同 狂 .Misnerce 已 阐明 ,在 温度 降 到 2 X10"?K 
以 前 起 作用 的 中 微 子 粘 滞 会 把 (初始 时 均匀 但 各 向 异性 的 
脱 胀 中 产生 的 ) 目前 黑体 辐射 的 各 向 异性 减 小 到 0.03 多 以 
F. l 


NTMRNEN RE Fie RNA EREE n 
Kleinp 和 Alfvén") 的 理论 中 那样 ,平均 重子 数 密度 实际 上 
为 零 . 当 ( 如 果 ) 温 度 高 于 10°°K It, RF MRF FR 
密度 约 为 


3 . 
ny + ay ~ F ~ ong ~ any — 28) 
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所 以 , 若 保持 恒定 , 则 在 其 早期 字 宙 中 核子 超过 反 核 子 的 相 
对 剩余 会 有 很 小 的 什 

NM 一 PR i n 1078 至 107 | 

ny 十 nN o 
在 Klein 和 Alfvén 的 对 称 字 宙 论 中 ,这 种 小 的 核子 剩余 被 解 
释 为 一 种 纯 局 部 现象 一 一 假设 在 宇宙 的 其 它 部 分 存在 着 小 的 
反 核 子 剩余 ， 在 目前 产生 出 反 物 质 星系 。 Oms" 的 详细 
计算 表明 。 在 物质 和 反 物 质 的 对 称 等 离子 体 中 的 合理 的 物理 
过 程 ,可 以 产生 所 需要 的 物质 与 反 物 质 的 微小 分 离 ， 可 惜 , 关 
于 遥远 星系 究竟 是 由 物质 构成 还 是 由 反 物 质 构成 ， 观 测 天 文 
学 目前 还 不 能 提供 任何 明确 的 情报 。 只 有 y 射线 谱 提供 了 
一 个 在 字 宙 学 尺度 上 可 能 存在 反 物 质 的 暗示 cool. 

只 要 我 们 有 勇气 推测 甚 早期 的 宇宙 ， 我 们 也 就 能 把 推测 
回溯 到 开端 本 身 。 如 果 套 公式 的 话 ，Friedmann 解 表明 : 在 
基本 粒子 模型 中 , 当 : -> 0 时 RR 像 2? 那样 变 为 零 ; 在 互 合 粒 
子 模型 中 , 当 + Om RR Inez |? EHS, HAE 
实际 上 存在 。 也 未 可 知 ， 但 人 们 自然 很 想 知 道 它 是 否 能 够 避 
免 . . f 

在 甚 早期 宇宙 中 避免 青 性 的 一 条 途径 是 :能量 密 度 p 也 
许 会 由 于 其 种 结合 能 超过 粒子 静 质 量 的 极 短程 的 吸引 力 而 变 
为 零 ， 如 果 p 在 标 度 因 于 RO) 的 某 个 临界 值 R 时 变 为 零 ， 
N) È Æ R, (或 者 对 于 有 限 的 曲率 是 接近 R) 也 变 为 零 ， 因 
此 , R 可 能 在 减 小 到 R. 之 后 便 开始 了 它 目 前 的 增长 阶段 , 

即使 能 量 密度 总 是 正 的 ,仍然 可 以 想象 : 字 宙 能 够 由 于 
那 种 使 简单 的 Friedmann 解 失效 的 各 向 异性 和 非 均 匀 性 而 逃 
脱 普 遍 的 奇 性 。 (BÆ, Penrose!” 和 Hawking" 已 证 明了 一 
系列 强 有 力 的 定理 ， 表 明 奇 性 在 非常 普遍 的 条 件 下 是 不 可 避 
免 的 ， 例 如 Hawking 的 定理 之 一 说 , 只 要 满足 如 下 条 件 , 奇 
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性 就 不 可 避免 : 1) 广义 相对 论 成 立 ; 2) 每 一 时 空 点 有 一 小 
邻 域 ， 其 中 具有 类 时 切线 或 零 切 线 的 曲线 相交 不 多 于 一 次 ; 
3) 对 于 使 WW, < 0 的 所 有 矢量 WW， 能 量 - 动 量 张 量 满足 
正 值 条 件 


| -5 L go wew? >0 


4) 存在 一 个 这 样 的 点 p, B e OTA RHO 
线 在 ?点 过 去 的 一 个 致密 区 域内 开始 再 度 聚 合 . 如 果 存 在 足 
够 的 物质 使 通过 点 的 世界 线 在 过 去 聚合 。 最 后 一 个 条 件 便 
得 到 满足 ， 而且 Hawking 和 Ellis" Gi: 字 宙 微波 背景 
在 过 去 确实 提供 了 足够 的 能 量 密度 来 满足 这 个 条 件 . 但 是 ， 
注意 这 样 一 点 是 重要 的 , 即 Pehrose-Hawking 定理 并 不 是 说 过 
去 存在 一 个 包括 整个 空间 的 奇 狂 《如 像 在 Fredman 解 中 那 
FF). 而 只 是 说 在 某 处 存在 某 种 奇人 性 ， 奇 性 可 能 仅 由 一 个 或 若 
于 个 孤立 点 组 成 ;这些 点 的 姓 质 像 时 间 反 演 的 退缩 星 那 样 . 
最 后 ,经 典 的 广义 相对 论 本 身 在 其 早期 宇宙 中 可 能 失效 . 
发 生 这 种 情况 的 一 种 简单 途径 是 通过 宇宙 论 常数 的 影响 《 留 
待 下 一 章 讨论 )。 一 个 更 诱 人 的 思想 是 量子 效应 可 能 变 得 重 - 
要 起 来 , 使 任何 纯 经 典 的 引力 场 理 论 不 成 立 。 对 于 由 平均 粒 
子 能 量 为 瑟 的 点 状 粒子 所 组 成 的 系统 ,引力 “辐射 改正 > 的 相 
， 对 重要 性 由 如 下 “引力 精细 结构 常数 ”来 表征 : 
GE? 
h 
它 类 似 于 通常 电磁 相互 作用 的 精细 结构 常数 1/137. 当 og 的 
量 级 为 1 BUS EASIER c g. s 制 单位 ) 


hoN . 
E. = (42) = 1.22 X 10%eV (15.11.28) 


ag 一 


相应 于 温度 为 1.4 x 105 时 , 量子 效应 就 变 得 重要 了 ， 在 
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复合 粒子 模型 中 ,温度 在 任何 情况 下 都 达 不 到 这 样 离 ， 但 是 ， 
在 由 有 限 VY 种 基本 粒子 组 成 的 Freidmann 字 宣 的 开端 本 身 。 
RT 会 大 于 E. 事实 上 ,在 那个 时 候 , 许多 其 它 的 量子 效应 都 
SEB, Pl, 在 温度 了 时 一 个 典型 粒子 波 函 数 的 
振荡 速率 是 kT/, 而 由 关系 式 〈15.11.4) 得 到 这 个 时 刻 的 宇 
宙 脱 胀 速率 为 
È m L a (HOAT. 
R 2: 3 
记 住 a 一 71/150, HERAT EE 
T/h 45h Ma 45 \W2 EN 
aR ~ (pear) = y) (*) 
Ait, 对 于 临界 温度 E/k 以 上 的 温度 , 典型 粒子 波 函 数 的 振 
荡 速 率 低 于 字 宙 脱 胀 速率 ,所 以 ,经 典 的 或 半 经 典 的 描述 不 能 
应 用 于 那 时 处 于 热平衡 中 的 粒子 . 

对 初始 情况 的 考虑 自然 地 导致 对 最 终 情 况 的 推测 0. 在 
15.1 节 中 我 们 已 看 到 ,4 二 +1 的 Freidmann 宇宙 终归 要 停 
止 膨胀 而 开始 收缩 .按照 原 义 , 若 取 HH, = 75km sec™!Mpe™ 和 
go 一 1, 这 种 模型 要 求 在 将 来 的 某 个 有 限时 刻 ( 约 为 75 X 10° 
年) 达到 R = 0 的 奇 点 ， 但 是 , 如 果 说 通过 人 负 能 量 密度 、 各 向 
异性 或 量子 效应 有 可 能 避免 过 去 的 一 般 奇 点 ， 那 么 避免 将 来 
的 一 般 奇 点 看 来 也 应 当 是 可 能 的 。 在 这 种 情况 下 , 我 们 可 以 
Bik: 字 宙 经 历 着 一 种 振 葛 , 其 收缩 和 脱 胀 时 期 永远 彼此 交 
BPR. , 

这 种 振荡 可 以 是 周期 性 的 吗 ? 也 就 是 说 , 在 充分 大 的 时 
间 尺 度 上 来 看 宇宙 历史 ,我 们 能 不 能 恢复 宇宙 的 稳 恒 态 图 景 ? 
”一 个 明显 的 异议 是 : 在 每 个 循环 中 , ARE ROI T A 
是 被 消灭 了 。 有 人 提出 在 收缩 阶段 中 粹 可 以 被 消灭 71, 因为 
正 是 字 宙 膨胀 引起 冷却 而 建立 了 热力 学 过 程 中 的 时 间 箭 头 的 
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方向 。 但 是 ， 没 有 一 个 详细 的 模型 描述 怎样 才能 发 生 这 种 过 
程 ， 特 别 是 ,很 难 理解 时 间 箭 头 怎么 能 够 正好 在 RG) 达到 极 
- 大 值 时 逆转 ,在 那个 时 刻 背 景 轻 射 温度 是 如 此 地 低 ( 大 约 只 有 
1°K), 以 至 很 难 影响 到 地 球 上 的 过 程 。 如 果 能 够 设法 避 开 热 
力学 第 二 定律 并 且 宇 害 确实 在 周期 性 地 脱 胀 和 收缩 ， 则 在 
收缩 阶段 中 没有 进入 热平衡 的 粒子 ,例如 (也许 ) 像 引力 子 或 
中 微 子 ,必然 会 大 量 出 现 :如 果 在 每 个 循环 中 在 一 给 定 的 共 动 
体积 内 产生 N 个 粒子 ， 并且 在 一 个 循环 内 这 些 粒 子 之 一 被 吸 
收 的 几率 是 P， 则 为 了 保持 粒子 数 大 体 不 变 ， 在 这 个 体积 中 
的 平均 粒子 数 就 必须 是 N/P. 所 以 ， 有 朝 一 旦 我 们 可 探测 到 
宇宙 历史 的 过 去 一 些 循环 中 的 余 留 物 ， 这 并 不 是 完全 不 可 能 
的 ， 但 是 , 现在 这 种 问题 仍 停留 在 宇宙 学 推测 的 最 遥远 的 边 
缘 。 
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第 十 六 章 FEWR: 其 它 模型 


上 一 章 讨论 的 大 爆炸 Freidmann 模型 没有 任何 一 点 与 观 
测 结果 明显 冲突 . 但 是 ,也 还 不 能 说 它 已 经 被 观测 所 确证 ， 
此 ,在 这 一 章 里 ， 我 们 将 对 某 些 仍 在 与 “标准 "理论 竞争 的 其 它 
宇宙 模型 作 一 简略 的 考察 ， 


1. BRA. Olbers PEE 


在 整个 十 八 世纪 和 十 九 世 纪 期 间 ， 也 许 大 多 数 天 文学 家 
都 灶 成 一 种 简单 的 字 宙 图 景 ,在 这 种 图 景 中 ,假设 字 宙 惩 无 限 


的 、 永 恒 的 和 欧 氏 的 , 并 且 恒 星 大 体 上 处 于 静止 , 在 单位 体积 


中 有 恒定 的 平均 光度 .这 种 朴素 的 模型 看 来 已 被 还 远 星系 普 
遍 红 移 的 发 现 所 排除 ,但 是 ,说 明 反 对 朴素 宇宙 论 的 一 个 论据 
仍然 是 有 一 定 意义 的 ,这 个 论据 是 瑞士 天 文学 家 J. P. L. de 
Cheseaux") 于 1744 年 提出 的 ，1826 年 又 由 H. Wilhelm M. 
Olbers (1758—1840) 独立 地 提出 。 他 们 论据 的 基础 是 日 划 
RAT EACH ARMM SS, 

为 了 理解 这 个 观测 的 意义 ,注意 如 果 略 去 吸收 , 则 在 朴素 
宇宙 模型 中 位 于 距离 + 处 且 绝 对 光度 为 工 的 一 颗 便 星 的 视 光 
度 是 L/4xr?.， 如 果 这 种 恒星 的 数 密度 是 常数 n WEEN r 


和 + 十 dr 之 间 的 星 数 是 4xnr?ar, 因此 ,由 所 有 恒星 产生 的 总 


辐射 能 量 密度 是 
工 


ps 一 人 (=) 4xnr?’dr = Ln F dr (16.1.1) 
Axr? o 
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这 个 积分 发 散 ,导致 星光 的 能 量 密度 为 无 穷 大 ! 

为 了 避免 这 个 伴 廖 ，de Cheseaux 和 Olbers 都 假设 存在 一 
种 星际 介质 ， 吸 收 了 来 让 遥远 恒星 并 使 积分 (16.1.1) ARH 
光 . 但 是 ,这 样 解决 伴 雇 不 能 令 人 满意 因为 在 一 个 永恒 的 
字 岂 中 ,星际 介质 的 温度 必然 会 上 升 ,一 直到 介质 与 星光 处 于 
热平衡 ,在 这 种 情况 下 , 它 吸收 了 多 少 能 量 就 会 发 射出 多 少 能 
量 , 所 以 不 能 减 小 平均 辐射 能 密度 . 恒星 本 身 当 然 是 不 透明 
的 ,从 而 完全 阻挡 着 来 自 充分 遥远 的 光源 的 辐射 ,但 是 如 果 这 
样 来 解决 Obes FEB, 则 每 一 视线 必然 终止 在 一 颗 恒 星 的 表 
ik, 所以 整个 天 空 的 温度 应 当 和 一 个 典型 全 星 表 面 的 温度 
相同 ! 

为 了 了 和 解 现代 宇宙 模型 如 何 避 免 Olbers Aw. 我 们 注 
意 , 根据 公式 《14.4.12), 在 共 动 坐标 ”处 绝对 光度 为 工 的 一 
个 颗 星 的 视 光 度 是 (现在 略 去 吸收 ) 

= LR?) 
tr R Cidre . 
AH 是 观测 到 该 恒星 的 时 刻 , z BAIN. 此 外 , 根据 
(14.7.4), 光度 在 工 和 工 十 dL 之 闻 , 并 且 在 时 刻 观测 到 其 
光 是 在 4, — dz, 5 h ZEARI REE E E i 
. dN = 4n R?(t)rènCt, L did 
式 中 nC LJL 是 在 时 刻 a 具有 光度 在 和 工 + dL 之 间 

的 星 数 密度 .所 以 ,星光 的 总 能 量 密度 是 


pa || ian = f LA lkl“ ~ (16.1.2) Í 


ah 是 固有 光度 密度 、 
LQ) = | nhs L)LAL 
在 “大 爆炸 ” 字 宙 论 中 显然 没有 伴 廖 ,因为 积分 616.12) 在 
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下 限 4 = 0 处 被 有 效 地 截断 了 ,并 且 在 二 一 0 时 被 积 式 大 约 
象 RCo) 那 样 变 为 零 . Olbers 伴 廖 的 问题 只 发 生 在 象 稳 恒 态 、 
字 宙 论 这 样 的 模型 中 , 其 中 假设 字 宙 已 存在 了 无 限 长 的 时 间 ， 
在 这 种 模型 中 ,避免 Olbers 伴 雇 的 一 个 必要 条 件 是 

R(t)L C10 当 >o (16.1.3) 
对 于 中 微 子 有 一 个 稍 强 的 条 件 外 ， 应 以 RC) 代替 上 式 中 的 
RC), AHR (16.1.2) 中 RC4)/RCw) 的 因子 之 一 是 来 源 于 - 
单个 红 移 光子 的 能 量 损失 ,而 对 于 中 微 子 ,粒子 数 密度 和 能 量 
密度 一 样 原则 上 都 是 可 观测 的 ， 不 满足 (16.1.3) 的 唯一 流行 
的 字 宙 论 是 15.11 节 中 论述 的 振荡 模型 ， 在 这 种 情况 下 , 需 
要 吸收 来 避免 Obes 伴 雇 ， 但 是 吸收 发 生 在 高 度 收 缩 的 时 
期 ;而 随后 膨胀 时 期 的 红 移 ,使 我 们 得 免 于 难以 忍受 的 明亮 夜 
空 .由 这 种 观点 看 来 ，2.7°K 微波 背景 就 象 是 de Cheseaux 和 
Olbers 用 来 吓 县 我 们 的 熊熊 炉 火 的 余 光 ， 


2. 有 宇宙 常数 的 模型 


当 1916 年 Einstein 提出 广义 相对 论 时 ,人 们 普遍 相信 宇 
第 是 静态 的 ,根据 方程 (15.1.18) 和 (15.1.19), KA 
p=—3p = 3k/8xGR? 
标 度 因子 RQ) 才能 是 常数 . 但 是 ,这 就 要 求 或 者 能 量 密度 p, 
或 者 压强 ?是 负 的 ,为 了 避免 这 个 非 物理 的 结果 , Einstein 在 
1917 年 把 他 的 方程 修改 为 中 


1 . 
Rus 一 2 GuyR yg — AD yy = —BxGT yy (16.2.1) 


式 中 / 是 一 个 新 的 基本 常数 ,叫做 宇 定常 数 . 
”在 7.1 节 末 我 们 已 注意 到 : 方程 (16.2.1) 是 保持 下 述 性 
质 的 Einstein 方程 的 最 一 般 的 修正 ， 这 个 性 质 就 是 说 To 等 
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于 一 个 张 量 ,这 个 张 量 由 4 及 其 一 阶 和 二 阶 导数 构成 , 并且 
对 于 go 的 二 阶 导数 是 线性 的 . 但 是 ， 就 我 们 现在 的 目的 而 
言 ,更 方便 的 是 把 2g。 移 到 方程 右边 , 写 为 


Rup — = g,,R?, = —8xGT,, (16.2.2) 


Br 


式 中 Ta 是 修正 的 能 量 -动量 张 量 : 


= 一 _ AÀA : 、 
Pe Te gi (1623) 
T pvp = $9 + G+ UU, © (16.2.4) 
修正 的 密度 和 压强 为 . 
z= yp — + 3 = o4 2 
PEP gxG = pt 8xG (16.2.5) 


只 要 我 们 用 修正 的 密度 和 压强 《16.2.5) KERE PM o, N 
15.1 节 中 所 得 到 的 全 部 结果 仍 可 应 用 到 有 宇宙 常数 的 理论 中 
E. . 

特别 是 ,静态 宇宙 条 件 现在 表 为 


a= -35 = oa | (16.2.6) 
对 于 ?一 0 的 充满 尘埃 ”的 宇宙 ,由 上 式 得 
ai | 16.2.7) ` 
= 4. , 
P= TG (16.2.8) 


为 了 使 2 为 正 , 式 (16.2.8) 要 求 1 应 为 正 ,从 而 式 (16.2.7) & 
诉 我 们 

k=+1 (16.2.9) 
以 及 i 
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E R Ti (16.2.10) 
所 以 静态 Einstein 宇宙 是 有 限 的 《虽然 肯定 是 无 界 的 )， 具 有 
” 正 曲 率 以 及 由 基本 常数 1 和 6C 确定 的 密度 . 

当然 ,二 十 年 代 关 于 红 移 的 距离 之 间 系 统 关系 的 发 现 , 排 
除了 把 静态 Einstein 宇宙 作为 实际 宇宙 模型 的 任何 兴趣 .但 
是 ,宇宙 常数 的 存在 仍 保留 着 逻辑 上 的 可 能 性 ,而 宇宙 学 家 已 
全 面 探 索 了 具有 宇宙 常数 的 脱 胀 宇宙 的 动力 学 中 。 这 里 我 们 
”把 注意 力 局 限于 零 压 模 型 ， 所 以 方程 (15.1.21) 决定 了 oR? 
ABR. 为 了 方便 起 见 ， 我 们 把 这 个 常数 表示 为 它 在 静态 
Einstein 模型 中 应 有 的 数值 : 


oR’ 一 


(16.2.11) 
novia 


用 式 q6. 2.5) 定义 的 修正 密度 6 来 代替 p， 则 动 力学 方程 
《15.1.20) HERY l 
pa A JAR! a 

ie -+ 

RG) 的 定性 变化 依赖 于 右边 三 次 曲线 的 零点 、 极 大 和 极 小 的 

式样 . 这 里 有 三 种 特别 有 趣 的 特例 ,分 别 同 de Sitter, Lemaitre, 
Eddington 和 Lemaitre 的 名 字 联 系 着 。 、 

在 de Sitter 模型 中 中 ,空间 实质 上 是 空虚 的 和 平 直 的 , 因 

此 大 一 xc 一 0， 且 1 为 正 。 所 以 方程 16.2.12) 有 简单 解 

O Re (16.2.13) . 


H= (2)" . (16.2.14) 


(16.2.12) 


这 里 的 度 规 和 14.9 节 中 讨论 的 稳 恒 态 模型 中 的 度 规 相同 , 区 
别 在 于 这 里 不 是 连续 产生 物质 而 是 完全 没有 物质 ! 如 13.3 45 
中 所 论述 的 ,这 个 度 规 有 一 个 10 参数 的 等 度量 变换 群 , 这 个 
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群 正 是 五 维 " 旋 转 ” 群 , 它 保持 元 素 为 +1, +1, +1, 二 1。 =] 
的 对 角 和 矩阵 不 变 . 因此 ,这 个 群 通常 称 为 de Sitter 群 ， 虽然 
在 de Siner 模型 中 没有 物质 使 它 不 能 被 看 作 是 真正 的 字 宙 模 
型 , 但 是 应 该 指出 , 任何 4 > 0 的 模型 当 R 一 o 时 都 过 渡 到 
de Sitter 模型 . 

在 被 称 为 Lemaire 模型 中 的 情况 下 ， 空 间 是 正 弯曲 的 ， 
1 为 正 ， 并 且 比 静态 Einstein 模型 存在 更 多 的 物质 ， 所以， 
R= +1 He>l. 根据 方程 (16.2.12), 在 上 一 0 时 标 度 因 
子 R 开 始 按 2? RIK, ARIK, £R 一 .2/V 和 
时 达到 极 小 速率 ， 此 后 它 再 度 加 快 ， 最 后 趋向 de Siner 结 
果 (16.2.13). 这 个 模型 最 显著 的 特点 是 存在 一 个 “滑行 时 
期 "， 在 这 个 时 期 内 RO) 保持 接近 于 六 取 极 小 时 的 数值 
R= a/a 1 , 在 这 个 时 期 中 , R= +1 的 微分 方程 (16.2.12) 
取 近 似 形式 
Ror—1lt+(ViR- oY 
HEX 


ry 
A 


式 中 加 是 六 达到 其 极 小 的 时 刻 , 若 o 很 接近 于 1， 则 在 一 个 
BAA o, 
Ae aA ~ a4) | ~ (16.2.15) 
的 长 时 间 内 会 保持 接近 于 静态 Einstein H. 

由 于 Eddington™ 的 工作 而 特别 著名 的 Eddington-Lemaitre 
模型 是 Lemaire 模型 的 一 种 极限 情况 。 它 有 与 静态 - Einstein 
模型 相同 的 曲率 和 质量 ; 即 = 十 1 和 二 1, 并 且 象 一 个 有 
无 限 长 “滑行 时 期 "的 Lemaitre 模型 那样 变化 。 因 此 , BPM 
FE t = 0 从 R 一 0 出 发 , 则 当 +-> oo 时 有 R 渐 近 地 趋 向 Einstein 
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值 1/W a. STi, ERNE t =0 MR = 1/0 出 发 
则 尺 单调 增 大 ,最 后 趋 近 于 de Siter 式 的 指数 增长 (16.2.13). 
这 附带 说 明 Einstein 模型 是 不 稳定 的 ， 因 为 如 果 给 与 它 一 个 
无 限 小 的 脱 此 或 收缩 , 则 必然 继续 陀 肝 或 收缩 ,其 时 间 依 束 
关系 由 Eddington-Lemaitre 模型 决定 。 - 

由 于 观测 到 类 星体 的 红 移 在 z ~ 2 附近 的 特别 多 ( 见 
11.6, 11.8 节 )， 使 人 们 恢复 了 对 Lemaitre 模型 的 兴趣 cm， 
因为 它 表示 非常 大 量 的 类 星体 是 出 现在 标 度 因子 的 特殊 值 
R ~ Ru/3 处 ,这 正和 ”滑行 ?半径 as/W 1 等 于 这 个 特殊 值 的 
Lemaitre 模型 予 期 的 结果 一 样 。 取 a 接近 于 1， 我 们 便 可 使 
“滑行 时 期 ” 象 我 们 所 希望 的 那样 长 ， 这 样 ， 就 能 使 特殊 红 移 
z 之 2 的 突出 地 位 明确 得 来 可 以 满足 说 明 类 星体 观测 的 需 
要 。 由 于 这 一 新 的 推动 , 近来 进行 了 关于 在 Lemaitre 模型 中 
光 信号 绕 宇 宙 的 传播 中、 射电 源 计数 忠和 星系 形成 号 的 研究 . 
没有 明确 的 证 据 反 对 Lemaitre 模型 , 但 它们 看 来 好 象 是 专 为 
说 明 可 能 只 是 类 星体 演化 细节 特点 的 一 种 人 为 办 法 . 


3. 再 论 稳 恒 态 模型 


如 果 宇宙 不 仅 在 空间 上 是 均匀 各 向 同性 的 ， 而 且 在 时 间 
上 也 是 均匀 的 , 刚 如 同 14.8 节 所 表示 的 那样 ， 它 的 度 规 必 有 
Robertson-Walker 形式 ， 而且 - 
k=0 Re) ef (16.3.1) 
式 中 万 是 Hubble 常数 ， 在 这 里 是 一 个 真正 的 普 适 常数 。 此 
外 , 所 有 标量 〈 例 如 2 和 p) 都 必须 既 和 位 置 无 关 也 和 时 间 无 
Š: 


b=p=0 | (16.3.2) 
在 14.8 节 中 没有 详细 讨论 作为 稳 恒 态 模型 基础 的 场 方程 , 但 
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是 Einstein 理论 显然 必须 加 以 修正 才能 用 到 这 里 ， 仅 当 能 
B-HEKETN, Einstein 场 方程 才能 与 Bianchi 恒等式 
一 致 , 但是， 恒定 压强 会 破坏 能 量 守恒 方程 (14.2.19), 除非 
P= 一 p, 那 就 会 要 求 或 者 能 量 密度 为 负 、 或 者 压强 为 负 . 

所 以 ,必须 加 上 一 个 改正 项 Pa C6, 来 修正 Einstein 方程 : 


Ry 一 + IuR’a + Cus = —8xGT yy (16.3.3) 


把 (163.1) RA (15.1.6), (15.1.7) #1 (15.1.11) 得 到 


1 
Ry 一 了 IR’ = 3E’9 uy 


所 以 , 稳 恒 态 模型 所 要 求 的 改正 项 的 形式 为 

Cu = —(8xGp 十 3D2)9w 一 SrGCo + p)U,U, (16.3.4) 
式 中 Ur BROKE, AAU = 1 fi U =0, 
”为 了 从 式 16.3.4) 获得 任何 知识 , 我 们 需要 予 先 对 张 量 
Cu» 的 形式 作出 某 种 假定 。 Hoylec4 提出 ,一 般 情况 下 有 

Cy = Crus» (16.3.5) 

这 里 C 是 一 个 标量 , 称 为 C 场 。 Hoyle 进一步 提出 , 在 没有 任 
何 非 均匀 性 或 各 向 异性 时 ，C 简单 地 与 . Robertson-Walker 坐 


标 系 中 所 用 的 宇宙 时 成 正比 : 
= At “ .4 为 常数 (16.3.6) 
不 难 算出 二 阶 协 变 导 数 : 
C; wiv = —AH(9,y + U,U,) (16.3.7) 
比较 (16.3.7) -5 (16.3.4) 表明 ,密度 必须 取 值 
p= =~ (16.3.8) 
而 C 中 的 比例 常数 为 
A= Hotete) | (16.3.9) 
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压强 可 取 任何 值 


预期 的 密度 (16.3.8) 与 零 曲 率 Friedmann 模型 所 给 出 的 
相同 [ 见 式 《15.2.1)], 因 此，(16.3.8) 式 的 验证 实际 上 不 能 用 
来 证 实 稳 伍 态 模型 . 此 外 ， 稳 恒 态 宇宙 论 并 不 要 求 张 量 Cy 
取 形 式 (16.3.5) 和 《16.3.6)， 因 此 ， 即 使 发 现 密度 不 同 于 
《16.3.8), 也 不 会 迫使 我 们 放弃 稳 恒 态度 规 . 

反对 稳 恒 态 模型 的 最 明显 的 证 据 是 观测 到 的 FURRE 
景 ， 它 看 来 是 和 现在 很 不 相同 的 字 宙 早期 阶段 的 遗迹 ( 见 
15.5 节 )。 但 是 ,在 稳 恒 态 模型 里 和 重子 一 起 产生 微波 背景 并 
非 完全 不 可 能 . 根据 (15.4.9), 在 稳 恒 态 模 型 中 单位 频率 间 
隔 内 的 光子 数 密度 是 


n,(v) = 8xv? fe exp(— 人 {ACyve men 一 Avetajar) 
x Awede 
式 中 AO) 是 频率 为 bz 的 光子 的 吸收 速率 , 而 OA 是 


-单位 体积 内 频率 在 > 和 > 十 dv 之 间 的 光子 的 发 射 速率 。 用 
简单 的 变数 替换 可 把 上 式 写 为 与 如 无 关 的 形式 


n Cr) = Bary? f 4” Ov’) 
» Hy 


x exp (- [2 140") 一 2")1) — (163.10) 


对 ”微分 得 到 一 个 关于 2,0) 的 微分 方程 ， 它 也 可 写 为 用 
AC»), n(o) Ri nO) 表达 OG) WAR: 

[A@) 十 2H]n,Wv) 一 五 zzr(7) 

Bar? + 2,(v) 
因此 ,适当 选择 光子 发 射 速率 ,就 能 得 到 我 们 所 需要 的 任何 缘 
景 分 布 函数 no). 例如 ， 如 果 我 们 要 求 观测 到 的 Rayleigh- 
Jeans 低频 行为 wz) œ > [ 见 式 (15.5.19)], 则 (16.3.11) 在 
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Av) = 


(16.3.11) 


极限 > ~> 0 时 给 出 

200) = ACO) +H . (16.3.12) 
HRA SEARS CAI FAS iE SE. 
我 们 也 可 得 到 Planck 分 布 函数 


2 
n(v) = Bry 


[exp(hv/kT) — 1] 


只 要 把 0(v) 选 为 
-一 Hhv/kT 
Moy NOD) + Top/kT) — 1] 
第 一 项 只 表示 总 要 伴随 着 某 种 吸收 的 普通 发 射 过 程 [比较 式 
(15.4.7)], 而 第 二 项 表示 光子 的 连续 产生 ,但 是 , 没有 先 验 的 
理由 说 明 为 什么 光子 的 连续 产生 速率 具有 (16.3.13) 所 示 的 
特殊 频率 关系 ， 所以， 从 稳 恒 态 模 型 的 立场 看 来 ，Planck 分 
布 律 是 可 能 的 ， 但 又 是 很 牵强 的 。 实 际 上 ， 也 没有 特殊 的 理 
由 说 明 为 什么 低频 光子 会 严格 按照 (16.3.12) 所 要 求 的 速率 
8xHw 连续 产生 ,所 以 , 甚至 Rayleigh-Jeans 低频 行为 也 是 有 
些 不 自然 的 ，- . | 
对 稳 恒 访 模 型 的 某 种 支持 是 来 自 一 个 很 不 同 的 方面 ， 一 
直 有 人 试图 用 直接 超 距 作用 来 表述 电动 力学 和 其 它 场 论 99. 
这 类 尝试 普 遍地 失败 了 ， 这 是 因为 已 发 现 带电 粒子 的 电磁 效 
应 是 对 应 于 Maxwell 方程 的 超前 解 和 推迟 解 的 等 量 混合 , 而 
不 是 通常 的 推迟 解 。 1945 年 ，Wheeler 和 Feynman” 阐明 : 
考虑 到 加 速 电荷 和 检验 电荷 同 字 宙 中 所 有 其 它 电 荷 之 间 的 超 
距 电磁 相互 作用 ,就 可 以 克服 这 一 困难 。 但 是 ,他 们 考虑 的 是 
静态 宇宙 模型 ， 所 以 能 够 得 出 或 者 对 应 于 纯 推 迟 解 或 者 对 应 
于 纯 超 前 解 的 净 电 磁 相 去 作 用 。 Hogarth” 后 来 提出 、 考 虑 
计 及 字 宙 巾 胀 的 更 现实 的 模型 ,就 可 以 排除 这 种 不 确定 性 . 按 
FA Hoyle AT Narlikara， 对 于 稳 恒 态 模型 只 有 纯 推 迟 解 是 可 
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(16.3.13) 


RAY, ORME k <o AY Friedmann 模型 则 只 有 纯 超 前 解 是 可 
能 的 。Hoyle 和 Narlikar 随后 又 把 这 些 郑 虑 扩充 到 C 场 P%、 引 
力 理论 Co0 和 量子 电动 力学 20， 这 条 发 展 路 线 无 疑 是 研究 把 微 
观 物 理 和 整个 宇宙 性 质 联系 起 来 的 老 问 题 的 有 趣 途 径 ， 下 一 
节 我 们 还 要 回 到 这 个 问题 ， 不 过 , 断言 微观 物理 的 考虑 必定 
要 求 稳 恒 态 宇宙 风 为 时 过 早 ， 因 为 没有 理由 假设 电动 力学 和 
其 它 场 论 必须 借助 超 距 作用 来 表述 ， 


4. 具有 可 变 引 力 常数 的 模型 


按 原子 物理 或 核 物理 的 标准 ,引力 是 极其 微弱 的 ， 例 如 
电子 和 质子 之 间 的 引力 同 六 电 力 之 比 具有 数值 


Gm = = 4.4 X 1078 = (16.4.1) 
e? . 


尽管 作 了 许多 尝试 3 但 是 并 没有 令 人 信服 地 解释 为 什么 应 
在 物理 学 基本 定律 中 出 现 这 样 一 个 微小 的 无 量 纲 数 。 可 是 。 
有 一 条 线索 暗示 着 象 (16.4.1) 那样 的 数字 并 不 仅仅 决定 于 微 
观 物理 的 考虑 , 而 且 部 分 地 决定 于 整个 宇宙 的 影响 ， 这 条 线 
REM PRK, BU G, 4, c 和 Hubble 常数 Ho 有 可 能 

构成 一 个 质量 ， 这 个 质量 与 一 个 典型 的 基本 粒子 《如 zx 介子》 


的 质量 差别 不 太 大 : ; 
BH, 1/3 加 
(5) © My (16.4.2) 


CER Hy! = 10°, ERE 6OMeV/c?, ii = ATM 
HE 140MeV/c?, 如 果 用 e/o HABA, 则 (16.427 的 左 端 会 
变 得 与 电子 质量 的 量 级 相间) .当然 ,完全 可 以 把 (16.4.2) 看 作 
一 个 毫 无 意义 的 数字 重合 ,但 是 应 当 注意 到 , 出 现在 (16.4.2) 
HAG A, Ho G 和 <。 的 特殊 组 合 远 比 这 些 量 的 其 它 随意 组 合 
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更 接近 一 个 典型 基本 粒子 的 质量 ; 例如 , Mis, G 和 < 可 组 
成 一 个 具有 质量 量 岗 的 唯一 量 (ic/G)“， 但 这 个 量 等 于 
1.22 X 102MeV/c?， 约 比 一 个 典型 粒子 的 质量 大 20 个 数量 
级 ! | . 

在 考虑 《16.4.2) 式 可 能 的 解释 时 ， 应 当 把 它 同 别 的 数字 
“重合 ”例如 G, Ho m, 和 现在 的 字 宙 重子 数 密度 m 之 间 的 
粗略 关系 : i 

Gnom, = H 《16.4. 3) 
仔细 区 分 开 来 .上 式 是 两 个 宇宙 参数 n 和 HH 之 间 的 关系 ,而 
且 事 实 上 是 各 种 字 宙 模型 例如 Friedmann 模型 ( 除 q K 1 
qo > 1 外 ) 和 稳 恒 态 模型 的 Hoyle 说 法 都 要 求 的 [ 见 (15.2.6) 
和 《16.3.8)]. 有 反之 ,《16.4.2) 式 把 一 个 宇宙 参数 H 同 基本 常 
Ba, G, c 和 m 联系 起 来 ,并 且 迄 今 尚未 得 到 解释 . 

有 一 些 其 它 数字 重合 常 被 提 到 , 但 其 中 绝 大 多 数 是 
(16.4.2) 和 (16.4.3) 的 组 合 ， 有 时 以 eye = 1378 RE AH 
以 其 它 质量 代替 me Alin, MTR h: ATHER e/m 
Ta] Hubble 时 间 Ao? 的 比值 与 原子 内 引力 同 静 电力 的 比值 
(16.4.1) 有 相同 的 数量 级 一 约 10%, 但 这 等 价 于 (16.4.2), 只 
要 以 eye BA, 并 以 m mp” RE me 

如 果 我 们 决定 把 数字 关系 (16.4.2) 看 作 是 具有 一 种 昌 然 
奥秘 但 又 真实 的 意义 , 那 就 必须 面 对 这 样 一 个 问题 , 即 在 绝 大 
SRS HOH 不 是 常数 ,而 是 宇宙 年 龄 的 函数 ， 处 理 这 个 
问题 的 一 条 途径 是 以 一 个 量 级 同 H 相当 但 的 确 是 恒定 的 量 
来 取代 H 例如 ， 在 封闭 的 Friedmann 模型 中 ， 我 们 可 用 宇 
宙 膨 胀 到 极 大 限度 时 所 花 时 间 的 倒数 ， 而 在 稳重 态 模 型 中 ， 
Hubble 常数 本 身 就 可 以 作为 这 样 的 量 。 这 条 途径 的 唯一 麻 
烦 是 它 哪 儿 也 不 通 ， 特 别 是 它 留 给 我 们 一 些 基 本 无 量 纲 常 
数 一 一 如 (16.4.1) 或 Gzipc 一 一 实在 小 得 无 法 理解 
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1937 年 Dirac™! 提出 了 一 条 截然 不 同 的 途径 . 他 认为 

§ (16.4.2) 这 样 的 关系 虽然 尚未 阐明 ,但 却 是 基本 事实 ,即使 

Hubble “HMO R/R 随 宇宙 年 龄 而 变化 , 这 个 关系 仍然 成 立 ， 

顶 多 带 一 个 常数 比例 因子 。 由 此 推 知 “常数 ” 站，G, c 和 ms 

中 至 少 有 一 个 必然 在 宇宙 时 间 尺 度 上 变化 。 为 了 避免 重新 表 ， 

述 整 个 原子 物理 学 和 核 物 理学 的 必要 、Dirac 选择 6 为 随时 

间 变 化 的 “常数 ”, 而 为 了 保留 (16.4.2), 他 主张 

. È 
Goz E (16.4.4) 

此 外 Dirac 还 建议 , SRK, g (16.4.3) 这 样 的 关系 

( 带 一 个 常数 比例 因子 ) 仍 保持 有 效 ， 因 为 x ec R?, 由 此 得 

出 

， 3 RK? - 
, GR oc = zi | (16.4.5) | 
从 (16.4.4) 和 (16.4.5) 中 消去 GC(z)， 就 得 到 一 个 关于 RE) 
的 微分 方程 
RoR 
其 解 为 
R oc g” (16.4.6) | 
于 是 由 《16.4.4) R (16.4.5) 得 到 引力 常数 同时 间 的 依赖 关系 
为 . 

- . G oœ Cs. 4.7) 
因此 , 在 Dirac 的 字 宙 论 中 , 象 10 这 样 极 微小 的 无 量 纲 数 
并 没有 基本 的 意义 ; (16.4.1) 如 此 微小 的 原因 仅仅 是 字 宙 已 
经 年 老 了 . 

“对 于 不 一 土 1， 还 有 一 些 恒定 的 并 且 极 不 同 于 1 的 重要 
字 宙 参数 , 例如 ,在 半径 约 为 空间 曲率 半径 的 球 内 的 粒子 数 
wR3、 为 了 避 开 这 一 点 , Dirac 还 提出 空间 是 平 直 的 , 即 《一 0， 
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所 以 Robertson-Walker 标 度 因子 的 绝对 值 以 及 象 nR 这 样 的 
纯 数 就 不 应 有 物理 意义 . 

如 果 引 力 常数 变化 ， 就 需要 用 某 种 别 的 引力 场 理论 来 代 
BT GAME. Dirac 并 未 详 述 这 种 场 论 是 什么 , 所 以 , 他 的 
宇宙 模型 仍然 是 不 完全 的 .然而 , 它 作 出 了 一 些 明 确 的 予 音 ， 
首先 , H (16.4.6) 式 得 出 现在 的 Hubble 常数 Ho 和 现在 的 字 
年 龄 如 之 间 有 如 下 关系 : | 


太一 上 Bi (16.4.8) 


即使 Hot AB 13 x 19 年, 这样 得 出 的 年 龄 也 只 有 4.3 X 10° 
年 ,小 于 由 放射 性 纪年 定 出 的 地 球 和 月 球 的 年 龄 (这 里 不 涉及 
对 G 的 假定 )。 Alt, Dirac 理论 已 表现 出 同 观测 结果 了 矛盾， 

由 (16.4.6) 式 得 出 减速 参数 Y = 2, 还 不 能 用 目前 的 资料 来 

排除 它 〈 见 14.6 节 )。 最 后 ,由 式 (16.4.7) 得 出 引力 “常数 " 现 
在 的 减 小 速率 是 
($), =-= 3H © (16.4.9) 


引力 常数 减 小 的 可 观测 的 推论 在 本 节 末 论述 . 

Dirac 理论 引起 了 一 系列 建立 这 样 一 种 引力 场 理 论 的 = 
试 ,在 这 种 理论 中 有 效 引 力 “ 常 数 ”是 一 个 标量 场 的 某 一 函数 . 
Jordanp0 提 出 了 一 种 理论 , 它 包 含 着 不 守恒 的 能 量 -动量 张 量 ，， 
HAEE Fier” 和 Bondi 从 各 个 不 同方 面 的 尖锐 批评 . 后 
来 的 重新 表述 把 这 些 异议 的 绝 大 部 分 消除 了 ;但 是 ，Jordan 
理论 仍然 没有 成 功 地 把 非 相对 论 性 物质 容纳 进去 ， 最 有 趣 而 
且 最 完整 的 标量 - 张 量 引力 理论 是 Brans 和 Dicki 在 1961 
年 提出 的 ,我 们 在 7.3 节 和 9.9 节 中 已 经 对 它 作 了 相当 详细 的 
讨论 。 在 这 个 理论 中 , 引力 常数 G 被 一 个 标 量 场 由 的 倒数 所 
RE. 为 了 把 象 《16.4.3) 这 样 的 关系 纳入 理论 中 , 假设 由 遵 
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守 场 方程 . 
3 + 20 ™ 
sh Tu 是 物质 的 能 量 -动量 张 量 (不 包括 ¢), o 是 一 个 无 量 
MBER. 为 了 不 同等 效 原理 的 成 就 冲突 , 假设 中 不 进入 
通常 物质 和 辐射 的 运动 方程 ,所 以 T” 遵从 熟知 的 守恒 定律 
i Te 一 0 — (16.4.11) 

FA, Bianchi ERERS GARR (73.14), RA 
等 价 地 为 


Dp = (69.4 = (16.4.10) 


4 


8x 、 1+ 
ra [1,.—(. ) ouza| 
a 中 3+ 20/ 和 
-S binbir — Pine (16.4.12) 


EE- 动量 张 量 的 特殊 情况 下 ， 这 个 理论 就 变 得 特价 于 
Jordan 理论 省 

在 把 Brans-Dicke 理论 应 用 于 宇宙 论 时 ， 和 第 14 章 和 第 
15 章 一 样 , 我 们 仍然 认为 宇宙 已 被 抹 成 均匀 各 向 同性 的 连续 
区 域 .所 以 度 规 取 Robertson-Walker 形式 (14.2.1); 能 量 -动量 
张 量 取 理 想 流 体形 式 (14.2.12), 且 标 量 场 中 只 是 一 个 时 间 的 
函数 . 用 表达 式 (15.1.6), (15.1.7), (15.1.11), #1 (15.1.13), 
经 简单 计算 得 出 方程 (16.4.12) 的 时 -时 分 最 为 


3R _ 8x o o 

kR -oi mwg CTA )p +301 十 eh 

_ oo è 7 (16.4.13) 
而 方程 (16.4.12) 的 空 - 空 分 量 为 
_E_2R 2k 

R R R . 

= ——__ _ ayo — o $R . 
Gi ag {a 十 wyp op} + oR (16.4 14) 


此 外 。 空 -时 分 量 内 不 过 说 明 零 等 于 零 ， 关 于 的 场 方程 
(16.4.10) 在 这 里 变 为 


d i 3 sr — 3 
> CR) CEEI lo — 3p)R (16.4.15) 
如 第 十 四 章 中 一 样 ,由 守恒 定律 (16.4.11) 得 出 
p=- 3E otp) (16.4.16) 


从 方程 (16.4.13) (16.4.14) 消去 K, 并 用 方程 (16.4.15) 消 
去 $, 我 们 可 导出 类 似 于 (15.1.20) 的 一 阶 微分 方程 : 
R k _ 8xe dR, wh (16.4.17) 
R? R? 3¢ QR 6p? 
我 们 可 对 (16.4.17) 求 导数 来 恢复 (16.4.13) 和 (16.4.14), 所 
Ll, Brans-Dicke 宇宙 论 的 基本 方程 可 取 为 方程 (16.4.15)— 
《16.4.17)， 再 加 上 一 个 把 ? 表 为 OWN WAAR. tt 
外 , 方程 (93.1) 表明 ， 由 观测 缓慢 运动 粒子 或 在 时 间 脱 腾 实 
验 中 所 测 得 的 引力 “常数 ”是 


20 +4\ . 
G= (2244) 1 16.4.18 
2w + 3 $ £ ) 


对 于 任何 给 定 的 物 态 方程 p= plo) HE (16.4.15)— 
(16.4.17) 可 以 看 成 是 3 个 变量 R, 由 和 2 的 一 个 二 阶 微分 方 
程 加 上 两 个 一 阶 微分 方程 。 由 此 可 知 , 只 要 我 们 给 定常 数 
A RAAB 4 个 变量 的 现在 值 《例如 Ros Ros do 和 Po), 则 这 些 
方程 对 于 所 有 : 唯一 地 决定 了 RO, OC) 和 ol). XA H 
人 意料 ， 因 为 在 Friedman 模型 中 ,为 了 对 于 所 有 : 能 算出 
RG) 和 plz)， 我 们 只 需要 给 定 3 个 量 的 初始 值 ， 例 如 Ro, 
Ro, 当然 还 有 G. [AA (15.2.1)]. 

最 初 Brans-Dicke™! 为 取消 这 个 额外 的 自由 度 设置 了 一 
个 附加 的 约束 , 即 在 尺 一 0 的 初始 奇 点 处 下 Rs 化 为 零 : 
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Ri—>0 4% RO C16.4.19) 

用 这 个 初始 条 件 以 及 给 AER 0, k 和 物 态 方程 ,我 们 只 要 指定 
3 个 现在 的 参数 如 Ri, Ro 和 bo, RED EHH Ho, Go Ñ qo 
(或 po), 就 能 够 获得 关于 RO, plz) 和 oO ERR. 

JLFJA, Dicke™ 提出 ,恰当 的 解 事实 上 也 许 是 那些 并 不 
满足 约束 (16.4.19) 的 解 。 一般 说 来 ,所 有 的 解 在 某 一 有 限时 
刻 都 有 一 个 奇 点 R 二 0， 这 个 时 刻 我 们 通常 定义 为 + = 0. 
因此 ,方程 (16.4. > 有 解 : 


dR 一 i LoC — 3p") at’ — E 


(16.4.20) 
式 中 C 是 一 个 积分 常数 , TAE ARE. HFC 一 0, 我 们 
得 到 满足 初始 条 件 (16.4.19) 的 3 参数 模型 族 ， UFC 0， 
我 们 得 到 4 参数 解 族 ,需要 第 四 个 参数 来 定 C 值 . 
这 些 不 同 解 的 性 质 相当 微妙 ， 值 得 我 们 比较 详细 地 去 研 
” 究 (16.4.15) 一 (16.4.17) 可 以 分 析 解 出 的 一 种 情况 , 即 零 压 和 
零 曲 率 情 况 : 


ot 


于 是 由 (16.4.16) 得 
l OocR (16.4.21) 
所 以 ,由 方程 (16.4.20) 直接 得 出 
: p 一 _ 8mo: _ 4 r 
aaa 2 | (16.422) 


式 中 
n= = Qo +3)C i 
' 8p R? 
可 以 证 明 ， 引入 一 个 新 的 因 变 量 


Brot — t.) 
= ee 一 二 0 4, 
u (z D5: Q 3) (16.4.24) 


7 (16.4.23) 


. 730- 


是 非常 方便 的 ， 以 表示 方程 (16.4.477 中 的 上 和 中/ 并 
令 一 0, 我 们 可 以 立即 得 到 R/R 的 解 : 


一 二 = —u Ł (= t 2a" Cu? + 4a)? (16.4.25) 
此 外 ， “由 方程 (16.4.22) BORT PRS A (16.4.21) 得 
a _ _3Ř $ 


u Raa 


或 者 ,用 (16.4.24) 和 (16.4.25) 后 ,得 
(# — t)i = > u fu +443 2422)" Cot + tuya} 


f (16.4.26) 
必须 积分 这 个 一 阶 方程 求 出 u), RAAT (16.4.24) 
”和 (16.4.25) 来 决定 OG) BRE) T. 
方程 (16.4.26) 的 一 类 显然 解 是 x 等 于 常数 ,这 个 常数 等 
于 方程 (16.4.26) 右 端 表达 式 的 零点 之 一 。 为 了 找到 “> 0 
的 零点 ， 我 们 必须 取 方 程 (16.4.26) 和 (16.4.25》 中 平方 根 前 
面 上 半 部 的 符号 ， 得 到 的 解 就 是 
2 
: = 3w 十 4 
对 于 这 个 解 , 我 们 必须 取 * 一 0, 因为 否则 方程 (16.4.25) 仅 
当 ,一 时 得 出 R 一 0， 而 我 们 已 约定 这 样 对 钟 使 该 奇 点 发 
生 在 :一 0， 因 * 一 0， 由 方程 《16.4.24) 和 (16.4.25) 得 出 
解 29 


(16.4.27) 


p ec pto) (16.4.28) 
Ro p2ot2 (Burs) . (16.4.29) 
Aro _ (ot+3) 
中 (30 十 4) 
对 于 14 0， 必 须 分 析 方 程 (16.4.26) 中 的 zx ZEA 


. 731» 


(16.4.30) 


u = Ò, ww 一 2/(3w 十 4) 和 xz 一 5 之 间 如 何 变化 , He RIK 
界 地 依赖 于 为 正 或 为 负 、， | 

友之 0。 在 这 种 情况 下 * 从 = 0 时 的 x 一 00 单调 下 
降 到 : 二 z 时 的 “一 0， 然后 当 * 一 oo 时 单调 上 升 到 数值 
(16.4.27)， 方 程 (16.4.25) 和 (16.4.26) 中 的 平方 根 前 的 符号 
Ze AEM t 到 天 时 的 下 端 符号 变 为 上 > t AEBS Al 
此 , (16.4.26) 的 解 具有 如 下 形式 


d 
mài 本 +) ~ 站 ule 十 4 十 3(1 十 PELE. + 4uy7} 
当 :< 之 i 
du 
In (+ T 1) = af ula 十 4 一 3C1 + 20/3)? 十 4u)? 
当 4> 


这 些 积分 可 用 准确 的 形式 作出 ， 但 更 有 趣 的 是 考察 其 早期 和 
甚 晚期 解 的 渐 近 行为 。 对 于 < to 我 们 求 出 
„> GU + 20/3)? — 1) 


(4 + 3w0)(2/t,) 
所 以 ,方程 《16.4.24) 和 (16.4.25) Re 
， pe £1—3[1+20/3] f°)/C4t 30) (16.4.31) 
R ec ptet] Ataa) (16.4.32) 


对 于 :> les u 趋 于 数值 (16.4.27), 而 《16.4.24) 和 (16.4. 25) 
的 解 过 渡 到 形式 〈16.4.28) A (16.4.29). 

te < 0。 在 这 种 情况 下 * 从 : = 0 时 的 “= 00 单调 下 降 
到 * -> 00 时 的 数值 (15.4.27)。 《16.4.25) 和 (16.4.26) 中 的 
平方 很 保持 上 端 符 号 ,所 以 (16.4.26) 有 解 


too du 
In (1 + PA ) 2 f u{3(1 十 20/3) (u? + 4u)? —u— 4} 
对 于 上 < lel 我 们 得 到 


。732。 


_, BLL + 20/3]? + 1) 
(4 + 300) CG/ ltl) 
以 ,方程 (16.4.24) 和 (16.4.25) RO! . 
pœ pO 20/3] HUH 30) (16.4.33) 
R cc HiterIIT3o3] 7 ate) (16.4.34) 
We > lizl, u 趋 于 数值 64.27), HA (16.4.24) 和 
(16.4.25) 的 解 又 过 渡 到 形式 (16.4.28) 和 (16.4.29). 
因此 ,存在 车 三 种 解 ,所 有 这 些 解 当 > [| 时 行为 相似 ， 
42s je) 时 它们 就 完全 不 同 了 。 只 有 4 一 0 的 简单 解 在 
大 w% 极 限 下 平缓 地 过 沪 到 零 曲 率 Friedmann 解 (p 为 常数 ， 
R œ 24); 对 于 任何 有 限 的 wo, Stroh, 4. >0 ms <0. 
的 解 分 别 有 4$ 一 品 或 $5 一 0， : 
虽然 这 些 解 是 在 零 压 强 和 零 曲 床 的 假设 下 推出 的 ， 但 它 
们 展示 了 复杂 得 多 的 一 般 解 的 许多 性 质 . 一 般 说 来 , 可 以 根 
所 (16.4.20) 中 的 积分 常数 C 是 零 或 为 正 或 为 负 来 对 解 进行 
分 类 。 对 于 充分 大 的 1, 方程 (16.4.20) 中 的 积分 由 物质 为 主 
时 期 所 决定 ,在 那个 时 期 中 o ce R ,所 以 该 积分 象 : 那样 增 


长 ,从 而 积分 常数 最 终 变 得 可 以 忽略 不 计 ,. 在 这 种 极限 下 ,我 “ 


们 有 


; Brot 
=O 16.4.35 
$ Zo + 3 . ( ) 


. 而 且 所 有 的 解 都 收敛 到 C 一 0 的 解 ， 可 惜 ， 这 个 解 必 须 用 
po R 时 (16.4.17) 和 《16.4.35) 的 数值 解 来 计算 。 另 一 
方面 ， 对 于 充分 小 的 t, 积分 常数 在 (16.4.20) 中 是 突出 的 ， 
当然 要 Co 0， 在 这 种 情况 下 , 《16.4.17) 中 的 曲率 项 和 密度 
项 当 z o 时 变 得 可 以 忽略 ， 而 且 解 过 渡 到 以 前 推出 过 的 形 
A - 由 cc pO Fts /YG+30) (16.4.36) 
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R og ptotirtaassy'7y/(4+30) (16.4.37) 


其 中 对 于 C 0 取 上 部 符号 ,对 于 C < 0 取 下 部 符号 . C 一 0 
的 解 平滑 地 过 渡 到 大 % 的 Friedmann 模型 解 ,但 是 ,C 0 的 
解 对 于 任何 。 在 + 一 0 时 有 特殊 的 行为 ， 

Brans-Dicke 理论 没有 对 本 节 开 头 讨论 的 数字 关系 作出 满 
意 的 回答 ， 一 般 说 来 , $/$ 和 1/z 将 具有 Hubble“ 常 数 ” H 
的 数量 级 ,而 $ 是 1/6 的 数量 级 ,因此 , 一 旦 积分 常数 C 变 得 
可 以 忽略 ,方程 (16.4.35) 就 会 变 得 与 关系 式 (16.4.3) KEM 
fl. 但 是 , 当 C 不 可 忽略 时 , 在 其 早期 中 , 关系 式 (16.4.3) 即 
使 是 近似 成 立 也 不 可 能 .更 重要 的 是 ，Brans-Dicke 理论 完全 
没有 解释 奥秘 的 关系 式 (164.2). 的 确 , 在 零 压强 、 零 曲率 和 
零 积 分 常数 t 的 最 简单 情况 中 ; 式 (16.4.29) 和 (16.4.28) 表 
BA Hol, 而 G cc vers， 所 以 质量 (WH/Ge)% 随时 
间 而 减 小 ， 从 而 关系 式 (16.4.2) 只 适用 于 字 宙 历史 中 一 个 短 
暂 的 时 期 . | | 

现在 让 我 们 来 看 看 这 个 理论 的 观测 含义 ， 无 论 是 引力 场 
还 是 Brans-Dicke 场 ， 对 于 那些 被 认为 是 在 早期 宇宙 中 产生 
. 氨 的 过 程 都 没有 任何 直接 效应 ， 但 它们 确实 影响 宇宙 的 膨胀 
速率 ,而 这 个 速率 又 控制 着 可 能 产生 的 所 的 数量 ( 见 15.7 节 )。 
对 于 Cc = 0 的 解 ， 方 程 (16.4.17) 和 (16.4.20) 的 数值 积分 外 
表明 ， 在 w= 二 5, 二 0，Hi' 一 95 X 10 年， po 一 2 X 
10-3g/cms 的 情况 下 ，Brans-Dicke 场 的 效应 是 把 温度 降 到 
10”K 所 需 的 时 间 缩 短 0.45 倍 , 所 以 , 当 核 合成 开始 时 剩 下 的 
中 子 较 多 。 字 宙 学 起 源 的 氨 丰 度 按 重 量 计 约 为 42%, 而 不 是 
27%。 对 于 具有 较 小 目前 密度 的 有 二 一 ! BE, Friedmann 
模型 与 Brans-Dicke 模型 之 闻 的 差别 要 小 得 多 *"。 另 一 方面 ， 
利用 (16.4.20) HAR SR wR KL F ROE 
胀 速率 成 为 我 们 所 希望 的 任何 数值 。 如 在 15.7 节 中 所 讲 过 
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的 , 当 膨 胀 适当 加 快 时, 氨 的 产生 会 增多 ,但 若 膨 胀 加 快 过 度 ， 
则 没有 足够 的 时 间 进 行 反应 nt poe 十 7 以 产生 足够 的 
MRF PAS RK, Auer +e AAR. 

在 处 于 光学 望远镜 范围 内 的 更 新 近 的 时 期 中 ， 积 分 常数 
Chi (BARSE) 可 以 忽略 ， 因 此 ， 对 于 大 © 而 言 ,. 曲 
率 ,密度 、 年龄 、Hubble 常数 和 减速 参数 之 间 的 关系 几乎 同 
Friedmann 模型 一 样 。 例 如 ,对 于 在 :之 e) PIR POSES 
零 曲 率 模型 ,由 式 (16.4.28) 一 (16.4.30) 得 出 关系 


(2 + 20) po 
Hy, = 5 16.4.38) 
(4 + 30) ( 
wo +2 
= 16.4.39) 
10 a +2 (16.4. 
m (2 + 20)7. 


wo 一 6， 这 三 个 量 的 数值 是 0.46, 0.57, 1.80, 而 对 于 
-k = 0 H Friedmann 模型 ,对 应 的 数值 是 0.67, 0.50 和 1.50， 
Dirac 理论 和 Brans-Dicke 理论 最 有 特色 的 可 观测 性 质 自 
然 是 引力 常数 G 随时 间 的 减 小 ， 在 Brans-Dicke 理论 中 , 由 
(16.4.35) 定 出 G 的 目前 变化 速率 是 


一 般 说 来 ,为 了 用 Go, Hy 和 gq, 表示 po FA tos 必须 用 微分 方程 
(16.4.35) 和 (16.4.17) 的 数值 解 。 但 是 ， 如 果 w 相 当 大 (如 
o Z5), 则 对 于 (16.4.41) 中 的 m 和 回采 用 15.2 节 和 15.3 节 
的 Einstein 方程 算出 的 值 ， 就 可 以 把 6G 的 碱 小 速率 计算 到 足 
够 的 精度 ， 一 般 Friedmann 模型 对 于 po 的 结果 是 


Asc Gopi 
一 一 一 = 16.4.42) 
3He. T o £ 
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Hote 的 数值 和 速率 (16.4.41) 的 结果 值 列 于 表 16.1, 


#16.1 在 各 种 Brans-Dicke 模型 中 和 在 
Dirac 模型 中 C 的 减 小 速率 * 


a ee 
.“ 模 型 .go Hoto(@ = 00) 《G/G)。 
‘Brans-Dicke «il 1 _ 34otfo 
l wor? 
, - Brans-Dicke . 1 2 _ Ho 
2 3 o+2 
Brans-Dicke _ 1 my L7H, 
noo 2 w+2 
i n 3.34Hy V qo 
Brans-Dicke »1 l — 
2V 2go (@ + 2) 
Dirac 2 + —3Ho 


ee 

| ae Brans- Dicke 模型 中 (G/G), 的 值 是 从 式 (16.4.41) 算出 的 ， WF to 
和 po 分 别 采 用 了 第 3 行 和 公式 (16.4.42). 中 给 出 的 Friedmann 模型 ( 即 
@ = 00) 的 结果 . 


在 有 分 析 解 的 & 一 0 的 特殊 情形 中 ， 由 关 系 (16.4.18)， 
(16.4.28) 和 (16.4.29) FHER AA 


($)=- ~ "G+ @) eS 


所 以 , 在 这 种 情况 下 ， 表 16.1 所 列 的 这 个 速率 的 估计 值 对 于 
w 一 6 ERS 12%. 2216.1 所 列 的 估计 值 与 取 X 一 一 1 
和 w 一 5 或 o = 10 算出 四 的 “精确 ”结果 很 好 地 符合 . 
| 若 取 Hy! = 10° SE, qo Æ 0.01 FA 1.0 之 间 , 以 及 w= 6, 
表 16.1 给 出 G 的 相对 减 小 率 在 每 年 4 X 107 2x0 之 
fd. 反之，Dirac 模型 预言 引力 “常数 ”的 减 小 要 快 得 多 ;对 于 
st 一 1084, G 的 相对 减 小 率 是 每 年 x 107, 
“6 的 目前 变化 率 的 最 好 实验 上 限 ， 来 自 水 星 和 人 金星 的 雷 
CUM, 对 于 在 半径 为 > 的 圆 轨道 上 速度 为 ”的 


+736 


行星 , 我 们 有 MoO = wr, 所以， 如 果 当 G 变化 时 轨道 角 动 
量 mo RHEE, N * Ale 的 变化 将 是 
: 1 1 


rožo (16.4.43) 
而 轨道 周期 amr |v 的 变化 将 是 
dae Z oc È (16.4.44) 


FE 1966—1969 年 间 上 反复 比较 内 行星 的 轨道 周 期 ,并 用 原子 名 
计时 ( 它 与 6 EX), Shapiro 等 人 eu 已 定 出 一 个 上 限 


I, S4 X 107° / 


这 几乎 已 好 到 足以 排除 . Dirae 理论 ， 但 还 没有 充分 严格 地 对 
Brans-Dicke MAZAR o 定 出 一 个 可 用 的 上 限 。 但 是 ; 预期 
(G/G)o 的 测量 误差 近似 地 随 观测 时 间 间 隔 的 5/2 次 方 而 减 
小 ， 所 以 再 观测 5 年 应 能 把 C/G 的 上 限 减 小 到 Brans-Dicke 
”理论 ( 取 9 约 为 1, H o = 6) 所 预期 的 值 . 

分 析 激 光 信 号 从 地 球 射 到 月 球 ,然后 经 . Apollo REAK 


- 在 月 面 上 的 角 反 射 镜 反射 回 到 地 球 的 飞行 时 间 ， 也 可 望 定 出 


G 的 变化 速率 的 上 限 外 。 但 是 , 对 这 些 观测 的 分 析 由 于 潮汐 
效应 而 严重 地 复杂 化 了 ,这 种 潮汐 效应 在 地 -月 系 动力 学 中 起 
BEALE. I, SAMO ASAT Shapie 等 人 研究 风行 
星 运动 没有 严重 的 影响 .) 。 ，- 

过 去 几 和 年 来 6 的 变化 也 许可 以 从 二 代 日 食 记录 的 研究 
中 来 确定 c9。 一 次 日 全 食 仅 在 地 球 表面 的 很 小 一 部 分 可 以 看 
到 ,所 以 , 在 某 一 特定 地 点 看 到 特定 的 一 次 日 全 食 的 知识 , 提 
供 了 日 长 (和 G 的 关系 不 大 ) 相 对 于 年 长 和 戎 望月 长 CR 1/6" 
那样 变化 ) 比率 的 精确 情报 。 Coron!) 和 Dicke 分 析 了 发 
生 在 公元 前 1062 年 至 公元 71 年 之 间 的 5 次 日 食 ， 得 到 地 球 
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”自转 速率 相对 于 行 旦 周期 的 平均 相对 减 小 率 是 每 年 《15.9 k 
0.7) X 10", 地 球 自转 速率 受到 一 系列 已 知 因素 的 影响 29， 
特别 是 潮汐 减速 , 其 相对 变 率 在 每 年 23.5 x 10 与 25.6 x 
10 之 间 , 还 有 一 种 由 于 海平 面 的 上 升 和 大 地 水 准 面 的 均衡 
恢复 所 引起 的 加 速 是 在 每 年 0.5 x 10-+ 与 3.0 x 107" 之 间 . 
还 留 下 每 年 4x 10 忆 到 10 x 10 之 间 的 剩余 的 未 被 解释 的 
地 球 自转 加 速 ， 因 为 日 食 数据 量度 的 是 相对 于 行星 周期 的 地 
球 自转 速率 ,因此 ,这 个 表 观 的 剩余 加 速 可 以 用 行星 运动 的 减 
加 来 解释 ， 这 种 威 速 是 由 于 G 以 每 年 2 x 107 5 x 10 
之 间 的 相对 变 率 减 小 引起 的 [ 见 式 (16.4.44)]。 Rat, AB 
数据 是 不 大 确切 的 ，〈 谁 知道 在 公元 前 648 年 日 食 的 时 候 ， 
Archilochus 是 在 Paros， 还 是 在 Thasos Wao) 更 重要 的 是 ， 在 
地 -月 系 的 复杂 动力 学 中 ,有 许多 不 确定 的 因素 可 以 说 明 地 球 
自转 的 微小 的 剩余 表 观 加 速 ,而 无 需求 助 于 G 的 减 小 。 

由 珊瑚 化 石上 而 的 月 增长 或 年 增长 带 和 日 增长 纹 的 计 
数 ?， 也 许可 以 测量 过 去 三 亿 五 千 万 年 来 每 个 朔望月 或 每 年 
中 日 数 的 变化 。 但 是 , 这 种 方法 还 没有 提供 精确 得 足以 对 字 
宙 学 家 有 用 的 结果 ， 

几 十 亿 年 中 引力 这 数 的 长 期 天 小 对 于 地 款 和 星体 的 次 化 
会 产生 有 趣 的 效应 ,但 可 异 的 是 ,这 些 效 应 都 没有 给 出 关于 c 
BERR OWA. 由 于 CG 的 减 小 , 地 球 半径 会 大 臻 
象 G-*! 那样 增加 ,从 而 使 地 壳 产 生 复杂 的 破损 sa。 如 果 过 去 
的 G 较 大 , 则 恒星 的 热 核 演 化 会 进行 得 更 迅速 bn; 若 G 以 每 年 
(1 一 2) 107" 的 相对 速率 减 小 ,一 个 真实 年 龄 为 60 至 80 亿 
年 的 恒星 在 我 们 看 来 年 龄 就 会 是 150 至 250 亿 年 吕 , 最 后 ,如 
果 在 过 去 G 较 大 , 则 太阳 光度 Lo 会 大 一 个 约 正 比 于 CHA 
“子叶 ,而 地 球 轨道 半径 re 会 小 一 个 正比 于 6-: 的 因子 , 所 以 
大 体 上 按 (Leyre?)” 变化 的 地 球 表面 温度 会 大 一 个 正比 于 
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G” 的 因子 。 WRR k = 0 fl o=6 的 Brans-Dicke 模型 的 
关系 式 (16.4.28) 所 预期 的 那样 , GIR” Boh, 则 在 2X10 
年 前 ， 地 球 表面 的 温度 只 比 现在 约 高 出 200, 这 对 于 生物 进 
化 不 会 有 任何 重大 影响 . 另 一 方面 ,如 果 象 Dirac 字 宙 论 所 期 
待 的 那样 G 是 按 1/: 减 小 的 话 , 则 早期 引力 常数 值 将 会 过 大 ， 
以 致 10? 年 前 地 球 表 面 的 温度 就 会 高 于 水 的 沸点 《除非 地 球 
反照 率 比 现在 高 得 多 局 ?因此 , 早 就 阻止 了 那些 有 能 力 探索 
宇宙 奥秘 的 生命 形式 的 进化 了 ， 
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附录 “一些 有 用 数据 * 


数值 常数 


x = 3.1415927 1” = 4.9481 x 10- 弧度 
= 2.7182818 lnl0 =2.3025851 


a 


| 物理 常数 
光速 c= 2,9979250(10)X10' cm sec™! 
引力 常数 G = 6.6732(31) X107 dyn cm? g7? 
_ GJè = 7.425 x107” emg 
Planck 常数 A = 6.582183(22) X 107 eV sec 
= 1.0545919(80) x 107% erg sec 
4 = 2mh = 6.625 X 107?" erg sec 
电子 伏特 1lev = 1.6021917(70) x 107% er 
电子 的 电荷 (未 有 理化 ) = 4.803250(21) x 107? esu 
精细 结构 常数 a= e/he = 1/137.03602(21)- 
电子 质量 me = 9.109558(54) x 107% 
m, = 0.5110041(16)MeV 
质子 质量 ms = 1.67x107%*g 
mpc? 一 938.2592(52) XMeV 
中 子 质量 me = 939.5527(52) x MeV 
Rydberg 常数 mse4/2 起 一 13,605826(45 eV 
Thomson 截面 8xe’/3m。*c+ = 0.6652453(61) X 10cm? 


* E “Review of Particle Properties,” Particle Data Group, Rev. Mod. 
Phys. 43, No 2, Part Il, (1971) 和 Astrophysical Quantities, by C. 
W. Allen (Athlone Press, London, 1955), 括号 中 给 出 数字 之 处 ,表明 
主要 数据 的 最 后 一 两 位 有 一 个 标准 误差 的 不 确定 性 ， 
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BBA ae/k = 1.02 x10 m, 
Boltzmann 常数 k = 1.380622(59) x 107" erg °K-! 
A = 11604.85(49)°K/eV 
黑体 常数 an k4/150°8? = 7.5641 x 1071 erg cm K> 
. 典型 恒星 质量 (he /G)?m,* = 3.77 x10%¢ 


普通 天 文 常数 


恒星 年 (1900) ”1 年 =3.1558149984X10’ see 
光 年 ”1 光 年 =9.4605 x 100cm 
平均 日 -地 距离 。1a. u. = 1.495985(5) x 10tcm 
PERE Ipc = 3.0856(1) x10 em = 3.2615 光 年 
Hubble 常数 为 100 km see-: Mpe~! 对 应 的 Hubble 时 间 
l [100 km sec™ Mpe™]™ = 9.78 x 10° 年 
太阳 质量 Mo = 1.989(2) x 1033g 
MoG/c* = 1.475km 
太阳 半径 Ro = 6.9598(7) x 10skm 
量 纲 太阳 表面 势 ” MeG/Roc: = 2.12x10~ 
太阳 光度 Lo = 3,90(4) x10” erg sec 
地 球 质 量 Me = 5.977(4) x 10778 
MeG/c* = 0.443 cm 
地 球 赤 道 半径 ”Re = 6.37817(4) x 103km 
无 量 纲 地 球 表面 势 MeC/Rec: = 6.95 x 107 
地 球 表面 的 重力 加 速度 “9 一 980.665 cm sec 
低 轨 道 地 球 卫星 的 速度 v, = 7.9 km sec 
地 球 的 平均 轨道 速度 vg = 29.78 km sec™! 
月 球 质量 Ma =7.35x10%¢ | 
MaG/c* = 5.45 X10™cm 
月 球 半 径 Re = 1738km 
无 量 纲 月 球 表面 势 ”MaG/Rac? = 3.14x107" 
平均 月 -地 距离 ra = 3.84 X10km 
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视 热 星 等 为 汪 的 恒星 的 视 光 度 


l 一 2.52X10- erg em? sec™! x 1977/5 


绝对 热 星 等 为 M 的 恒星 的 绝对 光度 
L = 3.02 X 10% erg sec™! x 1-7 #5 
行星 轨道 要 素 


偏心 率 eC1900》 


Icarus 0.827 

水 # ¥ 0.205615 
金 E g 0.006820 
地 R ® 0.016750 
k B o 0.093312 
K 是 4 0.048332 
t g A 0.055890 
REE ô 0.0471 

海王 星 £ 0.0085 
RES e 0.2494 


选 出 的 一 些 星系 洲 
KERR 类 型 “| ER Mpe] my, | ADD 


银河 系 及 其 近邻 


银河 系 Sb 或 Sc 一 一 一 
ABR Ir 或 SBc| 0.049 | 0.86 +280 
小 麦 云 Ir 0.058 2.86 +167 
ARE BR -dE 0.077 ? ? 

天 龙 座 星系 dE 0.08 ? 2 
玉 夫 座 星 系 dE 0.09 10.5 ? 

天 炉 座 星系 dE 0.13 9.1 + 和 0 — 
狮子座 I dE | 0.23 11.27 ` 7 
HTE dE, 0.23 12.85 ? 
NGC 6822 Ir 0.52 9.21 一 40 


re 

* 距离 ,类 型 和 星 等 多 半 取 自 S. vanden Bergh 编 «Observors Handbook 

of the Royal Canadian Astronomical Socicty», 1971. 在 “类 型 ”下 , E 

RR HA”, EO, El, .…… 越 来 越 平 ; S HK “HEIR”, SO, Sa, Sb, Seetee 

越 来 越 开 ; SB RAR“ RHE”, SBO, SBa, SBb, SBe, +.. 越 来 越 开 ; Ie 表示 

“不 规则 ”; P 表示 “特殊 ?; AAR Es 及 表示 “ 强 射电 源 ?。 关 于 Maffei 
zd J H. Spinrad et al, Ap. J., 163, L25 (1971), 


Ra 


室女座 星系 团 中 的 杂 星 系 
- ( 目 视 星 等 ) 


~ 


KERE 


本 星系 群 的 其 它 成 员 


NGC224(M31) 
NGC205 


NGC221(M32) 


NGC147 
NGC185 
NGC598(M33) 
ICc1613 ` 

Maffei 1 
各 种 亮 星系 
NGC3031(M81) 
NGC3034(M82) 
NGC5236(M83) 
NGC4826(M64) 


NGC5128 CH ATG A) 


NGC4736(M94) 
NGC5055(M63) 
NGC5194(M51) 
NGC5457(M101) 


NGC4472(M49) 
NGC4579(M58) 
NGC4621(M59) 
NGC4649(M60) 
NGC4303(M61) 
NGC4374(M84) 
NGC4382(M85) 
NGC4486(M87) 
NGC4501(M88) 
NGC4552(M89) 
NGC4569(M90) 
NGC4192(M98) 
NGC4254(M99) 
NGC4321(M100) 
NGC4594(M104) 


+1220 


+1020 


A 


选 出 的 一 些 星系 团 


估计 星系 数 ez(km/sec) _ 
2500 1150 
100 3800 
100 5000 
150 4800 

500 of 710086,” 

1000 6700 , 

ay 10300 
12800 
”400 15800 
1300 15400 
300 19500 
200 23300 
400 21600 
150 39400 
200 41000 
60600 
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